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AVIS   DU    LIBRAIRE. 

La  première  édition  de  ce  Traité  était  préaidée  de 
Réflexions  sur  la  manière  d*enseigaer  les  Matbénurd- 
ques ,  et  d'apprécier,  dans  les  examens,  le  savoir  de  ceux 
qui  les  ont  étudiées;  on  ne  tfnuvera  point  ici  ces Re-^ 
flexions ,  parce  qu  ayant  reçu  de  nouveaux  développe^ 
^Mns,  elles  font  partie  de  l'ouvrage  que  V Auteur  a 
publie  sous  le  titre  J'Ëssais  sur  renseignement  en  gé^ 
néjcàl  ;  et  sur  celiû  de^  S(atl\ématique.s  en  p^ticulier. 


Zouk»  exemplaire}  dto  j)ré4enLi  ^raul>  ,  {fuînt> 
porterais  pa&  commd  cï^cleéâouA  ,  le  A  éy  nature  A 
dt>  iç^uteuv  eu  dw  XiSrairej ,  deraj  contre faîu . 
JCed>  ineâureA  n^ceéâaireA  éeronu  priée û^  pou» 
a4temdre>  ,  ùonformemeniA  à>  la>  JOoi  y  te  A  faêri^ 
eateurA  eu  le  A  déSUanA  do  ce  A  ùcemplaireA. 
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CALCUL  DIFFERENTIEL 


ET  DE  CALCUL  INTEGRAL. 


PREMIÈRE    PARTIE. 

CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Notions  préliminaires  et  principes  de  la 

diffèrenbiationdesfonctions  d'une  seule 
variable* 

I 

1.  J-/ÀNS  cette  partie  de  l'Analyse»  on  prend  pour 
sujet  le  passage  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  par 
dififérens  états  de  grandeur  y  et  les  chaugemens  qui 
en  résultent  dans  d'autres  quantités  dépendantes  pour 
leur  valeur  de  celle  des  premières. 

5i.  Pour  exprimer  qu*u;ie  quantité  dépend  d'une  ou 
de  plusieurs  autres ,  soît  par  des  opérations  quelconques , 
6oit  même  par  des  relations  impossibles  à  assigner  algé- 
briquement y   mais  dont  l'existence  est  déterminée  p«r 
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des  conditions  certaines ,  on  dit  que  la  première  est 
fonction  des  autres.  L'usage  de  ce  mot  en  éclait'ctfira 
la  signification. 


3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de 
grandeur,  ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable; 
et  Ton  donne  le  nom  de  constante  à  celle  que  Ton  consi- 
dère conmie  conservant  toujours  la  même  valeur  dans  le 
coufs  du  calcul.  On  voit  d'après  cela  que  c*est  la  nature 
de  la  question  qu'on  se  propose  qui  détermine  quelle» 
sont  les  quantités  qu'on  doit  regarder  comme  variables 
QXL  comme  constantes. 

r 

4.  Pour  éclaircir  ceci  ,  je  vais  donner  quelques 
exemples;  soit  a  =  ar,  a  étant  regardé  comme  cons-* 
tante  :  u  est  une  fonction  de  x  ^  de  l'ordre  le  plu» 
simple ,  puisque  c'est  une  quantité  proportionnelle  à 
cette  variable.  Si  on  suppose  que  x  devienne  x-f-  A,  et 
qu'on  représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  u,  on  aura 
w':=:aa;+afe,  d'où   v! ''^u:=iah\  et  en  divisant  le» 

deux  membres  par  A ,  il  viendra  — 7 —  =  «  >  c'est-à- 
dire  ,  que  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à 
celui  de  la  variable  est  indépendant  de  leur  valeur  par- 
ticulière. 

Je  passe  à  la  fonction  un  peu  plus  compliquée 
K  =  ax*;  en  mettant  x-f-A  au  lieu  àt  x  y  'A  vient 
u'=:«  (^4-  axA+A"),  et  en  retranchant  ta  futeBiièr» 
équation  de  la  seconde ,  z^'— u=  dorA  -f-  ^  '  (avisant 

les  deux  membres  par  A ,  on  aura  — r —  =  aor  +  cA. 

Ici  le  rapport  de»  accroissemens  de  la  fonction  et  d& 
la  variable  est  composé  de  deux  parties  ;  l'une  ne 
dépend  point  de  la  valeur  pariicuîière  des  accroisse- 
mens  A  et  l'autre  est  affectée  de  A»  Si  on  conçoit  qmr 
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cette  quantité  aille  en  diminuant ,  le  résultat  s'appro- 
chera sans  cesse  de  sox ,  et  n*y  atteindra  qii*en  sup^ 
posant  h=o;  ensorte  que  aax  est  la  limite  du  rap- 

port  —7 — ,  c'est-à-dire ,  la  valeur  vers  laquelle  cû 

rapport  tend  à  mesure  que  la  quantité  h  dirninue,  et 
dont  il  peut  approcher  autant  qu*on  le  voudra,. 

II  est  aisé  de  voir  que  la  différence  i/  —  u  s'ianéantit 
toujours  en  même  temps  que  h ,  puisque  c'est  l'existence 
ieule  de  celte  dernière  quantité  qui  donne  lieu  à  la  pre- 
mière ;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas  ;  il  est 
de  l'espèce  de  quantités  indiquée  dans  le  n*  70  des 
Elémens  d'Algèbre^ 

Faisant  encore  ws^zoa^^  on  aura  par  la  substitution 
dex+^>au  lieu  de  a;, 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde  ^  oit 
trouvera  u' —  u  =z=3ar*^  -^^ojçh* -j-  afi^^  et  prenant  le 

tapport  dci  accroissemens , -'— r — =3aa^^3axh^ah*. 

On  voit  encore  ici  un  terme  indépendant  de  tou^è  valeur 
particulière  des  accroisjsemens  et  vers  lequel  leur  rapport 
lend  sans  cesse ,  lorsque  h  diminue ,  ensorte  que  ce  rapr 
port  a  aussi  une  limite. 

Ce  premier  terme,  ou  Cette  limite,  n'est  pas  parti- 
tulier  aux  fonctions  que  nous  venons  d'examiner^  il 
se  reacontre  dans  toute  fonction  en  général.  En  s' éva- 
nouissant y  les  accroissemens  respectifs  d'une  fonctioi} 
et  de  sa  variable ,  conservent  encore  le  rapport  dont  ils 
se  sont  approchés  par  degrés;  et  il  existe  entre  ce 
dernier  et  la  fonction  dont  il  dérive  ,  une  dépen-' 
dance  mutuelle  qui  détermine  l'un  par  l'autre ,  et  ré* 

A  % 
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ciproquement.  Ces  assertions  s'éclaircissent  et  se  con-^ 
fimient  d'une  manière  trés-satisfaisante  par  la  consi- 
dération des  courbes^  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite 
(61,   6fl). 

5.  Je  ferai  d'abord  connaître  les  signes  par  les- 
quels on  exprime  les  nouvelles  relations  que  les  notions 
précédentes  établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en 
montrer  la  convenance ,  je  reprends  la  fonction  u — ax^^ 
déjà  considérée  dans  le  n®  4- 

En  y  mettant  x-f  A ,  au  lieu  de  x,  et  retranchant  la 
quantité  ax^  du  résultat^  on  a  obtenu^  dans T expression^ 

u'—uz=z5ax^h  +  3axA* + ah^, 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  de 
la  fonction  u,  ordonné  suivant  les  puissances  de  l'accrois- 
sement h  f  qu'on  suppose  à  la  variable  a:  ;  et  la  limite  Sax* 
du  rapport  des  accroissemens  u — u'  et  A ,  ne  dépend  que 
de  la  considération  du  premier  terme  5ax^h  de  cette 
différence  (4).  Ce  premier  terme  qui  n'est  qu'une  por* 
tionde  la  différence,  s'appelle  différentielle ,  et  on  le 
désigne  par  du,  en  se  servant  de  la  lettre  d  comme 
d'une  caractéristique;  on  aura  donc  dans  l'exemple 
proposé,  du=3ajc*A. 

Pour  passer  delà  à  5aa^,  qui  est  la  limite  cherchée,' 

îl  faudra  diviser  par  A ,  et  l'on  obtiendra  -7-  =  3aa:*  ; 

mais  quand  il  s'agit  d'une  variable  simple ,  comme  la 
quantité  x  se  change  en  x-=.x  -f-  A,  on  a  jc/—oc=Lh  ;  U 
différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une  même 
chose  :  on  remplace  en  conséquence  la  quantité  h  par 
le  signe  dx,  afin  de  mettre  de  l'uniformité  dans  le< 
calculs  ,  et  il  vient 
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la  première  expression  sera  la  différentielle  de  u  ou  de  aaP, 
et  la  seconde  qui  exprime  la  limite  du  rapport  des  clian- 
gemens  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable ,  pren^ 
dra  le  nom  de  coefficient  différentiel ,  parce  que  la 
quantité  qu'elle  reptésente  n*est  autre  chose  que  le 
multiplicateur  de  la  différentielle  djc^  dans  l'expression 
de  la  différentielle  dz^.  Il  suit  de  là  que  la  limite  du 
rapport  des  accroissemens ,  ou  le  coefficient  différentiel, 
s'obtiendra  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction 
par  celle  de  la  variable;  et  réciproquement,  on  ob^ 
tiendra  la  différentielle  en  multipliant  la  limite  du  rap^ 
port  des  a£croissemenSy  ou  le  coefficient  différentielypar 
la  différentielle  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante  parcequ'il  y  a  det 
fonctions  dont  le  coefficient  différentiel  se  trouve  plut 
facilement  que  la  différentielle.  En  effet,  pour  par^ 
venir  immédiatement  à  cette  dernière ,  il  faut  écrira 
X  -f-  dx  au  lieu  de  x,  dans  la  fonction  proposée,  dé^ 
velopper  le  résultat  suivant  les  puissances  de  dx,  en 
s'arrêtant  au  terme  cffecté  de  la  première  puissance , 
et  retrancher  du  résultat  l'expression  primitive.  On  voit 
que  cette  méthode  suppose  quon  sache  développer 
la  fonction  proposée,  ce  qui  peut  demander  des  secours 
étrangers  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent,    . 

X>'apx:ès  ces  diverses  ^onsidératioiiis ,  le  Calcul  diffé^ 
rentiel  est  la  fecherche  delà  limite  du  rapport  d^s  ojc^ 
croissemens  simultanés  d^une fonction  et  delà  variable 
dont  elle  dépend.        .,,..,  ..,.,.. 

6.  n  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  différentielle 
jbs&c.Ar  différence  u^—  u,  "Ejo.  efiEet ,  dans  l'exemple  du 
n"*  4#  l'une  est  Zaoc^h ,  et  l'autre 

L 
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niais  on  voit  que  lorsque  la  quantité  h  est  très-petite  ^  ta 
difFérentielle  Sox'A  forme  la  partie  la  plus  considérable 
de  la  différence  u' — u^  et  que  la  différentielle  s'approcha 
de  plus  en  pluâ  de  la  différence  ^  à  mesure  que  h  dimi- 
nue .Eh  général ,  ily  a  d'autant  moins  d* erreur  à  prendre 
la  différentielle  pour  la  différence ,  que  Von  suppose  plus 
petite  la  valeur  de  V accroissement  de  la  variable.  La 
même  conséquence  se  tire  aussi  dé  la  considération  des 
limités  ;  car  si  le  rapport  dés  accroissemens  simulta- 
nés u' — u  et  h  a  pour  limite  une  fonction  p ,  il  en  ap- 
prochera sans  cesse;  l'équation — r — ='p    sera  d*au-* 

tant  plus  exacte ,'  que  raccroîssement  h  sera  plus  pe- 
tit, et  dans  cette  hypothièse  u' — iid=:ph  (*). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  lorsque  le  résul- 
tat de  la  substitution  âe  x  +  h  'sera  dé^Veloppé  suivant 

les  ^ssahces  dé  h  dans  U  formé 

.  '  .      •  ■  . .  ■        • 

le  prémrér  ttrmé  V  sera  la  valeur  primitive  dé  la  fonc- 
tion proposée ,  puisque  c*est  à  ce  terme  seul  qiié  se  ré- 
duit rexptession  ci-dessus  ,  quand  on  y  fait  A  =6 ,  ce 
qui  suppose  que  à?  n'a  pas  changé. 

7.  n  est  aisé  de  Voir  que '3eux  fonctions  égales  ont 
des  différentielles  égales;  car,  lorsque  deux  fonction» 
«ont  égalés  entr'énés'/'^ëffc  que  soft  la  Valeur  de  la 
variable  dont  elles  dépendeîif,  u  faut  que  les  chan- 
geraeiis  Respectifs  quelles  TëçoîVerit  en  conséijûerice  d© 
celui  qu'on  attribue  à  cette  variable ,  soient  toufouf» 
égaux.  Si,  par  exemple,  u  et  v  désignent  des  fonc-^ 


il  I  ï  ■■ 


(*)  C'est  sur  ce  principe  ^oc  tcîlînitz  a  fonde  îetlaîcnl  âlSSerca-K 
ici ,  en  regardant  \e^  dJ©fw*idl«  oonMae  de»  diffcrcnces  ii^fiaw 


^cl 

ment  T^ûU\ 
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tîons  de  x  telles  que  u  =  v ,  quel  que  soit  x ,  et  que 
quand  x  devient  ar+dx,  u  se*  change  enu'  €tv  efii/  ; 
on  aura  encore  u'  =  v'  :  retranchant  de  cette  équation 
la  précédente^  il  en  résultera 

u'  — u  =  i/  — v; 

puis  divisant  par<Lr^  on  obtiendra 


u' — u      v' 


-àx  dx 

Si  ^onc  p  ^  if  désignent  ies  limites  des  rapports  ci- 
dessus  ,  on  aura  p  =  17 ,  -d'où  l'on  conclura  pdx  =  qdx , 
et  enfin  du  =dv ,  en  observant  que ,  d'après  le  n®  5  , 
pdr«t  tfdx. sotA  les  diffiérentieUes  des  fonctions  u  et  v. 

L'inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement 
vraie  ,  et  on  am-ait  i»rt  -d^affirmer-que  deux  différen- 
tielles égales  appartiennent  a  des  fcMurtions  égales.  En 
effet,  si  on  avait  a+bx ,  îsn  sahstimmftx+Ax  à  x,  on 
obtiendrait  a  -)-  6x  +  ^dx ,  et  en  retranchant  a  +  bx^ 
on  trouverait  bdx\  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a,  La  différentielle  bàûC 
appartient  donc  également 'à  a  +  bx  oukbx  ;  et  elle 
convient  en  général  «ux^dfflPérens  cas  que  .présenté  la 
fonction  a-^bx  y  lorsqu'on  donnera  a  toutes  les  va^ 
leurs  possibles.  On-voit  aisément ,par-là  y  que  dansladiffé- 
rentiation  d'une  fonction  quelconque  y  toutes  les  cons- 
tantes combinées  seulement  par  voie  d'addition  ou  de 
soustraction  disparaisseilt  :  à  l'égard  de  celles  qui  le 
eoilt  par  *la  multiplication  ou  par  la  division ,  elles 
restent  toujours  comme  coefficiens  ou  comme  diviseurs. 

8.  Avant  de  passer  à  la  recherdbe  des  différentielles 
par  les  limites  y  il  faift;remfnrquer , 

i**.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités 
variables  en  même  temps ,  ^t  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes;   a®,  que  la   lirr&te  des  quotiens  des 

A4 
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mêmes  quantités ,  est  aussi  le  quotient  de  leurs  UmitesZ 
En  effet ,  soient  P  et  Ç  les  deux  quantités  propo- 
sées, p  etq  leurs  limites  correspondantes  ;  les  premières 
considérées  dans  leur  état  général ,  peuvent  être  repré-* 
sentées  par  p  +  et ,  ç  -f-  jS ,  en  désignant  par  «  et  jS  des 
quantités  susceptibles  de  s'évanouir  en  même  tems, 
après  avoir  passé  par  tous  les  degrés  de  petitesse  (4)  • 
on  aura  donc  en  général , 

PÇ  =  (p  +  ce)  iq+fi)=pq+p$  +  qA  +  éi^, 

lue  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  ^  pqi 
lorsque  pour  prendre  les  limites  on  fait  a  =  o  ^  jS  =  o. 
On  voit  d'ailleurs  qu'en  donnant  aux  quantités  tf  et  0 
des  valeurs  convenables ,  on  peut  rendre  aussi  petitei 
qu'on  voudra  la  différence 

i>Q  —  p^  =  pi8  +  7*  +  «A 

Le  quotient         rni^=^      ■   o 
étant  mis  sous  la  forme 

devient ,  par  la  réduction  des  deux  demièret  fraction» 
au  même  dénominateur, 

P  -    P  ,    «7*— pg 

JuC  numérateur  de  la  dernière  fraction  de  ce  résultat 
ç* évanouit ,  lorsque  «  et  jS  sont  zéro ,  et  passe  au- 
paravant par  tous  les  degrés  de  petitesse^  tandis  quQ 
le  dénominateur  approche  sans  cesse  de  ç^.  Ainsi  la 

limite  de  '^r-  se  réduit  àE ,  et  la  différence 

P     P  ^g^—p^ 
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peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra. 

9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient 
le  coefficient  différentiel  d'une  fonction  rapportée  à 
une  variable ,  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Si,  par  exemple,  trois  quantités  v,  u,  or,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde  ;  et  celle-ci 
une  fonction  de  la  troisième ,  passent  simultanément  à 
un  nouvel  état  de  grandeur  représenté  par  v',  u',  x\  ou 
prennent  les  accroissemens  respectifs 

les  rapports  de  ces  accroissemens  étant 

4/ — V      vl — u 

v! — u  *    od — X  * 
et  leurs  limites 

dv^  Au 

Âi=P'    5^  =  *^' 

on  conclura  de  la  première  des  remarques  précédentes 
que  la  limite  de 

-7 X  -7 ou  de  ^, , 

u  —  u        X X  X — X 

tstpq  y  et  que  parconséquent 

di/ Av      du  , 

Quand  l'accroissement  u' —  u ,  sera  successivement 
comparé  à  a/ —  a?  et  à  i/— v,  et  que  pour  les  rapports 

u'—  u  u' — u 

on  aura  les  limites 

du  du 

dr~P'     dl^""^' 

.     ~  '       '       '      .  •  ■      • 

on  cpAclora  de  la  seconde  remarque  que  la  limite  de 
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est 


P, 


■' ,     ■    OU  oe 

u  —  u 

1/' —  i/ 
a/— a;' 

/      " 

>i£ffcoiisequeQ.i 

du 

iS;r 

~  dû 
df 

Lorsque  deux  qvKa&tités  tt  et  x  îwmt  liées  par  une 
dépendance  mutuelle ,  oh  peut  diVe  également-  que  u 
est  fonction  de  a:,' ou  tien  Que  x  est  fonction  de  u, 
selon  que  Ton  veut  regarder  u  comme  déterminé  par  x^ 
ou  X  comme  déterminé  .par  u  ;  le  coefficient  différen- 
tiel peut  aussi  se  présenter  soits  x^iÂcim  de  ces  points 

de  vue.  Si  dans  le  ;premtert5â0  on  a'-t-  =:7>>  «1  eit 

dx      1 
évident  qu'on  doit  avoir  dan»  le  second  =—=:-. 

au      p 

10.  Je  vais  sfppliquer  maiittëhalit  ce  qui  précède  à  la 

recherche  des  différentielles 'des  <f0ti<^ions  ^«iste^Vé- 

«entent  dans  les  Élémens  d'Algèbre  «^  c'est-à-dire  des 

sommes  ,  des  différeifces  y  ^à  produits,  des  quotiens, 

des  puissances  et  des  racines.  Premièrement,  lorsque 

plusieurs  quantités  dépendantes  Ôè  x,  et  dont  on  sait 

"trdtfVer  la  dîÎTéferitîelle ,  'sont  jointes  eïîsemble  par^fldi- 

tion  et  soustractiorrconltae  daiA  Cêtîèxemple  u-^v  —  w, 

si  la  substitution dfclc 4- dx ,  étiiieude  x ,  doit  changer 

uenu4"*>  t/env  +  i8,  w  éù'jv  -f-  y , 
l'expression  u  -|-  v-r--^  àéviendra  - 

.      tt-f-v- —  w-f-«fc.  -|-/2  —  y. 
Son  changement,  formé  des  ïéifm'es  a  -^  p '— >  ,  et 
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eomparé  à  raccroissement  dr  de  la  variable  x^  donnera 

J5_  I  jS y_, 

di:        djp        dr 
quantité  dont  la  limite  sera 

p  +  q^r, 
en  désignant  par  p ,  9  >  r>  les  limites  respectives  des 

rapports  particiiliers -r— ,  -3 — ,  •^;  et  en  multipliant 

par  dx  la  quantité  p  +  g  —  r ,  le  résultat  pàx  +  qdx 
—  rdr  sera  la  différentielle  de  la  fonction  proposée  ; 
mais  pdx,  qdx,  rdx,  sont  les  différentielles  propres  de 
chacune  des  fonctions  u,  v ,  etw,ou  représetftent du^ 
di' ,  dw  :  on  aura  donc 

d(u-f-V"*"**')=^^'4"^*^""^**'> 
c'est-à-dire  ,  que  la  différentielle  d'une  fonction  dex, 
composée  de  plusieurs  terhies ,  s'obtiendra  en  prenant 
la  différentielle  de  chaqtie  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme  est  cffectë, 

1 1 .  Secondement ,  si  dans  le  produit  des  deux  fonc** 
tions  ^  u  et  V  ^  u  se  change  en  u  -f-  et ,  v  en  t/  -f"  i^  i  ce 
produit  devient 

wv  +  uiS -f- i/flt  +  *i^  î 
et  son  accroissenfent 

i/jB  -|-  V*  -|-  «j8 , 

comparé  à  dr ,  doime  l'expression 

En  désignant  comme  ci-dessus,  par  petq,  les  limites 
respectives  des  rapports  -t—  ,  -=—  ;  puis  faisant  atteu- 

timi^^tïé  raccfofesëiriéBft  $  s'évanouit  en  même-temps 
qtie  Sx ,  'dont  ^îfes  ^qù&itités  u  et  v  sont  d'ailleurs  in- 

dépendantes,  on  reconnaît  que  la  limite  du  terme  -t— /S 
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est  zéro  (8)  ,  et  que  celle  des  deux  autres  est  ' 

uq  +  vp. 
On  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  u\f  est 

uqàx  +  vpAx  ; 
mais  qàx  et  pàx  sont  équivalens  à  di'  et  à  du  :  dono 
d .  Mj/  =  udv  +  vdu  (*). 

La  formule  à.uv  •=.  uàv  +  vàu  ,  apprend  que 
pour  avoir  la  différentielle  du  produit  de  deuxfonc^ 
lions  y  il  faut  multiplier  chacune  par  la  différentielle  de 
T autre,  et  ajouter  ensemble  les  deux  résultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  Téquation  , 

d .  ui/ = udi/ +  vdu 
par  la  fonction  primitive  uv ,  on  trouvera 

à,uv au      dv  ^ 

uv   ""*"  u        V  * 

ce  qui  conduira  facilement  à  l'expression  de  la  difFé-* 
rentielle  d'un  produit  composé  d'autant  de  facteuri 
qu'on  voudra.  Pour  cela  on  supposera  que  \L^=zts ,  il 
viendra 

d  1/ d  .  ts At      As 

~~    ts    ~~^T' 
et  parconséquent- 

d  .  uts du   ,    d^       d^ 

uts .       17"'"'T  ^T' 

•n  trouvera  de  la  même  manière  que 

d.ufor. . .  .etc.       du   .ut.-ds  ,  dr  , 

3E 1 -* -4 1-  etc. 

utsr etc.  u        t         s         r 

Si  on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'équation 

^  ■ .» 

{*)  Lorsque  Ton  troaye  an  point  après  la  caractéristique  d,  celfi 
▼eut  dire  qu'elle  porte  sur  tout  œ  qui  la  suit  immédiatement , 
ainsi  d .  uu  est  la  même  cbose  que  d{iiu) ,  et  d .  x^  la  mûixxt 
chose  que  d  {x"),      • 
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d.uts au      dt    ^  as 

uts        "ïr"*"T**"T' 

•n  trouvera  d.uts=i  tsdu  +  usdt  +  utds  \  et  on  verra 
aisément  que ,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs ,  la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à  la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  de  chacun ,  multipliée 
par  tous  les  autres. 

la.  On  obtient  la  dilTérentieH^e-  en  faisant-  =:  /  ; 

car  il  vient  alors  u=vt ,  et  d^rès  ce  qui  précède, 
duz=zvdt  +  tdVf  prenant  la  valeur  de  d^^  et  substituant 

au  lien  de  t.  la  fraction  -,  on  aura  di  =  — — — -> 

ou  en  réduisant  au  même  dénominateur 

vdu  —  i/di/ 


dt  = 


V* 


d'où  il  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  d'une 
fraction ,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  dif" 
férentielle  du  numérateur ,  retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numérateur  par  la  différentielle  du  dénomina^ 
teur ,  et  diviser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur. 
Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est 
constant,  u  ne  dépendant  point  de  Xy  n*a  point  de  difF&< 
rentielle ,  c'est-à-dire ,  que  du = o  ;  et  il  vient  seulement 

d^  =  ~"^^ 


V* 


i3.  Lafonctionx"  désignant,  lorsque  71  est  un  nombre 
entier  positif ,  le  produit  d*un  nombre  /i  de  facteurs  égaux 
kx^ou  déduira  du  n**  1 1 . 

d .  X"      d .  XX  XX .... 


x"-  xxxx . 


dx       djc      dx   ,  dx  , 
X     '     X     '     X  X    ' 

Le  nombre  des  facteurs  du  premier  membre  étant  n,  U 
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tecond  sera  composé  d'un  pareil  nombre  de  termes 

égaux  à  — ;  on  aura  donc 

d.o:*      nàt 


x"  X    * 


d'où  Ton  conclura  d,a;"=iix""*d2?. 
Si  le  nombre  n  est  fractionnaire^  en  le  représentant 


par  -,  on  fera  x*:=sVjJ^ii  0:*'  =  v*  ;  puis  posant 

les  nombres  r  et  5  étant  supposés  entiers ,  on  aura, 
d'après  ce  qui  précède, 

du  ^,       du 

dr  '     dv 

d'où  on  tirera ,  par  le  n**  g , 

dv rx^^  raf"^ 

dx       sv'"^  r , 

En  rédubant,  on  trouve 

r 

Av r    7"""* 

djc      s  * 

tt  parconséquent 

r ^ 

s 

ce  cpiî  revient  encore  à  d.x"=/ix*"*da?,  Ji  étant  égal 

.  r 
a  *-. 

Enfin  le  nombre  n  étant  négatif,  on  aar'*=  —  i 
d'où  l'on  tire  par  la  formule  du  n''  lâ  , 

d.x-^'z^d.— =— — ^  ; 
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•t  comme   d'après  ce  qui  précède  d.a:"=:7w:""'dr| 
dans  tous  les  cas  où  7t  est  positif^  on  a  donc 

—  iix"^*d;r  - 

d.ar""= =— 7Msr*'^*dx. 

De  cette  inmuération  on  conclut  que  pour  diffé^ 
rentier  une  puissance  quelconque  d'une  quantité  va^ 
viable ,  il  faut  la  multiplier  par  son  exposant,  diminuer 
ensuite  cet  exposant  d'une  unité ,  et  multiplier  le  ré-* 
sultat  par  la  différentielle  de  la  variable  (*). 

14.  Les  règles  énoncée»  dans  les  n"  10,  ii,  112,  i3, 
suffisent  pour  différentier  toutes  les  fonctions  où  la  va- 
riable n'est  engagée  que  par  addition^  soustraction, 
multiplication;  division,  élévation  aux  puissances ,  en- 
tières ou  fractionnaires^  positives  ou  né^^ves.  Le9 
fonctions  qui  résultent  des  opérations  algébriques  se 
nomment  par  cette  raiaon  fonctions  algébriques.  Je 
vais  en  différentier  quelques-unes  pour  montrer  Tap-- 
plication  des  régies. 

Soit  i*.u=:a4-iV^^-^->  en  prenant  séparément 

la  différentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction ,  le 
premier  disparaît  parce  qu'il  est  constat  (7) ,  le  second 

mis  sous  la  forme  bx^  donne  par   ra{:^lication  de  la 

1 1  bdx 

règle  du  n»  i3,  jbx^        iç,  ou  — -r=  ;   le    troisième 

styx 

c  cd^ 

— -  conduità-fr  — --(i3)  :  réunissant  les  résultats  par-» 

XX*  ^      ' 

(*)  J'anrais  pu  déduire  immédiatement  cette  règle  dq  développe- 
ment du  binôme  (  x  +  dx  )»  ,  puisque  ce  développement  étant 
ar"  +  /»*"  *  dr  4-eWî.  si  on  en  retranche  x",  le  premier  terme  de 
la  différence  sera  nx'^'^'da:  j  mais  je  n^ai  pas  voolu  supposer  la  dé- 
monstration delà  formule  du  binôme,  parceque  le  Calcul  diffé* 
Tentiel  ea  £pupiic  une  trè9-^éuérale  et  tr4ii>-ftiaiple. 


/ 
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tiels^  on  trouvera 

d^  =  ('_^+-l^dx  et  *Î  =  -J-  +  JL: 
\2\/x     ^/  dx      a/x       ar^ 

a**.  tt=:a-f-   3    j j-—  -j-  —  :  en  ecnyaat  cette 

fonction  comme  il  suit , 

UT^a'\-bx     *— ex  ' +^^       1 

l'application  de  la  règle  du  n°  i3  donnera 
,  a  idx   .  4  cdx      aedx 

X  '  x' 

«     «               sMx     ,     Acdx         aedx 
ce  qm  revient  a   da=-— 5 1«         3 -3-. 

3x^/x*      3x*v/x 

i5.  Les  exemples  ci--dessus  ne  comprennent  que  des 
monômes ,  mais  il  y  a  des  fonctions  qui  ne  peuvent ,  sans 
un  développement  préalable, être  décomposées  en  termes 
de  cette  forme;  telle  est  la  fonction  tt=(a  +  èx'^)". 

On  fera  dans  ce  cas       c+ôx™=:z,  d*où  ii=i&'*i 
et  en  observant  que         d.2i'*  =  7i2,""**4&  (i3)  , 

,   .      ,       ,  .        du      du       dz  „__,  dz 

ou  obtiendra  (9)      ^^  =  ^X -^nz"      ^;    - 

or         d5= d(a  +  èx"*)  =  d .  èx"* = m6x"*"'dx  : 

donc  -r^  =  71  (a  +  ix'*"  )»-"*  X  mbx"^^^ 

et  dw  =  nmbx^^^  dx(a  -|-  èx^)""'^ 

Il  est  à-propos  d'obseiyer  que  ce  qui  précède  revient 
à  differentier  d'abord  l'expression  de  n  enz^et  subtituer 
ensuite  les  valeurs  de  2.  et  de  dz ,  en  il  et  dx. 

Si  l'on  avait  u=  \/ a  +  ^x4-  ex*,  on  regarderait  le 
trinpme  a-J-ix+^^.  comme  une  fonction  particu- 
lière 


DE     CALCUL     DIFFÉRENTIEL.  17 

culière  z^etlÀ  diflférentielle  de  V^a   oti    de  z»  étant 

-i                 dz 
l'z    *dz,  ou jzy  il  en  résulterait 

â  yz 

,    4(fl+&x  +  cJ^)     '      ôdx  +  2cjcda: 

av/a  +  ior  +  cjc*      aV/û+ ix-f-cjc* 

Comme  on  à  souvent  besoin  de  diff érentier  des  ra- 
dicaux du  second  degré  ,  je   ferai  observer,  d'après  la 

dz 
formule  — j^>  que  la  différentielle  (Tun  radical  du 

2  yz 
second  degré  s'obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  signe  j  par  le  double  du  radical, 

16.  La  règle    donnée  (11)   pour   différentier  les 
produits ,  étant  appliquée  à  la  fonction 

u=zx{a^  +  o(f)  ^(f  —  JB* ,  conduit  à 
dw=dx(cr»+x*)ï/a*— .a:*  +  xV/a"— x*.d(a*  +  x») 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  ren- 
ferment des  opérations  qui  ne  soi^t  qu'indiquées,  mais 
qui  s'effectuent  succes^vement  ;  en  observant  que 


2  </«•— X*       ^/«»— x»' 
et  on  trouve  ensuite 

du={(«»+jc*)V/a»— jr*  +2x*V^ci^— x* 

V^a*  — a:*) 

réduisant  tous  les  termes  au  môme    dénominateur. 
Cale.   diff.  B 
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on   a  enfin 

La  règle  concernant  la  diflférentiation  des  fractions, 
appliquée  à  la  fonction  u  =  .  ^  '  ,  .  ,  donne 
immédiatement 

d'où  on  tire 
Je  terminerai  ces  exemples  par  la  fonction 

qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  à  effec- 
tuer successivement.  Pour  en  faciliter  la  différentiation^ 
on  peut  faire 


\/  X 
et  on  aura 

la  règle  du  n"*  i3  donnera 

^U^-y  +  ^rh-'ày  +  dz) 
^5dy-f-5dz 
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r 

on  trouvera  ensuite 

_         ,6  »<î-  V ^       —  Mr 

dzi=d.(c^— x»y=K^— ^V'^^^C^— ^•) 

SV^cr*  — X* 

et  substituant  ces  valeurs  et  celles  de^  et  de  a  dans.  Tex- 
pression  de  dt/ ,  il  viendra 

dii==  / : ' ' — ' ^\  djcv 

\  4  ; 

JDe^  dîfférenticLtîoné  successives. 

17.  Lé  coéfRcient  différentiel  étant  une  nouvelle 
fonction  de  i;,  pfeUt  être  soumis  à  la  différentiation ,  et 
donner ,  par  la  limite  dii  rapport  de  son  accroissement 
à  celui  de  la  variable  j?,  son  propre  ooeflicient 
dilFcrentiel  qui  sera  aussi  une  fonction  dé  :&.  £n  faisant 
aussi  âudcéder  des  différentlatîons  les  unes  aux  àutreâ  » 
on  déduit  de  la  fonction  proposée  une  suite  de  limites 
ou  de  coefRciens  différentiels^  que  l'on  distingue  en 
ordres^  d'api^ès  le  nolnbre  de  différentiations  qu'il  a 
fallu  effectuer  pour  les  obtenir. 

•p  représentera  le  coeflicient    différentiel  du  premier 
«rdre  de  la  fonction  proposée^  9  celui  de  la  fonction  p^ 

B  a 
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OU  le  coefiiciènt  du  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
posée, r, celui  de  la  fonction  q ,  ou  le  coefficient  du 
troifiièmp  ordre  de  la  fonction  proposée  ,  etc.  ;  et  il 
faut  observer  que  les  coefficiens  q ,  r,  etc.  se  tirent 
des  différentielles  successives  de  du,  prises  en  y  regar- 
dant l'accroissement  dx  comme  une  constante.  Ces  dif- 
férentielles se  marqueiit  ainsi  : 

d(du)=ddM==d^u,         d(à!'u)=zd^u,  etc. 

l'exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d  indique  une 
opération  répétée,  et  non  pas  une  puissance  de  la  lettre  d, 
qui  nes)^  jamais  considérée  comme  une  quantité,  mais 
seulement  comme  un  signe.  Gela  posé  >  Jés  équations 

d^ 

T-2-  ::;=:  r  ,   etc. 

dx* 


du  dp 


donneroiit 

du:^pd^,      dp^=zqdx,      dq  =  rdx^   etc. 

en  diiférentiant  de  nouveau  I^  pjeniière ,  sans  y  faire 

varier  do:,  elle  deviendra  d*u==4pdr,  et,  mettant  pour 

dp  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  pn  aura  d*u=qfda7*  (*) , 

d*u 
d*oùf=-3-*^5    diiFér«nti%it    de   nouveau    Téquation 

d*a==94^*,  on  trouvera  d^^u  t=i  dqdx^ ,   et  comm^ 

d<7=rda?,   il  en  résultera  d'à r=rda7^,  ou  r=z^^: 

_d3a 


j  da  d*w 

on  aura -donc  p=T--,     9=^;;^- 


'•  =  £55'  ''^- 


18.  Si  la  fonction  proposée  était ,  par  exemple^  ax^, 


ov< 


Il  faut  bien  prendre  garde  qnc  les  expresMons  dx*,  dx^, . . ..» 
équivalentes  à  (dxy,  (dj;)^.. .  et  noi^  paf  k  4*4r%  ^«x.^.*.  > 
rez  la  note  .  naee  l'i  ). 


n ,-. 

sont  équivalentes  à  (v^^y  , 
(  Vofcz  la  note ,  page  la  ). 
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tm  trouvetait  d.ax''=ïnaa;"~'da7(i3);  les  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  constans  dans  ladiiFéven^ 
tielle  preitaière  nax^—'dr,  il  suffit  (7)  pour  obtenir  la.dif- 
férenfielle  seconde^  de  différentier  a:""*  et  de  multiplier 
le  résultat  par  naàx',  mais  d.x^"^  =  n(n —  ï)x'*""*djc  : 
on  aura  donc  d^.ax"  =  71(71— i)ax""**dx*. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable, 

d^ .  ax'^^znÇn —  1)  (/i — a)  ox'^-^dr^ 
.  d^.|fli:"=:i7i(7i — i)(7i^2)(n-^3)  arl-^dr^ 
etc. 

et  leè  coefficien^difFereiîtiélâ  auront  les  vahctirs  sutyantf  s  : 

d.ox" 


.i^i 


âx 

•  dx'* 

d^ .  ax^ 
da?3 

d+.ox'* 

da?* 
étcr. 


=  /iaJ^* 


i=n(n— 1)  (h — 2)aai*"^ 


=/i(7i-^i)  (ti — a)  (71 — 5)^ïx"~^ 


On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  l'ex- 
posant n  est  im  nombîe  eiAier  positif^  la  j[onction  ox* 
n'a  qu'un  nombre  limité  de*  dilTérentiélles  dont  la  plus 
élevée  est  d".ax"^:s: 71(71—^1)  (ti-t-a).  . .  .a.i  .adx"  ; 
étpressioB  qui  n'est  plus  susceptible  de'dijférentiâfion, 
puisqu'elle  ne  contient  plus  de  variables  :  on  aura  donc 
alors  pour  té  demief  éôeflîclént  différent iêl , 

d*.  ox** 
dx"    ~^ ^^"" ^^ ^'^"^ ^^'  •  •  •  * •*' 

c'est-à-dire,  une  (Quantité  dbûstahte. 

B  5 


SLS  TRAITÉ     ifLÉMENTÀIRE 

19.  Cette  remarque  donne  un  moyen  fort  simple 
pour  développer  en. série ^  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positiv^es  de  x,  une  fonction  quelconque  u 
de  cette  variable >  lorsque  cela  est  possible.  £a  effet  ^  À 
on  pose  réquation 

et  qu'onla*  différentie,  on  trouvera 

d^W  -«^  .  f,       y,-,  , 

j--3=5  i.a.3D     +«,3,4£^^  +etc* 

etc, 
et  si  on  a  d'ailleurs  en  x  l'expression  des  quantités 

du  d*u  d^u 

^'        dJ'        d^'        à^'  ""^^ 

en  désignant  par  Î7,  ZJ\  U'y  t/*',  etc.  ce  qu'elles  de- 
viennent lorsqu'on  fait  x=o ,  on  tirera  des  équation» 
ci-dessus,  en  y  supposant  aussi  a:=o, 

A—U,  B=.lu\  C^—ZJ",  Z>=— î-=  t/*,  etc. 
'  1  M, a  1,2.3 

d'où  tt=  U+  C/'£+  U"— +  C/*-^  +ctc. 

1  i.a  a. 2. 3 

20,  Si  on  prendu:;;=(a+a?)"i  onaur»^ 
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et  faisant  a:  =  o,  on  obtiendra 

U  =  a",        L'  =  na^-',       V  =  n  (n—  i)  a"— , 
£/•==:  n{n —  i)  (71—2)0"^^,  etc. 

d'où  on  conclura 

^     '     '  '    I  1 .a 

1  .a. 5 

Les  principes  de  la  différentiation  ayant  été  donnés 
ci-dessus,  sans  supposer  le  développement  de  (a+x)", 
on  doit  le  regarder  maintenant  comme  prouvé  pour  tous 
les  cas  où  Texposant  n  est  entier  ou  fractionnaire , 
positif  ou  négatif. 

£n  mettant^  par  exemple,  les  expressions 

N  r  £ 


V'Ca^-o-)-     I  L     (i^- 

souslaforme  < 

-■(■+f) 


« 

1 


on  en  obtiendra  le  développement ,  suivant  le  procéda 
indiqué  dans  le  n®  i44  des  Ëlémens  d'Algèbre. 

ai.  Le  même  moyen  conduit  à  exprimer  par  les 
coeiliciens  différentiels  le  développement  général  de 
la  valeur  que  prend  la  fonction  u,  quand  on  y  substi- 
tue a7-f-A  au  lieu  de  x.  En  effet  la  fonction  i/,  lorsqu'elle 
se  changera  en  uf  par  cette  substitution ,  pourra  être 
regardée  comme  une  fonction  de  A  ;   on  aura  par  Ir 

B4 
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n®  précédent 

'  1  1.2  1.2.3 

si  U,         U',         i;^         t/",  etc. 

désignent  ce  que  deviennent 

,.       di/  ^        dV  dV 

""'        dA'         dF'         dA^  '  ^*^' 
lorsqu'on  y  fait  A  =  o. 

Il  est  d*abord  visible  que  u'  redevient  u  lorsqu'on  y 
,    fait  A  =  o,  et  qu'on  a  pàrconséquent  U:j=zu\  mais  de 
.  plus  les  coefficiens  différentiels  ci-dessus ,  formés  en  re- 
gardant A  comme  variable  et  x  comme  constante ,  sont 
les  mêmes  que   ceux  qu'on  trouverait  en  traitant  x 
comme  variable  et  A.comme  constante.  Pour  le  prouver, 
soit  jc+A  =  a?'*,  la  fonction  u' sera   composée  en  x 
comme   la  fonction  u  l'est  en    x  :    on    en  conclura 
àu'zrzpàjd y  p'  étant  une  fonction  de  xf  ^  etdj/=d(x+A). 
Si  l'on  ne  fait  varier  que  A ,  on  aura 

dx'=dA,      du':=zp'dh  et  -rY-=p'; 

et  en  ne.  faisait  varier  que  x ,  on  obtiendra  . 

dx'  =;  dx,     di^'  =p'dx  et  -^ — =p'  : 

donc-Tr  =  -j— •  La  fonction  p'  étant  elle-même  unç 

dh       dx  '^ 

fonction  de  j/,  on  aura  encore 

•      dp'       dp'      ,,  ,  dV      dV 
^="d^'  ^^^dF=d^' 

^t  en  général 

àhr        djc^* 
Cela  posé  a  lorsque  A=o^  u'  se  change  en  i/;  il  en 
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résultera 

fit       ur=u+5 — +-r-r 1-  t-^ ^  +  etc. 

Cette  formnle  est  comme  sous  le  nom  de  Théorème 
de  Taylor,  p^hrceque  c'est  ce  géomètre  anglais  qui  Y  a 
donnée  le  premier  {*). 

Elle  contient  implicitement  le  développement  du  bi- 
nôme^ car  si  l'on  suppose  i&=x%  v!  deviendra  (x-l*^)"» 
et  l'on  aura 

h                              A* 
(x+A)'»=a:'»+iiJS*"'-+n(n*— i)a:"~* 

+  iif/i — ï)  (n — 3>a*^ =  +  etc. 


('^)  Je'  rapporterai  encore  ici  «m  dënoBalracicm  de  cette  fonitik. 
Ayant  propvë  comme  ci-dessus  que 

du'       du* 

rTr-=-T--,  siPon   fort  w'=  >^-f.i^^-f-CA"4-/>A»-f  etc. 

ah        (ix 

et  qu'on  suppose  que  les  coefficiens  >f ,  S  j  C,  D,  etc.  ne  con- 
tiennent pas  h,  ils  ne  dépendront  cpie  de  la  variable  jr ,  et  des 
quantités  constantes    qui  entrent  dans  la  fonction  propo8<fe^  on 

aura  donc 

du' 

^  =  3+20^4- 3/7A*+ etc. 

ax        (Lr        ao:  or 

égalant  ces  denx  résultats ,  tarnie  k  terme ,  on  trouvera 
a     dt^  ^      I  djf  _      I  dC 

pr  ^  =  u }  donc 

« dw        ^^^    I    d'ii I     d^tt 

dx  '  i.adx^*  i.a.Sdr'' 

Cette  dcmoDstration  m'a  été'  présentée  h  un  exercice  public  dans 
une  des  principales  maisons  d'éducation  de  Paris. 
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22.  La  formule  de  7\zy /or  montre  aussi  que  les  divers 
coefliciens  différentiels  ont  encore  la  propriété  remar- 
quable de  former ,  lorsqu'on  les  divise  respectivement 
par  les  produits 

1,       1.3,    '1.2. 3,   etc. 

les  multiplicateurs  de  puissances  de  Taccroissemcnt  h  , 
dans  le  développement  complet  de  la  différence 

V  àuh   .   à^u   h''    ,   àhi      ¥      . 

U  U=  ^ h   ,— r- f-  -j— ^ =  +  etc. 

dx  1       dx*  1.2      CLxr  1.2.0 

Ce  développement  ,  lorsqu'on  y  fait  A  =  rfx,  de- 
vient (17) 

,             du    .    d^u    ,      d^u 
u  — tt= 1 =  +  etc. 

1  1.2  1.2.3 

forme  très-simple,  ou  l'on  voit  comment  la  différence 
de  u  correspondante  à  l'accroissement  quelconque  dx, 
se  compose  avec  les  différentielles  des  divers  ordres, 
relatives  au  même  accroissement. 

De  la  dîfférentîatîon  des  fonctions 

ùrjCinscendanùes^ 

a3.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans 
rénumération  faite  au  n®  14  >  se  nomment  transcen-^ 
dantes,  La  fonction  exponentielle  u  =  a*  est  la  plus 
simple  de  ce  genre.  Lorsqu'on  y  susbstituex-f-dx  au 
lieu  de  x,  la  différence  devient 

pour  la  développer  suivant  les  puissances  dedo;,  on  fait 
û=:  1 4-6  ,  et  il  vient    • 

a'''==(i-f.J)'ï*=:iJ h  A ^^ ^6» 

1        '  1.2 
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d'où  on  tire 

)  1      ^        i.a 

«t  en  ordonnant  par  rapport  à  àx, 

•f-  etc. 
remettant  ponr  h  sa  valeur  a— i ,  il  en  résultera  (5) 

d.a'  =  û*àcf i i.4.^ — g-i ctcj; 

ainsi  prenant 


i3 


on  aura  d.û*=Aa*dr.  Telle  est  la  forme  de  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  proposée  ,  et  on  trouvera 
bientôt  une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  A. 

^4.  n  est  visible  que' 

d* .  a»  =  ildrd .  a*  =  ft*a»da;» 


et  il  suit  de  là  que 

g^r^Âo-,      a^  =  A«û',       g^^ft'o»,  etc.- 
Lorsque  x=:0»la  fonction  u  et  ses  coelHciens  difliS^ 
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rentiels  deviennent 

Uz=zi,      l/'=Â,      V"—k\      ir=A\etc. 

on  obtiendra  donc  (19) 

c*=i  H h- f --5  + etc. 

1      '      l.fl      '     1.2.3    * 

25.  Le  développement  de  k  fonction  û*,  trcntvé  ci- 
dessus^  servira  pour  reconnaître  de  quelle  quantité  la 
série  représenté*  par^  k  fîre  son  origine. 

Si  l'on  suppose  ic=:i ,  il  viendra 

I 

,     #{     ,       fC         ,  ri  , 

a  =  i  -{ 5  +  etC. 

*    1    *    1.2    •    1.2.3    ' 

Cette  série  étant  peu  propre  à  faire  connaître  a  au 
moyen  de  ft ,  on  cherchera  la  valeur  que  doit  avoir  a , 
lorsque /[=  1  ;  et  en  la  désignant  pare ,  on  aura 

e=  1  +-  + +  '    "V  +         ^'  .  +  etc. 

^1  ^  1.2^1.2.3^1.2.5.4^ 

En  poussant  cette  série  Jusqu'à  dix  termes ,  et  les  éva- 
luant tous  en  décimales  y  on  trouvera 

6=2,7182818. 

Cela  posé,  puisque  cette  valeur  répond  à  A=  i ,  il  s'en- 
suit que 

X        01^  01?  3^ 

'    1    .  1.2       1.2.3  .     ^.2^3.4 

que  de  meUie 

e*=:i  +  wH 1 ^^•T'  etc. 

'     1    '     1.2         1.2.3 

et  que  parconséquent  €*=:a.  Si  on  prend  les  loga- 
rithmes de  part  et  d'autre^'  on  obtiendra 
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We=la,   ou  i:=î— ; 
t)n  aura  donc  par  là 

*  d.a'=Aa'dx  =  r-a*da:. 

.  â6.  On  peut  à  présent  parvenir  à  la  différentielle 
4e  la  fonction  logarithmique.  En  effet ,  si  Ton  nomme  a 
la  base  du  système ,  y  le  nombre ,  x  le  logarithme ,  on 
aura  (^Alg.a^^)  l'équation  j^^a"^;  regardant  x comme 
■une  fonction  de  ^ ,  et  prenant  les  différentielles  de 
chaque  membre,  on  trouvera  dy=zafkdx,  d*où  on 
tirera  (9). 

djc=-^,  oud.ly=le-Jtt-, 

a^k  -^  y 

en  remettant  pour  a^  sa  valeur  y ,  et  pour  k  sa  va- 
leur p,  puisque  a  est  la  base  du  système  des  loga- 

rithmes  proposés. 

37.  Le  nombre  e  se  présente  souvent  dans  les  re- 
cherches analytiques  ;  on  le  prend  pour  base  d'un  sysc* 
t^me  logarithmique ,  que  j'ai  appelé  Népérien  ^  du  nom 
de  Neper;  inventeur  des  logarithmes,  et  que  je  repré- 
sente par  la  caractéristique  1'  (*)  :  on  a  alors  Yezrzi  ^ 
k=Ya,  et  les  résultats  des  n*"^  préeédens  deviennent 
x(Yà)      x^CYaY      cc^iYaV 

Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  e ,  à  celui 

{*)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sons  les  noms  fort  impropre! 
de  logarithmes  naturels  ou  hyperboliques. 
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dont  la  base  serait  a  {Alg,  2  5o  ) ,  on  aurait ,  en  désignant 
ces  systèmes  par  les  caractéristiques  1  et  T  ^ 

et  comme  on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  népérien ,  on  appelle  module  le  nombre  le , 
par  lequel  il  faut  multiplier  un  logarithme  népérien  , 
pour  passer  au  logarithme  correspondant  dans  un  autr». 
système. 

La  différentielle  logarithmique  étant  d*un  grand  usage, 
il  faut  se  rappeler  que  la  différentielle  du  logarithme  esÈ 
égale  au  produit  du  module  par  la  différentielle  du 
nombre ,  divisée  par  le  nombre  même. 

28.  Si  on  voulait  passer  de  là  au  déveîôppement 
de  X  en  y  y  on  du  logarithme  suivant  les  puissances  du 
nombre^  on  trouverait  que  les  quantités 

d^      d*x 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de^=o,  et  l'on 
en  conclurait  que  le  logarithme  ne  saurait  se  dévielop- 
per  dans  la  forme 

x=  ^  4-  ^y  -I-  Cy»  4.  Dy^  +-  etc. 

C'est  aussi  ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  à  priori , 
en  observant  que  la  fonction  ao  devient  infinie  lorsque 
y=o(^j4lg,  a5  i  ) ,  ce  qui  ne  résulte  pas  de  la  formule 
ci-dessus,  qui  se  réduit  alors  k  x=:zA. 

Il  n'en  serait. pas  de  même  si  l'on  faisait  j^  r=  1  -f-  ï^Î 
car  on  trouverait ,  en  prenant  les  logarithmes  népériens , 

^  ^   au       i  -^   u       ^ 

^=-(i+u)-»,g=:a(i+u)-3,eto.. 
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faiéant  u  =  o,  on  obtiendrait 


a 


u'        w*    .  "u* 


r(i+u)=tt.— .  — +  -g-  — ^4--g;-  — etc. 

et  pour  une  base  quelconque  a ,  on  aurait,  en  désignait 
par  M  le  logarithme  de  e ,  pris  sur  cette  base , 

10+«)  =  i/{u-|+^-^  +  ^-.etc.}ç). 

^q.  La  séfie  du  second  membre  n'est  assesS  couyei!- 
gente  Qt^ig'  a3G  )  pour  être  employée  au  Calcul  des 
logarithmes,  que  lorsque  u  est  une  fraction;  mais  on' a 
trouvé  des  moyens  de  la  transformer  en  d'autres  qui 
s'appliquent  aux  dilFérens  cas  avec  plus  ou  moins 
d'ayant.^e.  On .  a  observé  d!abord  qu'en  changeant 
-4-  u  en  —  u,  Il  venait 

1/^  N         a>rf  ^*  U^  U*  U^  1 


et  retrancliànt  cette  équadon  de  la  précédente ,  on  a 
trouvé 

l(i+«)-l(.-u)=d(;±^)  =^(?+^+|+ etc.}. 


(*)  On  aura  jxtpaïqiië  sani.  ^onte  que.  Vexation  â  =  j--,  4* 
Ji*  a5  y.  }<nnH  à  r-^^ve^si^n  du  n»  »3 , 

A=  — • 1 5 y h  etc. 

«ondnit  à 


^  «n  faisADt  «OKI  ^#,  ,|hi  nm^yçrs^Jc  d4hrtlopp«i»«nt  otonti 
oirdeniuf. 
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faisant  ensuite =  i  -| — ,  ce  qui  donne  m= r— , 

1— M  n       ^  a/i  +  a 

et  observant  que  iri+-j=l( J = l(/i-J-2i) —  In, 

'  il  en  est  résulté 

I(;i+2)_l;,=2M{-^+i('-4-y+i('-4-        etc. }  ; 

â*où  on  a  conclu 

Cette  série,  qui  fait  connaître  le  logarithme  de  »+a,' 
lorsqu'on  a  celui  de  n,  donne;  en  y  supposait  n=  i 
«tz=i, 

la^fliM-ji  +  g^  +  g^  +  etc.}. 

puisque  li  =  o.  Elle  est  déjà  très-çonvei^ente  et  le 
deyient  encore  plus  pour  un  nombre  plus  grand.  Si 
on  prend  M=z  i ,  on  trouve  Ta  =  0,6931472. 

Le  module  M  s'obtient  en  calculant  le  logarithme 
d'un  même  nombre  dans  le  système  qu'on  veut  adop- 
ter ,  et  dans  le  système  népérien ,  et  en  prenant  le 
rapport  des  deux  résultats  (ay)..  On  arriye  assez  promp- 
tement  au  module  des  logarithmes  ordinaires ,  en  cal- 
culant d'abord  le  logarithme  népérien  de  5  par  celui 
de  4  >  qu'on  déduit  de  celui  de  a ,  puisque  14  =  ala  ; 
puis  connaissant  VS  et  Ta,  on  a  1^10:2=: l'5  +  l'a,  et 
divisant  par  ce  dernier ,  l'unité  qui  est  le*  logarithme 
ordinaire  de  1  o ,  on  obtient  le  module  cherché  :  on 
trouve 

M  =  0,434394482. 

Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  loga- 
'■  rithmes  népériens  pour  obtenir  les  logarithme^  ordinaire» 
(oudeBriggs). 
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Réciproquement  y  pour  revenir  aux  logariAihes  Né^ 
,  périens,  il  faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
"    ce  nombre,  ou  les  multiplier  pç  le  ^nombre 


0,434^944^^ 


=3  2,3oa585og3. 


Zo,  Je  y^8  donner  qaelqoes  exemples  de  Tapplia^- 
tion  des  règles  de  la  difFérentiatîon  des  fonctions-  io- 
garithmiques  ;  mais  pour  plus  de  simplicité  je  sttp|)C>serai,,  ' 
dorénavant  que  les  logarithmes  sont  Népéi^wis^  moins  " 
que  )e  n  avertisse  spécialement  du  contrairct.. ., 

Soit  4%  u==l{  — -5=  \  eafaisaitfr-^^Bg^zzx  z , 

,  dz  ,  -: 

an  aura  du= — ;  ii^s       ^^ 

2 


i  .  j 


dx \/(â  ■+•  j;:*  —  —    «  ■>■- 


, V/a^  +  x*^,      û*dx 

,-.•..■■.;-=:■/■•■  r  t/Ttr^  .  y/7zr^ '  • 

a'.  u=l{  ',  ■    Il     '    V    i      ,>  ;  oa  fw»:  ;     > 
Ci»  qûLdwwffl» 

<?a?c.  cfi^  \& 
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xnsus  on  a 

^      2\/i+x     a\/i—x     aV^i— X* 
zdx 

cl*où  on  tire 

dy  >  d&  zdx  yàx 

_— (y*  +  s')dx. 

=  *^ .  1  ■  -, 

5iya  V/ 1-t-ac*      ; 
et  en  observant  que 

y  +  a»— '4,'       ..jfz==fljp,: 

on  lrt)!ivera  enfin  dtg  ss  -^  '    ;  «^sasr. 

Cet  exethple  est  remarquable  par    les    réductions^ 
qu'éprouve  la  différentielle ,   ef'par  9a  sîjôiplicHév  èd 
égard  à  la  fonction  dont  elle  dérive  \   il  sera  faciU 
maintenant  d'efFecttier  Je  jcâdcûl  dçs  exemples  suivans  ^ 
dont  je  né  rapporterai  que  les  résultats.  -  --  "  •'^•* 


4».  u=— i==:l{«/--i+/i— Wrd«  = 


•dr 

_  _        .     ■    .  J 

da: 


6..    „==1  fV^i+^-V; 


du= 
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6®.  Si  on  avait  u  =  (Ir)",  en  faisant  ix  =  z ,  on 
trouyerait 

ft  remettant:  4ta  lieu  de  2  et  de  ds  ^  leurs  valeurs,  il 
Tiendrait 

d.(la?)»=ii(lr)«-'— . 

7*.  Soit  enfin  u^nlAx ,  c'est-à-dire,  le  logarithme 
du  logarithme  de  x;  posant  comme  ci-dessus  Lr=s2  ^ 
on  aura  d'abord 

u=k,        dw=-»— ,        d5=d.b:=— ^, 

dx 
d'où  on  déduira  ensuite  dw  =— i— . 

;l1x 

3i.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beau- 
coup la  difFérentiation  des  formules  exponentielles, 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

1®.  Soit ,  par  exemple,  û=ay,  «  et  y  étant  deux  fonc- 
tions quelconques  de  x  ;,  en  prenant  le  logarithme  de. 
chaque  membre,  on  aura.ltt==yl;&,  et  differentiant  en- 
'  suite,  on  obtiendra 

^=dyl«+jfd.lz(ii,a7),  ou 

.    =dy]z+y—y  , 

et  de  là 

du=u(ûy\z+y^'^;        d'.z^=z^Qiy]z+y-^, 

a*.  Soit  ix=a^  :  on  fera  6*  =j',  et  on  aura 

u==ay,        di*==ard^la(a7);  . 

C  s 
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mais  dy=d.£'t=:^drl6:  donc 

X 

du:=za^  b'dxlalb. 

3**.  Soit  u :=  z* ,  z,  t  etSy  étant  des  fonctions  de  xi 
•n  fera  t'=j^,   il  viendra 

uz=zz/ ,      duz=zzy(dy\z+2. —  V 


dy  =  t'(< 


*i.+^) 


et  parconséquent 

Au  moyen  de  ces  formules  ,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d'une  fonction  exponentielle  quelconque. 

3a.  Les  sinus ^  les  cosinus,  les  tangentes  et  les 
autres  lignes  trigonométriques,  considérées  par  rapport 
à  Tare  de  cercle  dont  elles  dépendent ,  sont  aussi  des 
fonctions  transcendantes;  on  les  nomme  assez  ordinai- 
rement fonctions  circulaires.  Je  supposerai ,  pour  plu^ 
de  simplicité,  que  le  rajpn  soit  égal  à  Vunité. 

En  substituant  x^\-dx,  pour  x,  dans  la  fonction  sia  x  ^ 
ilvient  (7V^.  il) 

sin  (  a: + do?) = sin  a:  cosdx  4"  cosxsîn  do?, 
doù  Ton  tire  ,  pour  la  différence  , 

sin  (x  +  dr)  —  sin  x  = 
siii  X  cos  dx  -f*  cos  x  sin  dx  —  sin  x  =% 
sin  X  (cos  dx  —  i)  +  cos  X  sin  dx. 

Il  faudrait  maintenant  développer ,  suivant  les  puis- 
sances (}q  raccroifsementdxj  le  dernier  membre  de 
r  1' 
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.cette  éqaation  ;  mais  on  peut  obtenir  sans  cela  à 
la  limite  du  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction 
à  celui  de  la  variable,  ainsi  qu'on  va  le  voir.  En 
prenant  le  rapport  de  ces  accroissemcns ,  on  trouvera 

8in(37+da?>-  sinj? ._  _  (çosdo;— 1  )  _, ,^  gmdg  ^ 

g- =smx g^ +COSX  -g^, 

n  Ton  fait  attention  que 

(sin  dr)*  =  1  —  (cosdx)*  =: 
(1  +  cos  dx)  (1  —  cos  dr) , 

tï  que  parconséquent 

-  (sindx)* 

1  — co8dr=-~ x"i 

x+cosdo; 

•n  aura 

•inCx+dx)— sinJ?  .        sindx    sindr  .  sindo? 

—         .  ^  — '— sma; — : 3 j —  +co8x  —■■■■■ 

dx  i+cosdx    dx  dx 

(sindx       -  Nsindx 

—  Sm  X  ~; 5 f-C08X  1—5 — . 
1  +co8dx  y    dx 

On  passera  aux  limites  en  cherchant  ce  que  de\îen- 
jient  les  deux  facteurs  du  second  membre  lorsque  Fac- 
croissement  dx  s'évanouit  (8).  Dans  ce  cas,  sindx =0, 
cosdx  =  1 ,  et  le  premier  facteur  se  réduit  à  cos  x. 

Le  facteur—-^ — tend  sans   cesse  vers  l'unité;  car 

j    .         j      sin^         ,, ,  ,     sin  ^  .  • 

de  tang  A  = ,  on  déduit 3  =  cos-<f  :  et  puis- 

cos^'  tang  A  *^ 

que  cos  -<^  ==  1 ,  lorsque  A -=10,  l'uiiitésera  la  limite  du 
rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  quand  l'arç  s'éva- 
nouit :  or  il  est  visible  que  l'arc  étant  moindre  que  I« 
tangente,  et  plus  grand  que  le ^ sinus,  à  plus   forte 

C  5  ï 
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raison  son  rapport  avec  le  sinus  tend  sans  cesse  yen 
Tunité. 

On  aura  donc ,  «n  yertu  de  ces  remarques  ^ 

d.sîna?  j    .  j 

—-y — =:cosa:.     ou  a.smarzrzdx  cos  x. 
or 

35.  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s'en  dé* 
duisent  sans  peine  ;   car  on  a 

1*.  cosa;=:3in(i^— x),    d.cosx=d.sin(i^— x); 

-.  mais^  par  ce  qui  précède ,  . 

d.sin(i^T-x)  =:d  (i^  — x)  cos  (i*  — x) 
.  ==  —  dx  cos  (i^  —  x) , 

et  cos  (i^  —  x)  =  sin  X  :  donc 

d ,  cos  =  —  dx  sin  ^.  . 

a®.  Puisque  sin  vers,  x  =  i  —  cosx,  on  aura 

d.  sin  vers,  x = — -  d .  cos  x  =:^  dx  sin  x. 

-  sin  X 

5*.  tangx=2^ 

"  cosx 

,  cos xd t sin X— sin xd. cosx  -     ^ 

d.tangx  =  .^ ■  ■'  ^  ■  ^ (la) 

•  cos  X* 

(cos  X*  -f-  sin  x^)  dx  ^ 

cosx*  * 

mais  oosx^ '^ànoc^=i  :  donc 

dx 


d .  tang  X  == 


cosx* 


4*.  cotx  =  - , 

tangx 

,  d. tangx dx         dx 

"^      taui^x^  tangx*oos:ç*'     .    sinx*' 

f  n  mettant  pour  tang  x  sa  valeur* 
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,""    -    .  l 

00807 

cosx*  coso:* 

» 

puisque =  tangx  et— —  =  8ccx. 

G*.  coseca:=;T: , 

SID  X 

-  d.sinx'        dorcosx  j       *        . 

cl.cosecx^s— — r— ="— —"T — -——•"■■  cLgcotJgcoaeejp. 

sinx*  sinor 

34.  Avec  ces  formules^  on  peut  trouver  la  différen- 
tielle de  toute  expression  renfermant  des  sinus ,  co- 
sinus y  tangentes ,  etc.  il  faudra  pour  cela  différentier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières^ et  mettre  au  Ueu  de  leurs  différentielles  lef 
résultats  ci-dessus  :  je  n'en  donnerai  qu  un  seul  exemple, 
savoir ,  u  =  cos  x*'**^  *.  On  fera 

C08xz=:z,  sinx=zy', 

on  aura  M=iy  et 

rzrdxcosx*'"**!  cosxl.cosx  — ). 

\  .C08X/ 

35.  Après  avoir  traité  les  sinus  ^  coâinus^  etc.  comme 
des  fonctions  de  Tare ,  îl  convient  de  regarder  Tare 
successivement  comme  une  fonction  de  son  sinus ,  de  son 
cosinus  y  etc.  et  d'en  déterminer  la  différentielle  sous 
ces  divers  pbin;ts  de  vue.  Pour  cela,  soit  x  la  fonc- 
tion proposée,  et  u  la  variable  dont  cette  fonctioA 
d!épend  -,  i^  l'équation  d.sinx  ==  dx  cos  x ,  à  cause 

C4 


,     I 
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de  sin  oc=u  et  cos  x  =  ^/i — u%  donne  dz/=dj:? |/i— ^u«^ 
et  parconséquent  (9)  dr  = 


du 


:  telle  est  la  valeur 

de,  la  diflUrentielle  de  Tare  exprimée  par  le  «nus  et 
par  sa  différentielle. 

Si  on  ^voulait  exprimer  la  différentielle  de  Tare  par 
fion  cosinus ,  il  faudrait  partir  de  Téquation 

d.co8X  =  -*<dxsinx,  - 
qui  donne  ^  en  faisant  cos  x  =  u , 

au 


du=— -dx  y/i— u*    ou    da:=3— 


V/i~u»' 


Pour  passer  de  là  au  sinus  verse,  on  ferait  1/  =  1  — y^ 
puisque  cosx=i  —  sinver.xy   on   aurait  parconié-^ 

quent  au  =— dy   et  dr  =;      .,....■  r-> 


a*.  Soittangx  =  a;  l'équation  d.tangcr 


do: 


COSJP* 


donne  du^ 


dr 


cosx* 


-     et   dx  =  du  cosx*.    A  cause  de 


sm  X 

cosx 


=  tang  X ,  on  trouve 


smx=3:co8i?tanga:,        6in{r*==tanga7*  cosx*; 
et  substituant  1— cosa?*  à  sin  a:*,  il  vient 

i  =  co8a:*-ftangx*cp8x*===cosa:*(i+tangx»):  . 
on  a.  donc       ^ 

cosar  s=: ■;  =:s  ■    .     ». 

i+'tangj5*       i+u* 

ÏJettant  cette  valeur  dans  çtiOf  de  dx,  il  en  résultera, 
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daî  =  --p- -,  d'où  OR  peut  conclure  que  la  différerv»'^ 

tielle  de  l'arc  est  égale  à  crlle  de  la  tangente  divisée 

par  le  quatre  de  la  sécante  ;  car   yi+u^t   exprima 
la  séoante  lorsque  la  tangente  est  représentée  par  u.    * 

Je  teiminerai  cet  article  par  l'exemple  suivant  : 

^  •  •  t 

Soit  X  un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  anyï  ^u^t 
on  fera 


et  on  aura 


,  dz 


mais  4« 


2du(i  — au*)  ; 


donc  dx=--7— — r- 

36.  On  peut,   par  le  moyen  des  expressions  difFé-     ^ 
rénti elles  obtenues  précédemment  ^  former  les  dév.e^ 
loppemens  des  principales  fonctions  circulaires. 

1®.  Pour  mnXy  on  a 

Au  d*u  .  àhi 

dr  '         dar  /         dor  ,. 

T--=8m  X,  etc. 

i 

faisant  a:  =  o,  il  viendra^  par  le  n*   ig  ,   1/=  o,  et      ^ 

l/'=i,     L^*=ov    1/*=  — 1,.    l/'''  =  o,  etc. 
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d'où  OB  conclura 

•ma:= » -| ^    .  g  —  etc. 

fl*..  Dn  trouvera  pour  cos  x 

Au  à^u  à?u 

gj=— sino:,      g^=_co8a:,     ^=sm*, 

d^ 

•5—7=  008  37.  etc. 

dx* 

faisant  a;  =  o ,  il  en  résultera  £/=  1  ^  et   • 

l7'  =  o,     1/'^  =  — 1,     rz-'izio,     î/'"'=i,  cte. 

ce  qui  donnera 

9  Ou  x^ 

cos  a:  =:  1  —  —  A =— ;  —  etc. 

i.a    '    i.a.3.4 

Ceà  deux  formules ,  dont  la  loi  est  très^-éyidente  et 
très-simple  y  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
et  les  plus  expéditiyes  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi** 
nus  y  correspondans  à  un  arc  donnée  surtout  lorsque  cet 
arc  n'est  pas  très-grand.  On  en  trouvera  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trigonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n'est  pas  aussi 
simple  que  celle  des  précédentes  y  et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  x  l'application  que  les  re- 
lations qui  donnent  la  tangente ^  la  sécante^  etc.  par 
le  moyen  du  sinus  et  du  cosinus;  c'est  pourquoi  je 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

37.  Si  on  représente  par  j^  un  arc  de  cercle  dont  le 
iinus  soit  Xy  on  aura  (35) 

,  d.r 

dy  =      — =, 
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ce  qui  conduira  au   déyeloppement  de  Tare  suivant 
les  puissances  du  sinus.  En  effets  on  en  tirera 

d*v  -î. 

dV  --      «  -- 

gj  =  (i^a-)   •+3x*(i-a-)   • 

^  =  3.3(1— a:*)"*+a.5.9x»(i— x*K+3.5.7a:<(i--a*)"'' 


etc. 


En  faisant  x=:o,  et  observant  que  dans  cette  hypo- 
thèse Tarcj^  est  nul,  on  trouvera 

y==^  + s  + T^  ,  A  +  «te. 

^         ^4. a. 3  ^  i.a.3.4.5  ^ 

Je  passe  à  la  recherche  de  Tare  par  sa  tangente  ; 
L  nommant  y  l'arc  et  x   sa  tangente,   on  a    (35) 


en 

dx 


g  =  -00?  (1+0-)- 

^  =  -a(i+a:*)-*  +  8x'(i+x*)-3 

^  =  a4r(i+a-)-5-48a:'(i+a-)-4  ' 

dV 

^  =  fl4(i+^)-'-a88a:»(i+a?*)-4+384a?<(i+xO- 


ctc. 
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€t  en  faisant  07  =  0;  on  trouve 

a?  ^ofi 
j^=:a;-y+^-  cte. 

La  loi  se  manifeste  ici  dès  les  premiers  tefmes;  il  n*eR 
est  pas  de  même  à  l'égard  de  la  série  précédente;  mais 
comme  les  différentielles  successives  de  j^  se  compliquent 
de  plus  en  plus,  à  cause  de  leurs  dénominateurs  ^  le  pro- 
cédé employé  ci-dessus  n'est  pas  le  plus  propre  à  con- 
duire aux  développemens  cherchés;  le  Calcul  inté- 
gral en  fournira  de  plus  commodes. 

Le  dernier  de  ces  développemens  donne  une  exprès- 
«on  remarquable  de  Tare  o%5  >  dont  la  tangente  est , 
comme  on  sait ,  égale  à  i  ;  en  effet  y  si  on  suppose 
a:  =  1 ,  il  vient  , 

0^,5=  i—i+i  —  l  +  i- etc. 

Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée, mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs 
parties;  et  la  tangente  de  chacune  étant  plus  petite  que 
l'unité ,  on  aura  des  séries  convergentes.  Le  Géomètre 
anglais  Machin  a  trouvé  que  l'arc  dé  o<!,5  est  égal  à 
quatre  fois  celui  qui  a  pour  tangente  \  ,  moins  l'arc 
dont  la  tangente  est  ^  ,  ce  dont  il  est  aisé  de  s'as- 
surer en  observant  que  si  tang  a  =  | ,  il  en  résulte 

(Trig-aS) 

22  tang  a  5 

tang  aa  =r  — 2 — .  rr:  — 
°  1  — tang  a*       12 

2  tans  sa  120 

tang  4a  = 77-S r-.== . 

°^         1  —  (tang  2a)*       119 

Le  dernier  nombre,  unpeu  plus  fort  que  l'unité ,  tangente 
de  o^j  5,  montre  que  4û>  d,  5  :  faisant  donc 

4^=^,         0^,5  =  5, 
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la  diiTèrence  4^  —  o^,  5  ou  ji^^B,  a  pour  tangente 

^^  ^  ^         i+tang^tang-5      a3^' 

«t  comme  i?=:^—(^ — j5),  il  vient  0%  5:=4û  —  b* 

Orenprenant9ttccessiYemeutj::=:7)X=-^,on  trouve 

, 1  11 1         , 

■"259     STC^^"*" 5.(^39)*     Tl^i? "*"  ^^''' 
1        1  1  1     ,     1 

d'où  on  conclut 

,     5  ^  G~2r55  +  5:^--7:^+  etc.), 

De  la    différentiatioh   dés  équations 
quelconques  à  deux  variables. 

38.  Jn8<|u*ici  }e  n*ai  diiFérentié'  que  des  équations 
séparées  y  c'eat-à^dire  ,  dans  lesquelles  la  variable  so 
trouvait  seule  dans  un  membre^  et  la  fonction  dans 
Tautre;  telles  sont  les  équations  de  la  forme  Xr=  K, 
Y  étant  une  fonction  dey,  et  X une  fonction  de  x  ;  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  i*on  rencontre 
dans  tes  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas  ainsi  : 
la  variable  et  la  fonction  j  sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entr'elles. 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  Vr=.o  ,  entre 
X  tXy ,  son  effet  est  de  déterminer  x  par  ^^  ouy  par  x , 
ensorte  que  Tune  de  ces  quantités  est  fonction  de  Tautre. 
Si  Ton  conçoit  pour  un  moment  que  Ton  ait  déterminé 
y  par  3^^  en  substituant  l'expression  de  j  dans  la  quaj;i«* 
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tité  V y  celle-ci  deviendra  nécessairement  un  assenv" 
blage  de  fonctions  de  x  seul  ^  mais  composé  de  termes 
qui  se  détruiront  indépendamment  d'aucune  valeur  de  x^ 
puisque  cette  variable  doit  rester  indéterminée.  Il  suit 
de  là  que  x  recevant  un  accroissement  quelconque  h , 
y  éprouvera  un  changement  tel ,  que  la  fonction  F* 
demeurera  nulle  comme  auparavant.  Si  donc  on  dé~ 
«igne  par  V'  ce  que  devient  en  apparence  l'expres- 
sion V ,  il  faudra  que  V  z=zo  y  d'où  on  conclura 
^'— ;^=o,  puis 

v'—r 

quel  que  soit  l'accroissement  ;  et  parconséquent  ^  si 

y y 

l'expression  — -r est  susceptible  d'une  limite  P , 

on  doit  avoir  P  =  o  (*). 

Mais  puisque  V  se  compose  de  x,  ej  de  ^  consi- 
déré comme  fonction  de  x  ^ .  cette  limite  peut  s'obte- 
nir  en  difFérentiant  V  avec  l'attention  d'y  faire  varier 
y  et  X j  suivant  les  règles  des  numéros  lo  ,  ii  ,  12, 
i3  ,  i5  ;  et  si  l'on  observe  que  iPdr=d/^,  on  conclura 
de  -ce  qui  vient  d'être  dit ,  que  l'équation  >F^=o  en- 
traîne l'équation 

la  jpremière  déterminant  ^  ^  et  la  seconde  dy. 


(^}  Pour  concevoir  nettement  ceci ,  il  suffit  de  voir  qu^en  gê- 
nerai ,  si  dans  l'expression  f^  on  substitue  a:-f>À  au  lieu  de  x ,  et 
^-l-A:  au  lieu  de  ^  ^  le  résultat  pourra  se  développer  dans  la 
forme 

M  y  jy,  p ,  Q,  R,  S ,  etc.  étant  des  quantités  indépendantes  de  ^ 
et  de  h. 

Cette  équation,  à  cause  de  la  proposée  ^=0,  te  rçdulià 
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,^   L*exemple  suivant  éclaircira  ceci. 

Soit  réquation 

j^  —  a  m:cy -f- X*  —  a*  =  Q . 

L'expression  V  est  ici  ^*  —  ^mocy  -f-.o:*  —  û*  ;  si  oa 
la  différentie^  dans  la  supposition  que  y  est  une  fono* 
lion  de  a?  ^  en  l'égalant  à  zéro  ^  on  trouvera 

aydy — amxdy  —  a/îiydr  +  axda;  =  o , 
®^  ^^ —   Tîixdy—   7nyd»-|-    xda:  =  o       (i), 

en  supprimant  le  facteur  commun  a  ;  et  faisant  dy==pdr^ 
on  aura  pour  déterminer  p  y  l'équation 

» 

(^y  —  Tîw:)  p  —  my  -|-  x  =:  o  , 

d*où  on  tirera 

i     ■    •    . 

my  —  X 

'^     y  — mx 


Afh-J^JVk-Jff^Pk*  4-  Çhk  +  Rk^'^Sh^  -f-etc.  =o, 

4t  4pnnc  Ia  relation  des  qnantitës  h  et  k, 

honqu^on  y  fait  A*  =  «r A ,  elle  acquiert  un  facteur  h  daiv  tout 
SCS  termes  j  et  en  le  supprimant  il  viendra 

Le  rapport  m  changera  à  mesure  que  h  diminuera,  mais  sans 
s^yanouir  en  même  temps  que  cette  quantité  j  et  Ton  aura  pooc 
«léterminer  «r»  daiw  l^jrpothète  de  ^c±o,  J'éqiiatîon 

■ 

La  yaleur  de  m  qui  en^ésultera  sera  la  limite  de  toutes  les  ralenn 
qna  cette  quantité  peut  prendre  à  raison  de  celles  de  k;  il  cs| 
donc  évident  que  si  on  désigne  cette  limite  par  p ,  Téquation 

«cra  vraie  «n  toute  rigueur. 

-U  ett  visible,  par  le  procédé  dont  on  vient  de  faire  usage , 
que  Texpression  M^JYp  est  le  coé'fEcient  différentiel  de  la  fonor 
li^ii  /^f  prii  cA  j  regardam  f  comnç  uoe  fonçtioâ  de  x» 
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Pour  obtenir  p  -en  x  seul,  il  faudrait  substituer  dang 
cette  expression  la  valeur  de  y ,  qui  dans  Féquation 
proposée  est 

y=zmx±.  V/o*— a;*-|-m*x»; 
et  il  viendrait 

P  = 


=  mit: 


itV'a»  — jc*  +  7ïi*ar* 
■  -i —  x  +  m* j: 


résultat  semblable  à  celui  qu*on  déduirait  immédiate-- 
ment  de  T équation  séparée 

yz=mx±i  v/o*  —  a:* -f- m^JC* , 

correspondante  à  la  proposée. 
33.  L'équation 

(y  —  mx)  p  —  my  +  X  =  0  ^ 

étant  difFérentiée  ,  en  y  considérant  y  et  p' comme  det 
fonctions  de  x,  conduit  à  l'équation 

(dy — 7nda;)p  +  (j^  — iiwf)dp— jiidy-f*dj;  =  o; 

et  ai  Ton  fait 

dy=?p.da;,  dp=:^da;,  .  , 

il  vient 

(p  — m) p  +  Qy  —  tilt)  ç— Tîip  +  1  =0, 
équation  qui  donne  la  relation  qpe  le  coefficient  dilFé^. 

rentiel  du  second  ordre  q ,  on  -r^  (  ^7  )  >   doit  avoir 

dy    .  1 

a«rec  celui  du  ptemier  ordre  p ,  ou  ^-^ ,  et  avec  les  va- 
riables X  ety. 

En 
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Eu  continuant  de  différenticr  de  la  même  manière , 
on  formerait  l'équation  dé  laquelle  dépend  le  coefiicient 
dilFérentiel  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

d'y 
40.  Si  l'on  fait  attention  que  q  =  j^ ,  et  que 

d^=d(dj^),  on  reconnaîtra  que  l'équation 

(p — 7n)p  +  Qy  — mx)^ — ^P+  1  =  0, 

se  déduit  immédiatenient  de  l'équation 

yày-^mxdy  —  znydx -[- jt dr  =  c  (1)^ 

lorsqu'on  la  différentie  en  y  faisant  varier  ây ,  comme 
une  fonction  de  a: ,  et  divisant  ensuite  par  da:*.  En  effet, 
on  a  premièrement 

dy*+^d^  — a77ida;dy  — 7nxd^  +  dj::*=o      (2)  ; 
secondement 

équation  qui,  lorsqu'on  y  change  ^  en  p,  -=-^  en  q  , 

s'accorde  avec  celle  que  j'ai  obtenue  plus  haut  pour 
déterminer  q. 

En  général ,  faire  varier  les  quantités  p,  q,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x ,  c'est  prendre  les  différentielles  des 

expressions  équivalentes  -^ ,  -r^  ,   différentielles    qu  i 

.       ,        ,  dV     dV 

sont  respectivement  représentées  par  -t-^  ,  t--^  ,   etc. 

c'est  enfin  regarder  les  quantités  dy,  d^,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x, 

-  L'équation  (1)  est  la  différentielle  première  de  la  pro- 
posée ;  l'équation  (2)  ejft  est  la  différentielle  seconde,  etc. 
Cale.  diff.  D 
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et  d'après  la  remarque  ci-dessus  ,  les  différentielles 
dune  équation  PRIMITIVE  proposée ,  se  déduisent  les 
unes  des  mitres  par  la  différentiation ,  en  regardant  y, 
ày  y  d*y ,  etc.  comme  des  fonctions  de  x. 

On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefficiens 
différentiels^  en  obseryailt  que  ces  coeiEciend  sont  re- 
présentés par 

dy     d*y 

ou  en  faisant 


dy  =  pAx ,  d^  =  qàx^ ,  etc. 

Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles  dis- 
paraissent, et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonc- 
tions p  i  qy  etc.  absolument  indépendantes  de  la  valeur 
de  l'accroissement  dr. 

41.  L*équation 

y^  —  ïimxy  -f-  ot*  —  a*  =  o 

étant  du  second  degré,  donne  pour^  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  Téquation 

Qy  — 7„jc)d^  — (TTiy— j:)dr=:o  (1), 

d*où  on  tire 

d^ frzy— 3g 

donne  aussi  pour  le  coef&cient  différentiel  ^ ,  deux 
valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction j^. 

Si  au  lieu  de  résoudre  l'équation  proposée  pour  en 
tirer  la  valeur  de  ^ ,  on  avait  éliminé  cette  variable  ^ 
entre  les  deux  équations 
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y^  —  ^mxy  +  a:*  —  a*  =  o , 

on  aurait  eu  d'abord ,  en  vertu  de  la  seconde  , 

x^TTiAy — dx) 

y         dy —  mAx    ' 

substituant  dans  la  première ,  il  serait  venu  ,  après  les 
réductions  ^ 

+  (jf — /n'x*  —  a*7n*)  dx*  ==  o. 

Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à  dy,  donne- 
rait les  mêmes  résultats  que  ceux  qu'on  obtiendrait  eu 
différentiant  les  valeurs  de  y  ;  et  après  l'avoir  divisée 
par  dr*,  on  en  tirerait  immédiatement  les  valeurs  du 
coefficient  différentiel.  On  aurait  alors 

(o:*— a* — m*a^)  -^  —  (aiTix* — ama*  —  a/n^or")  -j^ 

•4-x^  —  m*x*  —  a*7ii*  =  o  ; 

et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dif- 

dv* 
férentiel,  exprimée  par -r*^  >  il  viendrait 

dy*  dy   .  x* — m*x* — a'm'' 


djc*  dx^  àc^ — a^— 


mrx^ 


4a.  n  estv  facile  d'applicjuèt  ce  qui  précède  ,  à  des 
exemples  plus  compliqués  ,  ou  dans  lesquels  les  varia- 
bles montent  à  un  degré  plus  élevé.  Soit  encore  Té- 

qaatioa 

y^  —  Sojcy  -f-  x^  =  o  ; 

la  différentiktion  donnera 

Da 


5a  TRAITÉ     ÉLÉMENT  AIRE 

f  3y*dy  —  Zaxôy  —  Zayàx  +  3x*da;  =  o , 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  3,        |  « 

y^ày  —  axAy  —  ayAx  -f-  a:*da;  =  o ,         (i) , 

dy       ûV— —  X* 
et  parconséquent  -j*^  =  -i^: . 

La  fonction  y ,  dans  cet  exemple ,  étant  donnée  par 
•une  équation  du  troisième  -degré,  doit  avoir  trois  va- 
leurs *,  et  en  les  substituant  successivement  dansTexpres- 

sion  de  -^  ,  on  obtiendra  un  pareil  nombre  de  valeurs 

pour  le  coefficient  différentiel.  On  voit  en  général  que 
ce  coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  égal 
à  celui  dont  la  fonction  y  est  susceptible  dans  Téqua- 
tion  proposée  :  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  la  diffé- 
rentielle. 

Si  on  éliminait  j^  entre  lea  deux  équations 

y3- —  Zaxy  -j-  JL^''  =  o 
y^iy  —  axdy  —  ayda:  +  a;Ma7=:o  (i), 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisièi^e  de- 

.gré  par  rapport  à  dy ,  qui  renfermerait  les  trois  valeurs 

dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

dy 
Ayant  trouvé  l'expression  de  d^  ou  celle  de  -^ ,  on 

parviendra  à  celles  de  d*y  et  de  -r^;  "en  différentiant 

par  rapport  à  dy ,  à  y  et  à  x ,  suivant  la  règle  établie 
n®4o>  l'équation 

f 

y^dj'— axcjy  — ayda:  +  ar'da7=:  0.        (i')  , 

différentielle  première  de  la  proposée.  En  opérant  ainsi, 
on  aura 

y^iy  — .  axd*y + aydj'* —  adydr — ûdapdy  -+-  iixàaf^^  o  ; 
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et  en  réduisant  il  viendra 

(^ —  ax)  d^+  ijy^y* —  aadxdy  -f-  axdx*  =e  o       (2) . 

Voilà  la  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  ; 
si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première ,  on 
pourra  éliminer  dy ,  et  le  résultat  donnera  Fexpression 
àe  d^  en  X,  dx  et^.  On  chassera ,  si  on  veut,  la  fonc- 
tions^, au  moyen  de.TéquaLtion  proposée. 

En  divisant  l'équation  (2)  par  do:*,    elle  prend  la 
forme 

et  ne  renferme  plus  que  les  coef&ciens  différentiels 
T^  et —'  Mettant  au  lieu  de  ~-  sa  valeur 

'\- ,  tirée  de  (  1  ) ,  il  viendra 

y  —  ax*  ^    ^ 

d'v 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur , 

dV 
(y^  —  ax  y  j-^  -f-  2xy^ — 6axy*  -|-  2xJy-f-aa'xy=o; 

mais  la  quantité 

Qxy^  —  6aoc*y^  +  zx^y , 

n'est  autre  chose  que 

2xy  (y^  —  3axy  +  a::^)  : 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  l'équation  proposée ,  et 

D3 
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parconséquent  on  a 

d*v 

ou  — a^  rzr  — — '^ 

da;^  {y^  —  axY 

En  différentiant  (a)  par  rapport  à  d'y,  dy,^  etx, 
on  formera  la  différentielle  troisième  de  Téqu^tion  pro- 
posée ,  et  on  en  tirera  la  valeur  de  d^ ,  lorsqu'on  aura 
éliminé  d^ etd^  à  Taide  des  équations  (i)  et  («); divisant 
le  résultat  par  àoi?  ,  on  aura  Texpression  du  coefficient 

dV 

•r^.  En  continuant  ainsi  on  parviendra  aux  différen- 
tielles ultérieures. 

43.  La  remarque  du  n*  7  ,  sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  différa  ntiation  des  fonctions ,  s'ap- 
plique également  aux  équations.  Si  on  avait ,  par 
exemple ,  j^*  =  ao:  -f-  & ,  la  différentielle  ^yày  =  cdx , 
étant  indépendante  de  h  ,  appartiendrait  à  chacune  des 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée ,  en 
donnant  à  h  toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir ,  dans  le  cas  actuel ,  à 
une  équation  indépendante  de  a  y  quoique  la  différen- 
tiation  n'ait  point  fait  disparaître  cette  constante  :  il 
suffit  pout  cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

^*  =  aa;  +  i,  flydy=adx; 

et  on  trouvera 

y'^àx  =  ^xyày  -f-  idx. 

.  Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée ,  elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu'étant  divisée  par  do: ,  elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre   la  variable  x, 

}a  fonction  jf  et  le  coefficient^  >  quel  que  soit  a. 
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Si  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l'équation  proposée ,  le  résultat  qu'on  ob- 
tiendra renfermera  des  puissances  de  dy  et  de  dx  su- 
périeures à  la  première  ;  en  voici  un  exemple  : 

£n  diiférentiant  on  trouvera 

^dj^  —  ody  +  adof  ==  o , 

d'où  a=yJ2^p±: 

et  substituant  dans  la  proposée ,  il  viendra ,  après  aroir 
ordonné  par  rapport  à  dy  et  divisé  par  dr*, 

telle  est  la  relation  qui  doit  erister  entre  la  variable  x, 
la  fonction^  et  son  coeiEcient  différentiel  ^  ,  indé- 
pendamment d'aucune  valeur  particulière  de  la  cons- 
tante a. 

En  résolvant  l'équation 

par  rapport  à  a ,  on  en  aurait  tiré 

a= — y  ±i  x/ûy^+o? ; 

et  a  se  trouvant  dégagé  des  variables  x  et  y,  la.  dif- 

férentiation  seule  l'aurait  fait  disparaître  :   on  aurait 

trouvé 

j    _i_  ûvdy  +  xdx 
—  dy  ^-^"^  =  o. 

Yf^y^'+af' 

D4 
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En  faisant  évanouir  le  radical ,  on  s'assurera  que  cette 

équatiqn  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  Télimi- 

nation. 

44'  On  peut  faire  disparmtre  autant  de  constantes 
qu'on  voudra,  en  différentiant  un  nombre  de  fois  égal  à 
celui  de  ces  constantes.  Soit 

on  aura  d'abord 

ydy  =  -—  mxdx  ; 

différentiant  de    nouveau ,  on  trouvera 

ydy  +  dy  =z — md  x*  -, 

substituant  pour  m  sa  valeur  -  j^  •/  ,  tirée  de  l'équation 

précédente ,  et  divisant  par  dj::*,  il  viendra 

dy  dy*  d*y 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

45.  La  différentiation ,  combinée  avec  l'élimination  , 
fournit  le  moyen  de  faire  disparaître  les  fonctions  irra- 
tionnelles. Soit  par  exemple 

jP  et  Ç  étant  des  fonctions  quelconques  dexetde^  ;  en 
prenant  la  différentielle  de  cette  équation ,  il  viendra 

nP^-'dP = d  Ç ,         ou      nP"dP  =  PdQ  , 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P,  et  si  l'on  met 
pour  iP"  sa  valeur,  on  obtiendra 

7iÇdP  =  PdÇ, 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P  est  délivi'ée  de 
l'exposant  n. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  de  l'équation  proposée  •  on 
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a  successivement 

n\P=lQ.,      »Ç  =  ^    (a?). 

et  parconséquent  /iQdP==PdÇ. 

Cette  remarque  sert  à  développer,  suivant  les  puis- 
sances de  Xy  la  fonction 

(a  +  ia:+  cx^'-{'dx^  +  ex^  +  etc.)" , 

quel  que  soit  l'exposant  n.  Pour  cela,  soit 

(a  +  bx-+'C3C^  +  dx^  +  ex^  +  etc.  )« 
^zji+Bx+Cjif'  +Dx^  +E^+  etc. 

en  passant  aux  logarithmes,  il  vient 

Til  (a  -f-  iop  -f-  ca^  -f-  dx^  -f-  ex^  +  etc.) 
=  1  {A+Bx  +Cx*  +  Dx^ + JS:a:4  +  etc.)  ; 

dilFérentiant  ensuite,  on  obtient 

n  (i  +  2CX  +  3dr*  -f-  4ej:r'  +  etc.)  djc 

a  +  /?a;  4-  ex*  +  ^^  +  ex*  +  etc. 

_  (^+2<^Jg+  5/>x^  +4Jgx3  +etc.)  dx^ 

~  ^4-i5x  +  6'x^  +  i9x^  +  £x4+.etc.  ' 

supprimant  le  facteur  commun  dx,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs,  et  développant  chaque  membre  par 
rapport  aux  puissances  de  x , 

nbA  4"  stncAx  +  ZndAoc^  +  ^neAj?  -f"  etc. 

+    nbBx  +  QncBx^  -f  ZndBcc?  +  etc. 

-f-    nbCx^  +  QncCa^  +  etc. 

+   TièDx'  +  etc. 

aB  +    fiaCx  +    3aDx*  +  4a^x3  +  etc. 

+      bBx  +    aiCx*  +  ZbDar^  +  etc. 

•+»      Ci5x*  +  2cCx^  -f  etc. 

-f-    dBx^  +  etc. 
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mais  comme  x  doit  rester  indéterminé,  il  faut  qne 
les  deux  membres  de  cette  équation  deviennent  iden- 
tiques par  les  coefficiens  mêmes  de  a: ,  c'est-à-dire  y 
que  le9  coefficiens  de  la  même  puissance  soient  res- 
pectivement égaux  dans  chaque  membre.  Cette  con- 
sidération, déjà  employée  dans  le  n*  193  des  Ëlémen» 
d*Algèbre,  fournit  les  équations  suivantes  : 

nbA  =      aB 

^ncA  +    nbB  =  aaC  +  bB 

ZndA+  smcB  +  nbC  =  5aD  +  2bC  +  cB , 
etc. 

dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficiens  B ,  C,  D,  etc. 
Le  coefficient  A  semble  demeurer  indéterminé ,  cepen- 
dant on  en  trouve  la  valeur  en  faisant  a:  ==  o  dans 
l'équation 

(a  +  ôx  +  etc.)*  :=A'^Bx+  etc. 
qui  par  cette   hypothèse  se  réduit  à 

a*  =  A. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes, on  en  conclut 


1 

i.a 

1.1  ■  '  i.a.o 

etc. 


DE     CALCUL     DIFFERENTIEL.  5^ 

d'où  {a+hx-\^%f^  +  dx^  +  etc.y  = 

l  1.1.  i.â.o  J 

-f-etc. 

46.  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes 
d'une  équation,  en  la  combinant  avec  sis  différentielles. 
L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est 

1  (a  -f-  ^-^  +  c^  +  ^^  +  «te.  )  ; 
d  on  représente  son  développement  par 

j4'+Bx+Ca^  +  D:x^  +  etc. 
et  qu'on  prenne  la  différentielle  de  l'équation 

on  trouvera 

±+£££:yg+^  =  5+aCx+3Z)x«  +  etc. 
a+bx+cx^+dx^+ etc,        ^  '  ^ 

et  on  déterminera  les  coefficiens  ji ,  B  ^  ^j  ^f  etc. 
comme  à  l'ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

8in(a  +  6a;  +  cx*-("  ^^  +  ®tc-  ) 
:=iA  +  Bx+Cx^  +  Dx^  +  Ex^  +  etc. 

en  faisant  ^  pour  abréger 

a-f- Ja:  +  ca:*+da:^  +  etc.  =  tt,    ' 
ji  +Bx+Cx'+Dx^+etc.  z=iy , 

îl  en  résultera  y  =  sin  u  ;  et  en  différentiant  il  viendra 
dy=du  cos  w.  On  pourrait  éliminer  cos  u  au  moyen  de 
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l'équation  cos  u=v/i  —  sBR^ ,  qui  donne 

cosu=v/i — y*i  et  on  aurait  alors  dy  =  dwV^i — y*  ; 

mais  il  faudrait  encore  faire  disparaître  le  radical  dans 
cette  équation.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  diffé- 
rentiera  une  seconde  fois  l'équation  dyz=du  cosu,  en 
se  rappelant  que  u  est  une  fonction  de  x ,  aussi  bien 
que^  ;  et  il  viendra  d^  ==  d*w  cos  u  —  da*  siii  u  :  mettant 

pour  sin  u  et  cos  m,  leurs  valeurs  y  et-^^  on  aura 

à.y=z-^d^U'^ydu*,  ou  dudy — dyd*u-f-j^^o. 

n  ne  s*agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à.  y  ^ 
dy  y-d*y ,  du  ,  d*u,  du^ ,  leur  valeur  ;  or 

y=A  +  Bx  +  Cjci^  +  Dx?  +  etc. 

donne 

dy  =  (  J?  +  2  Cjc  +  ZDx^  -f-  etc .  )  djc 
d^j=  (2C+2.3Z7x  +  etc.)da:*; 

et  pour  ne  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs , 
je  réduirai  la  fonction  proposée  à  sin  (  a  +  ôo:  +  ex*)  ^^ 
en  faisant  rï,  e,  etc.  =  o  :  dans  ce  cas  particulier, 

d  u  =  (  i  +  acx)  dx , 

d*M=2cdx*, 

dv?  =  (  6^+  Qh^cx  +  1 2  Jc'x*  +  8c  V)  dx'. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation 

dudy  —  dyd*u  -^ydv?  =  o 

devient  divisible  par  dx^\  et  en  l'ordonnant  par  rapport 
à  X ,  elle  prend  la  forme  suivante  : 
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fliC+     6bDx+    i2i£x»-Hetc. 
+     4^Cx  -j-    licDx^  +  etc. 
^b^A+  Bb^cAx  +  1  ^bc^Ax"  4-  etc .     _ 

4-     VBx  +   Gb^cBx''  +  etc.  ^  —  ^• 
+       i'Cx»  +  etc. 
—  acB —  4<^Cx     —      6cDjf  —  etc. 

En  égalant  à  zéro  les  coeiGciens  de  chaque  puissance 
de  X  j«on  obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C, 
D ,  E y  etc.  à  l'égard  de  ^  et  -ô,  il  faut  recourir  aux 
équations 

^=8in  u  et  -j^  =  cos  u. 

Lorsque  a:  ==  o ,  il  vient 

u  =  a,      y=iA^       àu  =  bdxy         àyz=:Bàx; 
et  il  résulte  de  ces  valeurs 

A  =  6111  a  y        B=zb  cos  a. 

Recherche  des  maxima  eu  des  minima  des 
Jonctions  dune  seule  ^variable. 

47.  La  recherche  des  plus  grandes  et  des  moindres 
valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction  donnée ,  forme 
une  des  plus  importantes  applications  analytiques  du 
Calcul  différentiel  ;  en  voici  les  principes  : 

Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction 
proposée  passe  successivement  par  tous  les  degrés  de 
grandeur,  il  peut  arriver  que  la  série  des  valeurs  que 
reçoit  cette  fonction ,  soit  d'abord  croissante ,  et  de- 
vienne ensuite  décroissante  ;  il  y  aura  alors  une  de  ces 
valeurs  qui  surpassera  toutes  les  autres.  Si  au  contraire 
la  série  des  valeurs  de  la  fonction  proposée  est  d'abord 
■décroissante  ,  et  devient  ensuite  croissante ,  on  en  ren- 
contrera nécessairement  une  qui  sera  moindre  que 
toutei  les  autres.  Le.  terme  où  l'accroissement  d'ime 
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fonction  8*arrête ,  s'appelle  Maximum  y  et  celui  où  elle 
cesse  de  décroître  ,  Minimum, 

Soit  pour  exemple  la  fonction  ^  =  fr — (x — a)*; 
en  faisant  x  =  o,  on  a^=i — c*,  et  la  quantité (x — d) 
venant  à  décroître  lorsque  x  augmente,  y  augmente 
aussi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  x  =  a ^ d'où  il  résulte^  =  b 
pour  le  maximum  ;  mais  passé  ce  terme  ,  quoique  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens,j^  décroît,  et  de- 
vient nul ,  quand  (x —  a  )*  ==  i.  La  marche  de  la' fonc- 
tion proposée  est  fadile  à  suivre ,  et  on  peut  d'ailleurs 
vérifier  que  la  plus  graftide  valeur  de^  répond  à  à:=:a, 
en  substituant  successivement  a  +  /  et  a—  T  au  lieu  de  a;  ; 
on  trouvera  dans  l'un  et  l'autre  cas  un  résultat  y=6 — J^, 
toujours  moindre  que  6. 

Soit  encore ^=6  -|-  (x — a)*.  Dans  cet  exemple,  x 
étant  nul ,  on  a^=  i  -f"^*  j  P^^  ^  mesure  que  x  aug- 
mente ,  la  quantité  (x — a)*  va  en  diminuant  ainsi 
que^  ,  jusqu'à  ce  que  a7  =  a  ;  passé  ce  terme,  {x — a)* 
augmente ,  et  il  en  est  de  même  de^  dont  le  minimum» 
répond  parconséquent  à  la  supposition  de  x=^  a  \  ce 
qu'on  vérifie  encore  en  substituant  successivement 
a — <r  et  a+^  *^  lieu  de  x,  puisqu'on  trouve  pour 
l'un  et  l'autre  cas  ^  =  6  +  <r*,  résultat  toujours  plus 
grand  que  b. 

Toute  fonction  qui  croît  ou  décroît  sang  cesse ,  lors- 
que la  variable  dont  elle  dépend  croit ,  n'est  suscep^ 
tible  ni  de  inaximum  ni  de  minimum^  puisqu'à  une 
valeur  quelconque  il  en  succède  toujours  une  plus 
grande  ou  une  moindre. 

Le  caractère  essentiel  du  maximum  consiste  en  ce 
que  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  qui  le  suivent  im-- 
mediatement  sont  plus  petites;  le  minimum,  au  con- 
traire ,  est  surpassé  par  les  valeurs  qui  le  précèdent 
et  qui  le  suivent  immédiatement. 
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J*ai  dit  immédiatement,  parcequ'il  arrive  Isouyent 
qu'une  fonction  a  des  valeurs  qui  surpassent  son  maxi- 
mum  ou  qui  sont  moindres  que  son  minimum ,  ou  enfin 
cpi'ellea  plusieurs  maxf ma  et  plusieurs  mmf Tmz  inégaux 
entr*eux  :  tout  cela  est  aisé  à  concevoir  ;  car  ai  aprèt 
^yoir  crû  et  décru ,  par  exemple  ,  cette  fonction  vient 
à  croître  de  nouveau  et  indéfiniment,  elle  finira  par  sur* 
passer  le  maximum  qu'elle  a  eu  d*abord« 

Au  lieu  d'être  indéfini,  si  ce  second  accroissement 
s'arrêtait  à  un  certain  terme,  il  en  naîtrait  un  nou- 
veau maximum  qui  pourrait  être  différent  du  premier  : 
on  verra  sans  peine  ce  qui  doit  arriver,  lorsque  ces  chan- 
gemens  se  répètent  et  varient  dans  leurs  quantités 
respectives.  Je  passe  maintenant  à  la  méthode  dont  on 

fait  usage  pour  découvrir  les  maxima  et  minima  des 
fonctions  d'une  seule  variable. 

48.  Soit  donc  y  une  fpnctîon  quelconque  de  x, 
dans  liEiquelle  cette  variable  ait  atteint  la  valeur  qui 
donne  le  mxiximum  ou  le  minimum  ;  il  suit  de  ce 
qui  précède  que  si  on  cherche  les  valeurs  de  y ,  cor- 
respondantes àx  —  A  et  à  x  +  A,  on  doit ,  quelque 
petite  que  soit  la  quantité  h  ,  obtenir  des  résultats 
moindres  que  le  maximum ,  ou  plus  grands  que  1» 
minimum*  En  désignant  par  ^y  la  valeur  de  y  ,  qui  ré- 
pond à  x —  A,  et  par  y  celle  qui  répond  à  x-^  A,  on 
aura ,  d'après  le  théorème  de  Taylor  (21) 

—        dyA       d^  A'        d'^     A3 
^~'y*"dxT'^dx»i,a      dx^i.a.S"^^^^* 
'—     ,  dvA       dy   ïe       d?y     ¥      ,        ^ 
y  '^^'^^l'^dx'i,u^dx^i.a,5'^^^^' 

Les  puissances  d'une  quantité  moindre  que  l'unité 
,     ddvçna^t  d'autant  plus  petites  que  leur  exposant  est 
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plus  considérable ,  on  conçoit  facilement  qu'il  est  ton** 
jours  possible  de  prendre  h  assez  petite  pour  que  le 

terme  ^  h  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent ;  et  ce  terme  entrant  avec  des  signes  différens  dans 
les  valeurs  ^y  et  j/,  il  en  résulte  qu'une  des  deux  sur- 
passe^, tandis  que  l'autre  est  moindre  :  la  fonction  pro- 
posée ne  8eraj>arconséquent  ni  un  maximum  ni  un 

minimum  tant  que  t^  ne  stra  pas  nul  (*).  Mais  si  ce 
coefficient  s'évanouissait,  comme  il  viendrait  alors 

_         d*y   A»        d>     h  ^      , 
/J'-J' +  da-»  1 .  a  ~  d^  7X3."'' ®*'^* 

J^=^  +  dè  775  +  5^  7X3  +  ^*^- 

on  aurait  en  même  temps  y  et  ^  ^y  y   lorsque   la 

valeur  du  coefficient  -j^  serait  positive  ,    ou   bien 

jy  et  y'  ^y  lorsque  cette  valeur  serait  négative  : 
le  premier  cas  donnerait  y  minimum ,  et  le  second 
y  maximum.      Il   suit    de    là  ,    que    pour    trouver 


{*)  Si  on  devait  quelque  doute  snr  cette  assertion  ,  il  suffirait , 
pour  en  reconnaître  l'exactitude,  d'observer  qu'une  série  de  laform» 

Ah  4-  Bh^  4-  6%3  +  t)h^  4.  etc. 

peut  s'écrire  ainsi: 

*  [^4-BA4- CA»4- -DA'  +  etc]  » 

et  que  la  partie 

Bh  4.  Ch""  +  Dh^  4-  etc. 

qui  s'anëantit  lorsque  h=o  ,  peut parcons<fquent  devenir  moindre 
que  la  quantité  A  dont  la  valeur  reste  la  même  quelle  que  soit  A. 

quan^ 
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quand  une  foi^ction  y  doit  atteindre  son  maximum  ou 
son  minimum  (car  Fun  et  Vautre  sont  donnés  par  la 
même  équation)  il  faut  chercher  V expression  du  pre-* 

jnier  coefficient  différentiel  -^  ,  et  l'égaler  à  zéro. 

Dans  l'exemple  j'  =  i —  (x  —  c)%  rapporté  ci-des- 
sus, on  a ^  =  —  2  (x— -a)  ;  et  en  l'égalant  à  zéro  , 

on  trouve  x-z^a.  Pour  savoir  maintenant  si  cette  valeur 
répond  à  \m  maximum  ou  à  wjxminimum ,  on  cherchera 

d*y 
ce  que  devient  r^-^;  et  comme  il  se  réduit  à — 2 ,  quan- 
tité négative ,  il  s'ensuit  que  la  supposition  de   x  =  a 
donne  le  maximum. 

En  traitant  de  même  la  fonction 

y=:b  +  (^x—ay, 

d*v 
on  aurait  encore  trouvé  x==a ,  mais  -y^  serait  devenu 

positif;  c'est  donc  le  minimum  qui  a  lieu  dans  ce  cas. 

dy 

49.  De  ce  qu'on  doit  avoir -|^z=:o,   dans  le    cas  du 

maximum  ou  du  minimum  ,  il  n'en  faut  pas  conclure 

que  l'un  ou  l'autre  ont  nécessairement  lieu  toutes  les 

fois  que  cette  condition    est  remplie.  En  effet,  si  la 

dy 
valeur  de  x ,  qui  rend  -4^  nul ,    faisait    évanouir  en 

d*y  d^y    ,. 

même  temps  -y^,  sans  que  -^^  disparût,    comme  on 

trouverait  dans  cette  circonstance 

d^y      h^  à^y       h^ 

'^^-^      djc3i.2.3'*"dx^i.3.3.4~®*^- 

'—        d!y     h^      ^  d^       hi 
•J"  ~-y'^dx3 1.2.3  + druX3:4+^^''- 
Cale.  diff.  E 
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et  qae  le  terme  v^ 5  pourrait ,   au  %noyen   d'une 

valeur  convenable  de  A  ^  surpasser  la  somme  de  tous  ceuii 
qui  le  suivent^  iln*y  aurait  plus  entre  les  trois  quantités 
jy yy^y  y  la  subordination  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum,  ;  la  moyenne  serait  plus  grande  que 
1  une  des  extrêmes  et  moindrç  que  l'autre  :  c'est  ce 
qu'on  peut  voir  sur  la  fonction  j^  =  fc  -(-  (a:—  û)^. 

Mais  si  la  valeur  de  x  anéantissait  -j—j ,  il  viendrait 
—         d^        h^ 

les  conditions  du  m^aximum  ou  du  minimum  seraient 

encore  remplies ,  et  on  reconnaîtrait  au  signe  de  ^2_  ^ 

lequel  des  deux  devrait  avoir  lieu.  On  trouverait  de 
cette  manière  que  la  valeur  x-:=za  donne  un  m^aximum 
pour  la  fonction  y=b''-'(^x — a)^,  et  ua  minimum 
paur  la  fonction  ^  =  ô  +  (  x—  a  y. 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  consi- 
dérations, on  verra  qu'en  général  il  ne  peut  y  avoir  de 
maximum  ou  de  minimum,  que  quand  le  premier  des 
coefficiens  différentiels  qui  ne  s'évanouissent  pas,  est 
d'un  ordre  pair ,  et  que  ce  coefficient  doit  être  négatif 
lors  du  maximum ,  et  positif  lors  du  minimum. 

Comme  je  dois  revenir  sur  ce  sujet  à  l'occasion  de 
la  théorie  des  courbes,  je  ne  donnerai  pour  le  moment 
que  quelques  applications. 

5o.  Je  suppose  d'abord  qu'il  s'agisse  de  partager  une 
quantité  a  en  deux  parties ,  de  manière  que  le  produit 
ds  la  puissance  m  de  la  première,  par  la  puissance  n  da 
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la  seconde ,  soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits  sem- 
blables qu'on  pourrait  firmer. 

Soit  X  une  des  parties  de  a,  Vautre  sera  a  — x,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  étant  represeuté 
par^,  on  auraj^  =  a;"'  (a— x)*,  d'où  on  tirera 

-^  =  mx'"-"' ( a  —  xY  —  nx""  (a  — x)"""* 
éx 

=  [^ma-^mx — 7uc]x'""'*(a — x)"""' ; 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat, 
on  trouvera 

ma 

•i  X  r= ; — ,  x  =  o,  x=a. 

m  m  -^  n 

La  première  de  ces  valeurs  répond  à  un  maximum , 

car  lorsqu'on  la  substitue  dans  l'expression  générale  de 

d'y 

-fj^,  elle  donne  la  quantité  négative 

les  deux  autres  répondront  à  des  mininuZy  lorsque  m 
et  n  seront  pairs ,  ccmme  on  peut  s'en  assurer  par  l'exa- 
men des  coefficiens  différentiels ,  ou  plus  simplement 
encore,  en  faisant  x-=z±h  etx=a±:A  On  trouvera 
toujours  un  résultat  positif  dans  l'un  et  l'autre  cas,  quel 
que  soit  le  signe  qu'on  donne  à  A  ;  ce  qui  prouve  que 
la  fonction  proposée  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir 
nulle ,  ne  passe  point  au  négatif,  mais  qu'elle  recom- 
mence à  croître. 

5i.  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  y  désigna 
dans  l'équation 

y^  —  amxy  +  x* . —  a*  =  o  , 

dont  la  différentielle  est 

{y  —  mx)dy  —  (wy  —  x)dL'  =  o(5S); 
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il  viendra 

dy my — x 

àx     y  —  mx  ' 

d'où  on  tirera 


Tny  —  X  =  o. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  a: ,  il  faudra  combinef  cette 
dernière  équation  avec  la  proposée  ;  oa  aura  par  ca 
moyen 


X  a:* 


V  =  — ,  — •— X»— a*=o^ 


d*où  il  résulte 


mu  a 


771*' 


d*y 
Il  reste  à  examiner  ce  que  devient  le  coefficient  -7-^. 

La  différentielle  seconde  de  l'équation  proposée  donn* 
la  suivante  : 

que  la  supposition  de-j^l  ==  o  réduit  à 

•  d*y 

(^  —  7710:)^+ 1  =  0. 

et  d'où  on  tire 

d^   771 

à3^~ xi^i  —  nv")  ' 

^n  mettant  potir  y  sa  valeur  en  x.  II  faut  encore  subs- 
tituer celle  de  07  ;  en  le  faisant  on  trouve 
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d'y  ^ 

ce  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  de  ^, 
déterminée  ci-dessus,  est  un  maximum. 

Des  valeurs  que  prennent  dans  certains 
cas  les  coefjiciens  différentiels ,  et  des 
expressions  qui  deviennent  f. 

52.  Si  on  cherchait  le  maximum  ou  le  minimum  de 
la  fonction  ay=  \/a*x^ — oc*,  par  exemple ,  on  en  dé- 

diiirait/2-^=  »  et  en  faisant  x  =  o,  il 

Tiendrait  a  -|2-  =;  -,  Cependant  ayec  un  peu  d'attention   ^ 

on  verra  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la 

fraction  — ^  ne  s'évanouissent  en  même  temps 

S/a^'x'—x^ 

que  parcequils  sont  affectés  du  facteur  commun  x.  Si 
on  les  en  délivre,  on  trouvera  a-^  =  ^    •■,  et  par- 


do?       ^a*— 


X» 


dy 
conséquent -|i^  =z:db  i ,  lorsque  x=o. 

En  général,  si  on  fait  x  =  a  dans  une  expression  de 

la  forme  -y^ ^  elle  deviendra  -  :  néanmoins  sa 

Ç(r  —  ay  o' 

vraie  valeur  doit  être  ou  nulle ^  ou  finie,  ou  infime  , 

selon  qu'on  aura  77i^7i,77i=7i,m'<wi  car  en  effaçant 

les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomina- 

teur ,  on  trouvera  — ^ — p^-^ — -  dans  le  premier  cas ,  — 

p 

dans  le  second .  et  yrz r— --  dans  le  troisième ,  blea 

K3* 
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entendu  que  les  quantités  P  et  Ç  ne  deviendront  ni  nuUcf 
ni  infinies  par  la  supposition  de  x=a. 

Lors  donc  qu'une  expression  quelconque  se  présente 
sous  la  forme  | ,  il  faut  y  pour  connaître  sa  vraie  significa- 
tion ^  la  dégager  des  facteurs  qui  sont  communs  à  son 
numérateur  et  à  son  dénomihàteur  (^Alg,  70)  :  la  diffé- 
tentiation  en  fournit  le  àioyfen. 

La  différentielle  de  l'expression  P(x — à) ,  dans  la- 
quelle P  désigne  une  fonction  quelconque  de  Xj  mais 
indépendante  du  facteur  x  — a^  étant 

(x  — a)dP-f.Pdx^ 

ne  s'évanouit  plus  lorsque  x-=,a. 

Si  l'on  différentiait  deux  fois  k  fonction  P  (  x  —  c  )•, 
on  trouverait 

(x— a)*dP  +fl(x— c)Pdx, 

(x— a)»d*P-|-4(x— a)dPdx  +  i.aPdx*; 

et  comme  P  ne  contient  pas  x  —  a ,  la  différentielle 
seconde  se  réduirait  à  son  dernier  terme.  En  poursui- 
vant ainsi ,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  tôuteà  les 
différentielles  d'une  expression  de  la  forme  P  (x — a)"», 
jusqu'à  celle  de  l'ordre  m — 1  inclusivement,  s'éva- 
nouissent dans  la  supposition  de  x  =  a ,  lorsque  m  est 
un  nombre  entier ,  et  qu'alors  la  différentielle  de  l'or- 
dre  m  se  réduit  à  1  ,a.*.  .mPdx"  :  le  facteur  (x-^a)"» 
disparut  donc ,  dans  cette  hypothèse  y  après  m  diffé- 
rentiations. 

Il  n'est  pas  nécessaire  qu'on  connaisse  l'expo^nt  m, 
ni  même  que  le  facteur  (x  —  a)***  soit  en  évidence, 
pour  savoir  quand  l'expression  P(x — a)"»  en  est  délivrée  ; 
il  suffit  de  s'assurer ,  après  chaque  différentiation ,  si  le 
résultat  obtenu  s'évanouit  ou  non^  lorsqu'on  met  a  à  la 
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place  de  x  :  dans  le  dernier  cas  Topération  est  finie ,  et 

ce  qu'on  a  trouvé  représente  la  quantité  1 ,3 m-Pdx*. 

Soit,  pour  exemple ,  la  fonction  oc?  —  ax*  —  a^x  +  a^ , 
qui  s'évanouit  par  la  supposition  de  a;  =  a  ;  sa  différen- 
tielle première  s*évanouit  aussi  dans  cette  hypothèse , 
mais  non  pas  sa  différentielle  seconde ,  qui  est 
(6a;— aa)da:*.  La  voilà  donc  délivrée  du  facteur 
(x  —  c)  ;  et  puisqu'il  a  fallu  pour  cela  deux  différen- 
tiations ,  on  en  doit  conclure  qu'elle  est  de  la  forme 
P(x — a)%  ce  qui  est  d'ailleurs  aisé  à  vérifier,  car  on 
trouvera 

3c^ — axT"  —  a^'x  +  a^^Ç^x  +  a)  (x — a)*. 

Cela  posé  ,  dans  le  cas  où  m=n  ,  si  on  différentiait 
m  fois  successivement ,  tant  le  numérateur  que  le  déno- 

minât  eur  de  la  fraction  -jr-y i—  ,  ils  seraient  déea- 

Q(x  —  ay  ° 

gés  du  facteur  x — a,  car  on  aurait,  lorsque  a:=a, 

d'^.PÇx— «)"*_  1 .2. .  .mPdx'*        P 
à^.QQjc — a)"»       1.2. .  .mQdx""       ^' 

Si  c'est  le  numérateur  qui  donne  le  premier  un  résultat 
qui  ne  s'évanouisse  pas,  ce  sera  une  preuve  que  le  fac- 
teur (07  —  à)  s'y  trouve  élevé  à  une  puissance  moindre 
que  dans  le  dénominateur ,  et  parconséquent  la  frac- 
tion proposée  sera  infinie  ',  si  c'est  au  contraire  le  dénomi- 
nateur ,  la  fraction  proposée  sera  nulle.  On  peut  donc 
énoncer  la  règle  suivante  :  Pour  obtenir  la  vraie  valeur 
d'une  fonction  qui  devient  -^lorsqu'on  donne  àx  une  va- 
leur particulière  ^  il  faut  différentier  son  numérateur  et 
son  dénominateur,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  pour  l'un  ou 
pour  l'autre  un  résultat  qui  ne  s'évanouisse  pas  ;  la  fonc- 
tion proposée  sera  infinie  dans  le  premier  cas ,  nulle  dans 
le  second  ;  et  elle  aura  une  valeur  finie ,  si  on  rencontre 
en  même  temps  deux  résultats  quûne  s' anéantissent  point. 

E4 
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Quelques  exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

53.  1°.  La  formule qui  exprime  la  somme  des 

n  pAmiers  .  termes  de  la  progression  par  quotiens 
TT  1  :  X  :  j:*  :  a^^  :  etc.  devient  ^  quand  oc=z  i  ;  cependant 
cette  somme  dans  la  progression  tt  i  :  i  :  i  :  i ,  etc.  à 
laquelle  on  est  conduit  alors,  a  une  valeur  déterminée, 
et  égale  à  ra,  que  la  règle  précédente  va  nous  donner 
aussi.  En  effet,   après  avoir  difFérentié  le  numérateur 

et  le  dénominateur  de  Texpression  ^ ,   on   trouve 

X — 1 

-~â ,  et  en  écrivant  i  au  lieu  de  x,  il  vient  n. 

a^.  La  vraie  valeur  de ■ y--,  dans  le  cas 

bx^  —  9.0CX  +  ocr 

où  x-=.c  ne  peut  s'obtenir   qu*après  deux  difFéren- 

CLX  —  ÛC  , 

tiations ,  car  la  première  donne  j- j-  y  résultat  qm 

de  vient- encore  -  ;  mais  en  le  difFérentiant  on  trouve  ?• 

o  fr 

3*.    Si  ofn  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

x^  —  ojc*  —  cr^x  -f-  o^ 
x^—a"  ' 

lorsque  a:  =  a ,  on  trouvera ,  après  avoir  diffé- 
rentié  une  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur,  que 
le  premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a  au 
lieu  de  Xy  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu 
lieu  pour  la  fonction 

ax — x^ 


a^ —  2a^x  +  2axr^  — x^' 
4**.  Quoiqu'on  ne  voie  pas  tout  de  suite  comment  il 
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est  possible  de  donner  la  forme  ^^ ~  à  la  fonction 

transcendante ,  qui  devient  - ,  lorsque  a:=o,' 

on  peut  néanmoins  y  appliquer  la  règle ,  et  après  avoir 
difFérentié  son  numérateur  et  son  dénominateur  ,  on 
trouve  o*la —  Ir'lb  :  en  mettant  o  pour  or,  on  a  1ûh-1&; 
pour  la  Vraie  valeur  cherchée. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 
fonctions  a*  et  6*  leurs  développemens  (a4>  ^5) ,  car 
il  vient  *  n 


0 

et  la  supposition  de  j:=o  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme.  En  suivant  l'opéra- 
tion, on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  x  qui  disparaît 
par  la  division. 

"   r«    T     r      ^      1— sîna:-4-cos.r         ,,  .   ^  o   , 

5°.  La  fonction , ! se  réduit  a  -   lors- 

smx  +  cosx — 1  o 

que  l'arc  x=i^;  mais  en  y  appliquant  la  règle,  on 

trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  1 . 

6°.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions 

a — X — ala+alx  af-^x 

et 


a  —  {/qox  —  x^  1 — x-\'lx* 

la  première  devient  f  lorsque  x=za,  et  la  seconde 
.lorsque  x  =  i  :    leurs  vraies  valeurs  sont  respective- 
ment —  1  et  — 2. 

54  La  règle  du  n**  62  ne  serait  pas  applicable  au  cas 
où  les  facteurs  qui  s'évanouissent  seraient  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires  ;  car  les  diiférentiations  suc- 


/  \ 
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cessives  ne  retranchant  que  des  unités,  de  l'exposant 
m  du  facteur  x — a,  ne  peuvent  épuiser  cet  exposant 
lorsqu'il  est  fractionnaire  :  seulement  il  devient  néga- 
tif quand  le  nombre  des  dilFérentiations  surpasse  l'en- 
tier qui  s'y  trouvait  contenu  (i3).  Si  on  avait ,  par 

3  •* 

exemple,  7-,  quoique  la  yraie  valeur  de  cette 

ix—ay 

fraction,  lorsque  x=zay  soît  (aa)~,  on  n'y  parviendrait 
jamais  par  la  diiférentiation  :  on  trouverait  successi- 
vement 

1 

5x(x*— a*)' 


I 


— i ' — ■ ~ r^ — ,  etc. 

Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  |,  quand 
on  fait  x'=:  a  ;  et  la  même  supposition  rend  infinis  les 
numérateurs  et  les  dénominateurs  de  chacun  des  sui- 
vans.  Si  on  fait  disparaître  les  exposans  négatifs,  en 
passant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 
numérateur,  et  vice  versa,  les  expressions  nouvelles 
qui  naîtront  de  ce  changement  se  réduiront  toutes  à  |. 

55.  Cette  difficulté  tient  à  ce  que  la  différentielle 
d'une  fonction  de  x  ne  peut  être  de  la  forme  pdx ,  dans 
le  cas  où  une  valeur  particulière  de  x  fait  disparaître 
une  irrationnalité  dans  cette  fonction. 

Si  l'on  a  y  ^=zb  -f-  {/x'—a ,  par  exemple ,  et  qu'on 
veuille ,  lorsque  a;  =  a ,  trouver  la  valeur  consécutive  SLy^ 
il  faudra  mettre  a  -j-dr ,  au  lieu  de  x\  il  viendra 

^t  la  différence  sera 
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■ 

Elle  se  réduit  au  seul  terme  dx^ ,  qui  estparconséquent 
aussi  la  différentielle  relative  à  ce  cas  ;  et  on  en  tire 


1 


dx         dx       ,  i  * 

dx* 

'  expression  dont  le  dénominateur  seul  s'évanouit  quand 
on  fait  dr=o  ,  et  de  laquelle  il  résulte  que  le  coefE- 

•  cient  différentiel  ^  est  infini  pour  la  valeur  particu- 
lière x:=za. 

Dans  la  suite ,  la  considération  des  courbes  éclaircira 
encore  mieux  cette  espèce  de  paradoxe. 

56.  Voici  un  procédé  général  exempt  de  toute  dif- 
ficulté ,  qui  comprend  la  règle  du  n'*  62 ,  et  que  je 
n'ai  présenté  le  dernier  que  parcequ'il  m'a  semblé  que 
les  considérations  du  n°  cité  pouvaient  jeter  un  grand 
jour  sur  cette  matière. 

Soit  —f  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 

Bominatèur  s'évanoMissent  tous  deux  quand  x=  a',  en 
substituant  a  -(-  A ,  au  lieu  de  x ,  les  fonctions  X  et  X' 
»e  développeront  suivant  des  séries  de  la  forme 

^A*  +  Bh^  +  etc.  A}i^'\-Bh^'  +  etc. 

et  ascendantes ,  c'est-à-dire ,  dans  lesquelles  les  expo- 
sans  «t ,  i3 ,  etc.  iront  en  croissant  et  seront  positifs ,  puis- 
que ces  séries  doivent  devenir  nulles  dans  l'hypothèse 
de  A  =  G  ^  qui  répond  à  celle  de  x  =  a  :  on  aura  donc 

Jh'^  +  nh^  +  etc. 


J'h'''  +  ffh^  +  etc.  ' 
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au  Heu  de  la  fraction  proposée.   Si  dans  ce  résultat 
on  suppose  A  =  o,  on  doit  retomber  sur   la  valeur 

que  reçoit  la  fonction -p ,  lorsqu'on  change  x  en  a;  et 

quoiqu'il  semble  d'abord  se  réduire  à  f ,  on  va  voir  cepen- 
dant qu'il  a  toujours  une  valeur  déterminée. 

En  distinguant  les  trois  cas  «fc>  «t' ,  «=*'  et  tt  <  a', 
on  peut,  dans  les  deux  premiers,  écrire  ainsi  qu'il 
suit  Texpression  précédente  : 

A'+B'h^'^'^'  +  etc. 

Sous  cette  forme ,  il  est  aisé  d'appercevoir  que  tant  que 
«6  surpasse  a',   la  supposition  deA  =  o  rend  la  frac- 

A 

tion  nulle,   et  qu'elle  se  réduit  à -^,  lorsque  <*=<*'. 

Dans  le  troisième  cas ,  au  contraire ,  où  «t  est  <[  dL  , 

on  a 

A  4- Bh^"'' 4-  etc.  ^ 

u^r'-^+i&'/i^'-^+etc.' 

et  ce  résultat  devient  infini  par  •  la  supposition  de- 
h -=10*  Dans  tous  ces  cas ,  la  vraie  valeur  qu'on  cherche 
ne  dépend  que  du  premier  terme  de  chaque  série. 

La  règle  suivante  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui 
peuvent  se  présenter  sous  la  forme  indéterminée  ^  :  cher- 
chez le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  et  dit  dé- 
nominateur,  lorsque  x  =  a  +  h;  réduisez  à  saplus  simple 
expression  la  nous/elle  fraction  formée  de  ces  premiers 
termes ,  et  faites  ensuite  h  =r  o  :  /es  résultats  que  vous 
obtiendrez  seront  les  différentes  valeurs  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsqu'on  fait  x=;a. 


« 
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3 

La  fraction  ^ ^  dont  on  ne  peut  trouver  la  va- 

(x  —  af 
leur  par  la  différentiation^  lorsque x  =a  (54)  ^  devient 
.    parle  procédé  ci-dessus, 

(2afe4-feT_  1 
3 =  (2a  +  «)  I 

en  changeant  x  en  a  vf^  ^  ;  et  faisant  hzzzo,  on  obtient 

la  vraie  valeur  (2a)*. 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode 
que  la  dilFérentiation  ,  dans  le  cas  où  elle  peut  s'em- 
ployer. Ce  n'est,  par  exemple,  qu'après  avoir  diffé- 
tentié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénomi- 
Dateur  de  la  fraction  « 

x^-^4^zar*+ 70^-3^  —  flg^— >2g*v/2flx  —  g* 
i  X*  —  2ax  —  a*  -}■  2a  V^  flox  —  x* 

•  qu'on  parvient  à  en  trouver  la  vraie  valeur ,  dans  le  ca& 
où   x=a. 

En  écrivant  a-f-^  au  lieu  dex,  comme  le  prescrit  la 
tègle,  il  vient 

2g^  +  2fl^fe  — ah:'  -f-  h^  —  20*  Và'+  Qoh 
— '2a^-f-A^  +  2aV/a*  — A" 
réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 

Xa*+2afc=:iz+A  — —  H __- ^  etc. 

4/a*  — A*=a— 5-3—  etc. 


** 
^ 
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La  substitution  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pré* 
cédante  donnera  —  5a  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

67.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plu- 
sieurs formes  indéterminées ,  différentes  en  apparence 
de  I  y  mais  qui,  dans  le  fond^  reviennent  au  même^  et 
qu'il  est  bon  de  connaître. 

1°.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

X 

rçj  peuvent  devenir  infinis  en  même  temps  ;  mais  cette 

1 

fraction  étant  écrite  ainsi  :  — ,  se  réduit  à  |,  lorsque 

X  et  X'  sont  infinis. 

fl*.  Il  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  composé 
de  deux  facteurs,  l'un  infini  et  l'autre  nul  :  soit  PQ  ce 
produit;    si  la  supposition  de  a?=a   donne  P=o, 

Ç  =  - ,  on  observera  que  PQ  =  —  ,  et  que  —  =  o  , 


et  il  viendra 


pQ=l(.*y 


(*)  Le  procédé  da    n®  56  présente  quelques  difficultés  lorsqu'il 

s'^agit  de  rappliquer  à  des  coefficiens  différentiels  donnés  par  une 

équation  dans  laquelle  les  variables  a:  et  ^  se  trouvent  mêlées.  Il 

faut  avoir  recours  à  des  moyens  particuliers  pour  tirer  de  Téquation 

primitive  proposée ,  une  valeur  de  jr  développée  et  ordonnée  suivant 

les  puissances  àeh.{f^ojrez  le  Traité  du  Cale.  diff.  et  du  Cak*.  int.). 

Cependanr  quand  cette  équation  est  délivrée  de  radicaux ,  on  peut 

dy* 
parvenir  k  la  vraie  valeur  de  ^,  par  les  considérations  indiquées 

dans  la  note  de  la  page  4^* 

M 
En  effet,  Tcquation  ^I-i'IV^p^zo  donnant  p:^—  — .  conduit  à 
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58.  Si  on  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 

\x 

— ^  quand  x  est  infini ,  ou  ^  ce  qui  est  la  même  chose ,  la 

su 

limite  de  cette  fonction ,  on  ne  pourrait  y  parvenir  par 
aucun  des  procédés  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu'à 
présent  ^  à  cause  de  l'impossibilité  de  réduire  Ix  en 
série  ,  et  il  faudrait  recourir  aux  considérations  par- 
ticulières à  la  nature  de  la  fonction  proposée  Ix. 

En  changeant  a;  en  n  et  a  en  x  dans  le  déyelop-» 
pement  de  a*  (24)  >  ^^  ^^^^ 

a:«  =  iH ^^-^  +  g  +  etc. 

'       I       ■        1.2  1.2.3 

d'où  l'on  conclura 


p^if  lorsque  les  quantités  MetJY  sVyanouissent  efc  même  temps ) 
mais  dans  ce  cas  le  développement  complet  d'oii  cette  équation  est 
tirée  y 

iWA + iV4rfc -H -Pfc"  H- Ç*  ^' H- /l-»'^"  4- «y^' +  etc.  =  o , 

4e  réduit  à 

Ph'  +  Ç-^A"  +  /?«-'A"  +  Sh^  +  etc.  =  o , 

«t  devient  divisiblepar  h^  ;  puis  passant  aux  limites,  en  faisant  h=o , 
«t  changeant  4r  en  /? ,  on  obtient 

P+Qp  +  Rp'=zo: 

<m  trottre  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  p. 

Si  les  valeurs  de  x  et  de  ^ ,  qui  font  disparaître  les  quantités  31 
«t  JVf  anéantissaient  aussi  les  quantités  P ,  Q  et  R,  il  faudrait  re- 
courir aux  termes  oii  l'accroissement  h  monte  au  troisième  degré , 
pour  obtenir  p ,  qui  aurait  alors  trois  valeurs.  On  verra  dans  la  suite 
comment  les  quantités  P,  Q,  R,  etc.  qu'on  peut  calculera  />rto  ri, 
«n  effectuant  la  substitution  indiquée  dans  la  note  delà  page  4^^  se 
lorment  aussi  par  des  difierentiations. 
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Ix \x  

1  H h  -^ — --h  g-+  etc. 

I  i.a  i.a.3 


quantité  qui  tend  à  devenir  nulle  à  mesure  que  x  aug- 
mente j  au  moins  tant  que  n  n* est  pas  d'une  petitesse 


comparable  à  celle  de  t—  (67). 

X  X 


59.  Une  équation  /^z=o,  qui  a  des  racines  égales, 
est  nécessairement  de  la  forme 

F'=PJix—ay  =  o, 

le  facteur  P  contenant  les  racines  inégales  ;  et  il  suit 
de  ce  qui  a  été  dit  n°  62 ,  que  tous  les  coefficiens  diffé- 

rentiels  -j— ,  -3—  ,  jusqu'à  ,  _^-  inclusivement,  s'éva- 
nouiront par  la  supposition  de  a:=a ,  parceq\i'ils  ren- 
fermeront tous  le  facteur  x  —  a.  Les  équations 

dr  d^V  d^-'V 

f 

auront  donc  lieu  en  même  temps  ;  et  si  on  cherche 
le  diviseur  commun  entre  la  première  et  la  seconde , 
qui  sont  respectivement 

dP 
P{x^ay  =  o ,   -T—  (x  —  ay  +  nP  (  x — a  )"-' = o  , 

il  est  visible  qu'on  doit  trouver  (  x  —  cr)"^\ 

On 
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Où  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  -r-;-  =  o ,' 

-5—  =  o  etc.  sont  précisément  celles  que  l'on  a  dési- 
gnées par  {A),  (-fi) ,  etc.  dans  le  n°  flo5  ,  des  Élémeng 
d'Algèbre. 

Ces  considérations  s'appliqueront  aisément  au  cas  où 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espèces  de  racines 
égales ,  c'est-à-dire ,  sera  de  la  forme 

X(a;— a)"(jc— éy=:o; 

car  en  dilFérentiant  le  premier  membre  suivant  la  règle 
du  n*  11,  on  trouvera 

(a;— û)»» {x^by^  +  nXCx  —  a)«->  (x  —  à)P  ) 

+  pA'(a:  — a)"(x  — iy-*   > 

quantité  qui  s'évanouit  aussi  lorsqu'on  fait  a;  =  a  ou 
X  =zb ,  et  dont  le  diviseur  commaTavec  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  est  évidemment 

(a;  — a)"-'(x  — Z^)P^». 

On  peut  opérer  de  même^  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  (a; — a)",  (x — by,  (x — c)^,  etc .  et  on  trou- 
vera toujour*  que  le  diviseur  commun  entre  les  équa-^ 

lions  7^;=  o  ,     -^  =  o  ,    doit  contenir  les  racines. 

égcdesy  élevées  chacune  à  une  puissance  moindre  d'une 
unité,  que  dans  la  proposée  ^=30. 

application  du   Calcul  différentiel  à  la 

théorie  des  courbes. 

Go.   C'est  par  des  recherches   relatives  aux  lignes 
courbes ,  que  les  Géomètres  sont  parvenus  au  Calcul 

Cale,  dijf,  F, 


I 
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différentiel  I  qu'on  a  présenté  depuis  souç  des  points 
de  vue  très-variés  ;  mais  quelle  que  soit  l'origine  que 
l'on  donne  à  ce'  Calcul ,  il  reposera  toujours  immédiate- 
ment sur  un  fait  analytique  préexistant  à  toute  hypo- 
thèse ,  comme  la  chute  des  corps  graves  vers  la  surface 
de  la  terre ,  préexiste  à  toutes  les  explications  qu'on 
en  a  données  :  et  ce  fait  e$t  précisément  la  propriété 
dont  jouissent  toutes  les  fonctions  d'admettre  une  li- 
mite dans  le  rapport  que  leqrjs  accroissemens  pnt  avec 
ceux  de  la  variable  dont  elles  dépendent.  Cette  limite , 
différente  pour  chaque  fonction ,  mais  constamment  la 
même  pour  "«ne  même  fonction^  et  toujours  indépen- 
dante des  valeurs  absolues  des  acçrpjÛBsemens ,  carac- 
térise d'une  manière  qui  lui  est  propre ,  la  marche  de 
cette  fonction  dans  les  div^f  s  états  par  lesquels  elle  peut 
passer.  En  effet,  plus  les  accroissemens  de  la  variable 
indépendante  sont  petits,  plus  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  scMf  jicesserrées,  plus  enfin  cette  fonction 
approche  d'être K^W^^  ^  ^  ^^^  ^^  continuité  dans  ses 
changemens,  et  plus  le  rapport*  de  ces  changemensà 
ceux  de  la  variable  indépendante  approche  d'être  égal 
a  la  limite  assignée  par  le  calcul.  Par  la  loi^de  conti- 
nuité on  doit  entendre  celle  qui  s'observe  dans  la  des- 
cription des  lignes  par  le  mouvement ,  et  d'après  la- 
quelle les  points  consécutifs  d'une  même  ligne  se  suc* 
cèdent  sans  aucun  intervalle.  La  mapière  d'envisager 
les  grandeurs  dans  le  calcul ,  ne  paraît  pas  admettre 
cette  IcÂ  f  puisqu'on  suppose  toujours  un  intervallie  entre 
deux  valeurs  consécutives  de  la  même  quantité  ;  mais 
plus  cet  intervalle  est  petit,  plus  on  se  rapproche  de  la 
loi  dé  continuité ,  à  laquelle  là  limite  (;onvient  paifaite- 
ment;  c'est  aussi  en  vertu  de  cette  loi  de  continuité 
que  les  accroissemens  qupiqu'évanouissans ,  conservent 
encore  le  rapport  dont  ils  se  §ont  approchés  par  degrés 
tivant  de  s'jévanouir . 
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Il  me  paraît  maintenant  très-évident  que  la  méta- 
I  physique  précédente  renferme  l'explication  philoso- 
phique des  propriétés  du  Calcul  difFerentiel  et  du  Calcul 
intégral ,  soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes , 
soit  par  rapport  à  celles  qui  concernent  le  mouvement. 
La  difficulté  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  ce 
qu*il  y  a  continuité  dans  les  changemens  des  1iâ:nes  ou 
dans  ceux  des  vitesses  -,  et  la  considération  des  limites 
(  ou  toute  autre  équivalente  ) ,  donne  le  moyen  d'éta- 
blir cette  continuité  dans  le  Calcul. 

61.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d'une 
manière  bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissemens 
d'une  fonction  et  de  sa  variable  est  en  général  suscep- 
tible de  limites. 

Toute  fonction  d'une  seule  variable  peut  être  re- 
présentée par  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  cette  va- 
riable est  l'abscisse  (  TV/g-.  77  )  ;  et  le  rapport  de  l'or- 
donnée de  la  courbe  avec  la  soutangeute ,  correspond 
au  coefficient  différentiel  de  la  fonction.  En  effet  ,  si 
dans  une  courbe  quelconque  CD  yfifç.  1  ,  on  mène  par 
deux  points  il/  et  M^  une  sécante  MM^  prolongée  jus- 
qu'à ce  qu'elle  rencontre  en  S  y  Taxe  des  abscisses  AB  ^ 
qu'on  tire  les  deux  ordonnées  PM ,  P^M' ,  et  la  droite 
MQ  ,  parallèle  à  AB ,  les  tiiangles  semblables  M QM 

et  MPS  montreront  que  les  rapports  ■  ,^V-  et — 

^  ^^  MQ  PS 

sont  toujours  égaux.  Mais  si  l'on  conçoit  que  le  point  M! 
se  rapproche  sans  cesse  du  f)oint  M,  le  point  S  se  rap- 
prochera aussi  du  point  T  \  la^  ligne  PS  tendra  donc 

à  devenir  égale  à  la  soutangente  PT  :  le  rapport  -  V- 

PM 

s'approchera  de  même  du  rapport  -^j^  qu'il  aura  pour 

F  a 


ilG.    I. 


\ 
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•limite,  et  qui  sera  parconséqiient  aussi-  celle  du  râp-* 
port  des  accroissemens  M^  et  M'Q  que  reçoivent  si- 
multanément Tabscisse  AP  et  l'ordonnée  PM, 

n  suit  de  là  que  lorsque  la  fonction  que  représente 
l'ordonnée  sera  connue ,  son  coefficient  différentiel  don- 

V  .      j  PM 

liera  1  expression  du  rapport      ^  ,  et  que  reciproquè- 

P  J. 

ment  si  l'expression  de  ce  rapport  est  connue  d'ailleurs , 

elle  fournira  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction 

correspondante  à  l'ordonnée  (*). 

62.  Lorsque  l'on  donne  à  l'abscisse  des  valeurs  suc- 
cessives ,  les  ordonnées  qui  répondent  à  ces  valeurs  , 
déterminent  sur  la  courbe  des  points  que  l'on  peut 
regarder  comme  les  sommets  des  angles  d'un  polygone 
inscrit  à  cette  courbe. 

Si  l'on  prend ,  par  exemple ,  sur  l'axe  des  abscisses 
ne.  3.  les  points  -P,  P',  P",  fig.  2,  distans  entr'eux  d'une 
même  quantité  h ,  on  aura 

AP  =  x,     AP  —  X'\-h,     AP''  =  x  +  Qh,  etc. 

qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  PM ,  P'M^ 
P'M\  et  que  l'on  joigne  les  points  M,  M\  M\  etc. 


(*)  Quoiqu'on  ne  puisse  guère  révoquer  en  doute  que  deux  quan- 
tités qui  sont  la  lirai  te  d''unem^me  quantité  variable  soient  égales,  on 
a  coutume  néanmoins  de  démontrer  cette  proposition  comme  il  suit. 

Soient  Aj  B ,  les  deux  premières  quantité»,  et  J^  la  troisième  ;  si 
^Fonavait^iz^ — D,  et  que  /^fiit  toujours  moindre  que  ^,  quelque 
près  qu'il  fût  de  cette  grandeur ,  sa  difierence  avec  B  surpasse- 
rait D.  On  ne  peut  pas  dire  non  plus  que  ^soit  compris  entre  A  et  By 
car  il  différerait  alors  de  jB  ou  de  A  d'une  quantité  au  moins  égale 
à  »  />  •  ainsi  dans  tous  les  cas  V  ne  pourrait  approcher  en  même 
temps  aussi  près  qu'on  voudrait  des  deux  quantités  >jf  et  jS,  ce  qui 
wt  contraire  ^  la  définition  des  limites. 


/ 
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par  des  corde^ ,  on  formera  le  polygone  MM* M" ,  etc. 
qui  différera  d* autant  moins 'de  la  courbe  proposée  que 
les  points  M,  M*,  M"^  etc.  se  rapprocheront  ;  mais  en 
même*  temps  le  nombre.de  ses  côtés  augmentera  de 
plus  en  plus ,  puisque  la  distance  PP*  sera  contenue  un 
Bombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  l'abscisse 
déterminée  AB,  La  courbe  CD  sera  évidemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones ,  et  parconséquent  les  pro- 
priétés qui  conviendront  à  cette  limite,  conviendront 
aussi  à  la  courbe  proposée  (*). 

Cela  posé,  si  Ton  mène  MQ  et  M'Q'  parallèles  à 
Taxe  AB  y  M*  Q  sera  la  'différence  des  deux  ordonnées 
consécutives  PM  etPM',  M^Q'  celle  des  ordonnées 
P'M'  et  P"M\  En  prolongeant  la  droite  ilO/' jusqu'en 
iV",  on  formera  les  triangles  égaux  MM'Q,  M'N"Q\ 
qui  donneront  Jf'Q  ==  N^Q'  ;  et  il  en  résultera 

M^N'^zN^Q'  —  M^Q''  ou  M"N"=M''Q' —  N'Q'\ 

et  parconséquent  iR/^Ç'— il/' Ç=::;pili''iY"  selon  que  la 


(^)  Leibnitzi  a  toajpnrs  envisage  le  Calcul  dlffcrentiel  sous  na 
point  de  vue  à-pen-près  6«mblablc. 

«  Sentio  auteiu  et  hanc  et  alias  (methodos)  hactenùs  adhibitas 
3»  omnes  dednci  posse  ex  generali  cpiodam  meo  dimetiendonim  curvî- 
%  lineomm  principio ,  quod figura  curuilinea  censenda  sit  œqui" 
»  pollere  polygono  infinitorum  laterum  ;  unde  sequitor ,  qnic- 
2>  quîd  de  tali  porygono  dèmonstrari  potest,  «ÎTe  itk,  ut  nnllus 
2>  habeatur  ad  numerum  laterum  respectus ,  sive  ità ,  ut  tantô  ma- 
»  gis  Tciificctur,  quantù  major  sumitur  laterum  numerus,  it^,  ut 
3>  error  tandem  fiât  quovis  dato  minor  \  id  de  curvâ  posse  pro- 
1)  nxmûdLn  ^).  {Acta  Eruditorum  ann.  1684 »  page  5^)* 

U  est  évident  que  cette  métaphysique  est  aussi  très-lumineuse, 
«t  ne  diff&re  de  celle  que  j'ai  présentée  ci  -  dessus  rpie  parcequ» 
la  Ittniie  y  est*  désignée  comme  un  polygone  d'un  nombre  infini  d« 
côufs  infiniment'  petits. 

F  3 
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courbe  est  concave  ou  convexe  vers  Taxe  des  abscisses  : 
M"N"  sera  donc  la  différence  des  lignes  M'Qtt  M'Q'. 

Le  calcul  différentiel  donne  l'expression  de  ces  diverses 
droites;  car  on  a  successivement  (ai). 

P  M  =  y 

•^    ^  àx   1  ^daf'i.a^^ 
P"M"~   V    +-il^-l.^^4.etc 

P'M'—PM  =MQ=-^^-  h  +^il^.etc. 

^       ax  àoi^    a 

P"M"—P'M'=M''Q'=-/-  h  -f-S^-i-etc. 

^        dx  dr*    2     ' 

M"  <y—M'Qz=::f:  M"A-"=  '         îîl  A"  +  etc. 

Q.X 

d'où  il  suit  que  si  Ton  prend  A  =dj: ,  la  valeur  de  MQ 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre- 
mière dy,  celle  de  M"N" ,  de  la  différentielle  seconde 
d^^.  En  considérant  un  quatrième  point  du  polygone , 
on  trouveront  de  même  la  ligne  correspondante  à  la 
différentielle  troisième. 

£5.  Les  lignes  PM,  M'Q,  M"N*' ,  ©nt,  par  rapport 
au  Calcul  des  limites ,  une  subordination  marquée  par 
les  eyposans  dont  l'accroissement^  est  affecté  dans  leur 
J)remicr  terme  ,  exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 
l'ordre  de  la  différentielle  à  laquelle  ils  correspondent. 
On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  M' Ç  à  PM  diminue 
sans  cesse  et  finit  par  s'évanouir,  lorsque  A=:o,  qu'il  en 
est  de  même  du  rapport  de  M"N''  kM'Q\  mais  que  si 
l'on  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarré  de  la 
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Seconde ,  le  rapport  aurait  alors  une  limite  assignable  qui 
serait  le  rapport  de  ~2^  à  ^j  (5G)  (*). 

64.  On  Voit  en  même  temps  par  ce  qui  précède,  que 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  -^  ,  ezpri- 

put 

mant  le  rapport  ^7=,  Jig,  1 ,  donne  la  tangente  tri-  pic.  i. 

gonométrique  de  l'angle  MTP ,  que  fait  avec  Taxe  des 
abscisses  AB^  la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point 
M. 

De  plus  ^  si  l'on  fait  attention  que  lorsque  Tordonnée 
est  positive  ,  la  différence  M"  (Y — M^Q  fig,  i ,  est  '»<»•  a. 
négative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  concave  ou 
convejfe  vers  Taxe  des  abscisses,,  et  que  cette  circons- 
tance doit  avoir  lieu  quelque  près  qu'on  suppose  les 
points  PfP*^  P",   ou  quelque  petite  que  soit  A,  on 

d*V 
en  conclura  que  le  terme  -r^  h*  y  qui  commence  le 

développement  de  M"Çy  —  M'Q,   et  qtii    peut  être 

rendu  le  plus  considérable^  doit  avoir  le  même  signe 

que  la  différence   M'^Q'^M'Q;  ot  la  quantité  A* 

étant  essentiellement  positive ,  il  suit  de  ce  qui  pré^ 

d*y 
cède  que  -j^  est  négatif  quand  la  courbe  est  concave 

vers  son  axe  des  abscisses ,  et  positif  dans  le  cas  con- 
traire. 

L'inspection  des  courbes  cm  placées  au-dessous  de 


(♦)  Ceci  fournit  um  explication  bien  simple  des  différens  ordres 
(l^infîniment  petits  ^e   Lcibnitz  admettait.  H  regardait  la  diffé* 


A 
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l'axe  des  abscisses ,   montre   que  les   signes  de  -j^ 

doivent  être  pris  dans  un  ordre  inverse  quand  l'or- 
donnée est  négative  ,  et  que  parconséquent  :  une 
courbe  est  concave ,  ou  convexe  vers  l'axe  des  asbcisses 
.  selon  que  P ordonnée  et  son  coefficient  différentiel  du- 
second  ordre ^  sont  de  signes  contraires  ou  de  même 
signe, 

65.  Connaissant  par  le  coefficient  ^ ,  l'angle  MTP, 

rien  n'est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  MT*, 
FïG.  ^'Jlg.  1  ;  mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sous- 
tangente  PT,  qui  se  calcule  en  observant  que 

PM     dy  ,          -,^      PM.àx     yàx 
77?»=  j     donne  PT=:  —3 ='V"* 

PT    dx  4y       4y 

Le  triangle  PMTy  rectangle  en  T,  donne  la  tangente 


MT—\fpM^  PT^y  \/^  1  + 


dx^ 


La  considération  des  triangles  semblables  PMT  et 
PMR  i^Trig.  1652),  donne  la  sounormale 

T^i^^PM      ydy 

Le  triangle  PMR  y  rectangle  en  P,  donne  la  nor-^ 
maie 


ircntielle  première  comme  infiniment  petite  à  l'e'gard  de  l'ordonnée  j 
la  différentielle  seconde  comme  infiniment  petite  à  Tegard  de  la 
différentielle  première ,  et  ainsi  de  suite.  D'après  ce  principe,  il 
négligeait  les  unes  par  rapport  aux  autres ,  ce  q^u'il  faut  faire  en 
effet  lorsque  Toa  veut  passer  aux  limites. 
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66.  Voici  maintenant  quelques  applications  de  ces 
formules  : 

!•* équation  générale  des  lignes   du   second   degri 
étant 

^      ,         y=:7iix  +  7ix*(7Vig.  i48), 
on  a 

dy 77i4-27i.r m+a/w; 

et  on  tire  de  là 

pjy ydx Q(mx  -}■  nx*) 

dy  m  4"  ^"^ 


^=^1/'+^=1/-+-+<Sf^" 


dx  a 


il/fl 


=y|/^  i+g^=/7nx-f-7iar»-f-f  (zn-f-a/ix)»-, 


Dans  le  cas  où  zi  =  o ,  la  courbe  devient  une  para-< 
bole  (  Trig,  1 14  )  >  et  alors  on  a  seulement 

PRz=—^  MR  =  /tilt+^V 

On  déduirait  de  ces  valeurs ,  les  résultats  et  les  cons- 
tructions indiqués  dans  l'application  de  FAlgèbre  à  la 
Géométrie,  pour  les  lignes  du  second  degré. 
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Dans  Ja  courbe  représentée  par  Téquation 


on  a 


,  dy ay  —  jc^ 

dx       j*  —  ox  ' 

on  trouvera 

ay  — oc^  ay  —  a:*    * 

valeur  qui  se  construira  facilement ,  lorsqu'on  aura  assi- 
gné celle  de  x  et  déterminé  celle  de  j^  (  Trig.  G4). 

£j.  Il  est  souvent  plus  commode,  et  surtout  plus 
élégant ,  de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  {Trisç.  i^S).  Pour  obtenir  celle  delà 
première ,  }e  vais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignes  se  touchent.  En 
considérant  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux  points 
Fie.  I.  MetM^Jig.  1,  communs,  il  est  évident  que  leurs  équa- 
tions doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l'ordonnée 
PM  et  de  la  différence  M'Qy  correspondantes  à  l'abs- 
cisse AP  et  à  son  accroissement  PP*,  Si  donc  on 
entend  par  j:  3  y  M^  coordonnées  particulières  au  point 
M  dans  la  courbe  proposée ,  et  qu'on  désigne  par  x' ,  y\ 
Celles  des  points  quelconques  de  la  ligne  qui  la  coupe 
en  M  et  en  M' ,  on  aura  pour  ces  deux  point» 

La  seconde  équation  est  divisible  par  h  ,  et  lorsqu'on 
en  prend  la  limite,  en  supposant  A  =  o ,  elle  se  réduit  à 

dx'       d-c  ' 
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mais  dans  cette  hypothèse  les  deux  points  d'intersection 
se  réunissent  en  un  seul  qui  devient  un  point  de  contact 
pour  les  lignes  proposées^  puisqu'elles  n'ont  plus  que  ce- 
lui-là de  commun.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes 
fie  touchent^  on  sl,  pour  le  point  de  contact  seulement^ 

y —y  '  do/    dx 

Lorsqu'il  s'agit  de  la  ligne  droite  dont  l'équation  est 
de  la  forme 

y'  =  Ax'  +  B{^  Trig.  83),  et  donne  ^z=A, 

on  a ,  pour  le  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
proposée , 

d'où  on  conclut 

D'après  cette  équation ,  celle  de  la  normale ,  qui  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  et  qui  passe  par  le  point 
jlfsera 

/-:>'=— ^C^'-^)  (7-'-%.  86). 

Pour  le  cercle  donné  par  l'équation 

on  trouve 

dx-     y' 
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réquation  de  sa  tangente  sera  parconséquént 
oc 

ou  yy  -j-  xa/  =  a*  , 

puisque  j^  +  a;*  =  a*. 

L*équation  de  la  normale  devient 

y— ^=|(a/— x), 
et  se  réduit  à 

ce  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cercle  passent 
par  son  centre  qui  est  ici  l'origine  des  coordonnée» 
(  TV/g-.  83  ) ,  et  ce  qui  doit  être  en  effet ,  puisque  les 
normales  d*un  cercle  ne  sont  autre  chose  que  ses  rayons. 

La  tangente  de  la  courbe  donnée  par  1* équation 

oc?  -*  Zaccy  +^^  =  o , 

a  pour  équation 

flV — X* 


en 


y  y  —  axy  — y  -f-  aocy = ayx'  — x^x' — axy+  x^- 

Si  Ton  met  pourj^^  sa  valeur,  et  qu'on  réduise,  oa 
obtiendra 

(^*  —  ax)y +  (a?*— ay)  x'z=.axy.  . 

G8.  Si  on  se  proposait  de  mener,  par  un  point  donné 
pris  hors  d'une  courbe,  et  dont  a.  serait  l'abscisse  et  ^ 
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rordonnée ,  une  tangente  à  cette  caurbe ,  il  est  évident 
qu'il  faudrait  substituer  «t  au  lieu  de  jj/,  et  jS  au  lieu  dej^, 
dans  l'équation  de  la  tangente ,  qui  deviendrait  alors 

et  servirait,  conjointement  avec  l'équation  de  la  courbé 
proposée ,  à  déterminer  les  coordonnées  x  et  y  du  point 
de  contact. 

Je  prends  le  cercle  pour  premier  exemple;  l'équation 
dé  sa  tangente  étant 

yy^  +  xxf  =  a*  (n® précéd.  ) , 
on  aura 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle  déter- 
minera les  coordonnées  x  et  y  des  points  de  contact  , 
ou ,  çç  qui  revient  au  même ,  ces  pointsuseront  à  la  ren- 
contre du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  l'équatiou 

!8y-f  «fca7  =  a*  (TVfg-.  no). 

Dans  la  courbe  correspondante  à  l'équation 

a?  —  Zaxy  +^'  =  o , 

le  point  de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l'intersec- 
tion de  cette  courbe ,  avec  la  ligne  du  second  ordre  ré- 
sultante de  l'équation 

Gg.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe 
donnée ,  et  qui  soit  en  même  temps  parallèle  à  une 
droite  donnée  de  position ,  ou  qui  fasse ,  avec  Taxe  des 
«bscisses,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 


\" 
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par  a ,  il  suffira  de  poser  -^-izia^  Trig.  85)  ;  combî- 

nant  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  proposée , 
on  déterminera  les  valeurs  de  x  et  dey ,  qui  conviennent 
au  point  de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole 
ordinaire  y  on  aurait 

.  dy        m 

ce  qui  donnerait 

m  m 

y  =  —  et  a:  =  -r-r-. 

70.  Dans  tout  ce  qui  précède  ,  les  coordonnées 
œ  et  y  ont  été  supposées  perpendiculaires  entr*elles  ; 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  quand  même  elles  fe- 
raient un  angle  quelconque ,  le  rapport  de  ifefÇ  à  MQ , 
aurait  encore  pour  limite  celui  de  PMk  PT\  l'équation 
de  la  tangente  n^  changerait  pas  de  forme.  A  l'égard 
de  MT,  de  MR  et  de  PR,  on  trouverait  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MPT  y  MTR  et  MPR  , 
dans  lesquels  on  connaîtrait  toujours  ou  un  angle  et 
deux  côtés  ^  ou  deux  angles  et  un  côté. 

71.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d'une  courbe  proposée  ,  lorsque  le  point  de  contact 
s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'originje  des  coordonnées  , 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a ,  comme  l'hyper- 
bole ,  des  lignes  droites  pour  asymptotes  (  Trig,  i54) , 
et  déterminer  leur  position. 

FiG.  3.  ©n  voit  en  efiFet  que  dans  une  courbe  MX,fig.  3 , 
qui  a  une  asymptote  RS  y  à  mesure  que  le  point  M 
s'éloigne  de  l'origine,  la  tangente  MT  s'approche  de 
l'asymptote ,  et  les  points  T  et  D  marchent  respective- 
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ment  vers  les  points  RetE,  ensorte  que  AR  et  AE  sont 
des  limites  que  les  valeurs  de  AT  et  de  AD  ne  sauraient 
franchir ,  ni  même  atteindre ,  mais  dont  elles  peuvent 
approcher  autisi  près  qu'on  voudra.  Il  suit  de  là  que  pour 
trouver  si  une  courbe  a  des  at^yniptoles  >  il  faut  chercher 
«i  les  expressions  de  AI'  et  de  AD,  relatives  à  cette 
courbe ,  sont  susceptibles  de  limites  ;  et  lorsque  cela 
arrivera^  ces  limites  étant  con&truites ,  donneront 
les  deux  points  A  et  £ ,  par  lesquels  on  mènera  la 
droite  RS ,  qui  sera  l'asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  AT  et  de  AD  se  tirent  de  celle 
de  PT',  la  première,  en  observant  que  AT=::  AP — PT\ 
la  seconde^  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT\OTi  les  déduit  aussi  de  l'équation  de  la  tangente 
en  faisant  successivement  j^'  ==  o  et  ;j/  =  o  (  Trig,  83  ) . 
On  trouvera 

7a.  Ce  qui  précède  étant  appliqué  à  l'équation 
conduit  à 


AT 


zz^x —     ■     ■/  =^'    ■"■■■ 


.^             mx4^9nx*^                mx 
^£/=y— —  — '^ 


^y  ayinx-^nj;^ 

Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouyant  être 
mis  sous  les  formes  ^ 


Tïl  Tïl 


leurs  limites  respectives  ^  dans  le  cas  où  on  suppose  x 
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inlini^  sont  « 

Si  n  étaît  nulle ,  les  expressions  de  AT  et  de  ALf 
deviendraient  infinies  en  même  temps  que  Xy  et  la 
courbe  proposée  n'aurait  point  d'asymptotes  ;  elle  n'en 
aura  pas  non  plus ,  lorsque  n  sera  négative ,  parcequ'alors 
son  équation  n'admettra  point  pour  x  une  valeur  infinie. 

Dans  la  courbe  représentée  par  l'équatioii 

x^  —  Sojy  +^  =  o  ; 
on  a 

x^  —  ay  y*  —  ax 

pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  ex- 
pressions ,  à  mesure  que  y  augmente  ,  il  faudrait 
substituer  au  lieu  de  y  la  limite  vers  laquelle  il  tend , 
et  connaître  parconséquent  l'expression  àe  y  en  x  \ 
mais  on  peut  suppléçr  à  cette  expression ,  dans  l'exemple 
présent ,  par  un  artifice  analytique  fort  simple.  Si  on 
fait  xz:=Lty  y  l'équation  proposée  devient  divisible  par 

y*  ;   on   en  tire  y  :=  3  ;  et  il  est  facile  de  voir 

alors  que  la  supposition  de  ^  =  —  i ,  rendra  y  infini , 
et  donnera  x  =  — y.  En  changeant  x  en  — y  dans 
les  expressions  àt  AT  et  à.e  AD  y  puis  prenant  les 
limites,  on  aura 

AR=—a=AE\ 

« 

.  et  menant  par  les  points  R  et  E  y  Jlg.  4  >  construits 
avec  les  valeurs  précédentes ,  la  droite  RE  /  elle  sera 
l'asymptote  des  branches  AY  et  AZ. 
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73.  Si,  Tune  des  quantités  AR  ou  AE  restant  finie, 
Fautre  devenait  infinie ,  il  est  évident  que  l'asymptote 
serait  parallèle  à  Taxe  sur  lequel  se  trouve  cette  dernière* 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 
avoir  la"  courbe  proposée  ,  il  faut  donc  faire  successi-* 
vement  x  infini  ely  infini ,  et  substituer  dans  les  expres- 
sions de  AT  et  de  AD ,  chacun  des  résultats  différens 
que  donnent  Tune  et  l'autre  hypothèse.  Lorsque  AT  et 
AD  seront  toujours  ^finies  en  même  temps  ,  on  en 
conclura  que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptote. 

n  pourrait  arriver  que  Ces  quantités  fussent  toutes 
deux  nulles  :  dans  ce  cas,  la  courbe  aurait  pour,  asymp- 
tote une  droite  menée  par  l'origine  des  coordonnées  ; 
mais  comme  on  n'en  .connaîtrait  alors  qu'un  point ,  il 
faudrait  en  chercher  la  direction ,  et  pour  cela  on  pren- 
drait la  limite  de  l'expression  •«*- ,  iqui  représente  la 

tangente  de  l'angle  MTP  (  64)  ,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  courbe ,  et  ^n  aurait  la  tangente  de 
Tangle  SRD. 

r 

y/^.  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose 
évidente ,  qu'i//»  petit  jçtrç  de  courbe  peut  être  pris  pour 
saçorâey  c'est-à-dire  que  le  rapport  de  Vanc  ft  desa 
corde  a  pour  /imité  Punité,  Cette  proposition ,  très-im- 
portante \  a  néanmoins  ;besQin  d'être  démontrée  ^  et 
peut  l'être  pomme  il  suit. 

'  Le  triaijgle  rectangle  MM'Q,  fig.  5,  donp?.         «c.  5. 

"MM'  =yî^  +  J6r^; 
on  a  de  plus  (Ga),  '  ,       ■ 

,/?=.,  «'ç=.^i+^i+ .... 

Cale,  dijf,  G 


9?  TRAITÉ     ÉLÉMENTAIRE 

On  peut  mettre  ce  développement  sous  la  forme 

;    ■  ip+Ph)h, 

en  faisant 

T^a f-j^ 5  +  etc.=PA*et  :fr=p; 

dx^i.2      dur*  1.2.3^  dx     -^ 

on  obtiendra 

MM'=:i\/h^^{p  +  Phyh^  =  h\/i  +  (ip^-Phy: 
Menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  trouvera 

NQ  —  MQtan^NMQ=^h=ph  (64) 

M'iN^==A^O— iR/'0==  — ^  — —  etc.==  — PA»^ 
et  on  conclura  de  là 

.  MM'-    ~h)/i  +(^p+phy'^  \/i+(j,^phy  * 

rapport:qui  jel  pour  limite ,  > .      .  ... 

MaisTatc  MO  M'  est  toujours  compris  entré  la  corde 
MM'  et  lia'ligne  bridée  MiV-j^M^A^;  donc,  à  plus  forte 

'  MÔM'    '^     '    ,.  ".    -,  '  ,  ,    •  ■ 
raison,  le  rapport    ^^^   a  pour  limite  lumte. 

75.  n  e^t  évident  quç  l'arc  d'une  courbe  est  une 
fonction  dëTabscisse;  et  pour  avoir  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  cette  fonction ,  il  faut  chercher  la  limite  du 

MOM'     '      ' 
rapport       p,    -,  or  on  a  . 

MOM'  _  MM'       MOM' 
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Substituaiit  la  valeur  du  premier  rapport  du  second 
membre  y  faisant  A  =  o  pour  passer  à  la  limite  y  le 
deuxième  rapport  deviendra  Tunité ,  et  l'on  aura.  (8) 

\^  i  -^pr^  ;  si  Ton  nomme  donc  z  l'arc  CM  y  il  viendra 


ê=l/^+S   «"    d.=V^dz.  +  dy«. 


dz 
dx 
Le  cercle  dont  l'équation  est 


_  i 

donnant 

3CÔ.JC 

xdr+j^dy=o,     ou    dy= 


il  vient 


dz=lX^ 


j  .  .  a:*dr*       dx ,  /-r— : — : 


adjc  odr 


résultat  qui  rentre  dans  celui  du  n^  35  >  lorsqu'on  sup- 
pose a  =  1 . 

76.  La  difTérentielle  de  l'aire  du  segment  ACMP 
d'une  courbe  s'obtient ,  en  observant  que  le  rapport 
des  rectangles  PFQM  et  PPM'N,  fig,  6,  qui  ont  fio.  6- 

P'M' 
même  base ,  est  égal  à  -pjnr  t  et  que  sa  limite  est  par-» 

conséquent  l'unité.  Il  suit  de  là  que  le  trapèze  curvi- 
ligne PP'MM'y  toujours  compris  entre  les  deux  rec- 
tangles dont  on  vient  de  parler ,  et  représentant  l'ac- 
croissement que  reçoit  le  segment  ,ACMP  lorsque  l'abs- 
cisse augmente  de  PJP',  tend  sans  cesse  à  devenir  égal 
au,  rectangle  PP'QMy  ou  que  le  rapport 

PPM' M         PFM'M        i 

P^XrPM~    p^    ^'p^ 

G  a 
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a  pour  limite  Tunité.  En  nommant  donc  s  la  fonction 
de  X ,  correspondante  à  Taire  ACMP ,  on  aura  pour 
^a  limite  (8) 

PP'MM' .      as 


et 


d^         1  -  _ 

j-  X  -  =  1  ou  d^  =  yor. 

ûx       y  *^ 

Dans  le  cercle 


di  =  Ax  v/a*  —  od"  ; 

ainsi ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  l'expression  al- 
gébrique du  segment  circulaire ,  on  parvient  à  celle  de 
sa  différentielle  par  la  considération  des  limites. 

Rechacdhe    des   points    singuliers    des 

courbes. 

77.  On  appelle  points  singuliers  d'une  courbe  ceux 
dans  lesquels  elle  offre  quelque  circonstance  remar- 
quable ;  et  le  calcul  différentiel  fournit  des  moyens 
'    très-simples  pour  en  reconnaître  l'existence,  et  en  dé- 
terminer la  position.  ' 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  ^=2^,  qui  exprime  la 

tangente  de  l'angle  M7!P  (G4);  est  nul,  il  s'ensuit  que 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  M  est  parallèle 
à  la  Ugne  des.  abscisses,  et  s'il  change  de  signe  après  ce 
point  la  tangente  incline  alors  du  côté  de  l'ordonnée 
opposé  à  celui  ou  elje  inclinait  d'abçrd.  L'inspection 
3FIG-  7  des  deux  figures  7  etÂ,  montrç  que  dans  ce  cas,  l'or- 
^^  ^'  donnée,  apjçès  avoir  atteint  une  certaine  grandeur ,  vient 
à  diminuer  (fig-  ?)>  ou  bien  qu'après  avoir  diminué 
jusqu'à  certain  point,  elle  vient  à  croître  (;î^.  8). 

La   première  circonstance  répond  évidemment  au 
maximum  de  l'ordonnée  j',  et  la  seconde  à  «on  mini^ 


\ 
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mum.  Quand  Tun  ou  Fautre  ont  lieu ,  on  a  donc  éga- 

dy 
tément  -^^  ==  o  ^  ^si  que  le  montrent  les  considérations 

analytiques  (48). 

78.  Les  considérations  géométriques  prouvent  aussi 
que  ce  caractère  ne  convient  pas  seulement  aux  pdbits 
où  il  y  a  maximum  ou  minimum  y  mais  qu'il  a  encore 
lieu  dans  d'autres  circonstances.  Quoique  la  tangente 
au  point  M  de  la  figure  9  soit  parallèle  à  la  ligne  des  ^^^ 
abscisses,  ce  point  ne  correspond  pourtant  pas  à  un 
maximum ,  parcequ*au-delà  l'ordonnée  continue  à 
croître  ;  mais  il  faut  remarquer  que  la  concavité  de  la 
courbe,  d'abord  tournée  vers  l'axe  des  abscisses,  ou 
placée  au-dessous  de  la  tangente  ,  est  ensuite  tournée 
du  côté  opposé.  Cette  circonstance  est  ce  qu'on  appelle 
une  inflexion ,  et  le  point  M  est  un  point  d'inflexion  ; 

elle  se  remarque  parceque  lé   coefficient  j^  change 

de  signe  avant  et  après  le  point  M  (64)  •  Elle  se  recon- 
naît encore  en  cherchant  la  position  de  la  courbe,  par 
rapport  à  sa  tangente ,  avant  et  après  ce  point. 

L'équation  de  la  tangente  étant  en  général 


(y-:y)  =  ^(x'-a:)(67). 


on  aura ,  en  faisant  x' =  07 +'' > 
eu 

pour  Texpression  de  JP'iV',  ^g.  lo,  qui  est  Tordonnée  dcnc.  i«. 
lia  tangente  correspondante  au  point  P'  dont  l'abscisse 
estx  +  A;  mais  puisque^  est  une  fonction  de  x,  on 
«lira  (  ai  )  pour  P'Af"  cette  série 

G  5 
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d*où  on  déduira 

Prenant  sur  Taxe  des  abscisses  un  point  P ^  en  ar- 
rière du  point  P,  et  dont  Tabscisse  soit  x  —  A ,  on  trou- 
verait de  même 

'     '        '    '       dx*  i.a       dx^  1.2.3  ' 

d*y 
Il  est  évident  maintenant  que  si-r-^-:=:o  ,    les  deux 

différences 

PM'-^N^     g-^  +  etc. 

P,i./,^P,A^,=-g-^  +  etc. 

seront  de  signes  contraires  >  au  moins  lorsqu'on  pren- 
dra A  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  de  la  série 
soit  plus  grand  que  la  sonmie  des  autres  (  4^  )  ;  ainsi 
la  courbe  proposée ,  après  avoir  été  au-dessous  de  sa 
tangente ,  passera  au-dessus ,  et  vice  versa, 
TiG.  g.      Il  y  aura  donc  au  point  M,  fig.  9 ,  inflexion  et  non 

d*y 
pas  maximum  ou  minimum  ,  si  -i—-  y  devient  nul  en 

même  temps  que  -^ ,  et  en  général  si  le  premier  des 

coelGciens  différentiels  qui  ne  s'anéantissent  pas  est  d'un 
ordre  impair.  Telle  est  la  signification  géométrique 
des  caractères  analytiques  indiqués  dans  le  n?  49* 

79.  Il  peut  y  avoir  inflexion  dans  des  points  où  la 
tangente  n'est  pas  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  et  où 

l'on  n'ait  pas  parconséquent  -3^  =  o  ;  mais  le  carac- 
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tère  de  ce  point  est  toujours  le  changement  du  signe  de 

gX  par  rapport  k  y^ 

•  Il  est  évident  que  toute  quantité  entière  ne  peut 
changer  de  signe  qu*en  passant  par  zéro  ',  mais  une 
quantité  fractionnaire  peut  aussi  changer  de  signe  en 
passant  par  Finfini ,  ainsi  que  cela  arrive  à  rexpresaion 

-,  qui  devient  successivement 

a    a        et 

lorsqu'on  y  fait  x  =  i,  x=o,  xz=z — bi  on  peut 
donc  conclure  de   ce  qui   précède  ,    que   pour    un 

point  d'inflexion^^  est  nul  ou  infini;  mais  il  ne  faut 

pas  renverser  cette  proposition. 

80.  Quand -^  au  lieu  de  s'évanouir  devient' infini. 
ax 

l'ordonnée  devient  tangente  comme  enEyJig^  1 1  ;  cette  "^*  " 
circonstance  répond  à  une  limite  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  abscisses ,  c'est-à-<Iîre  à  un  maximum  ou  k  un 
Ttunimum  de  l'abscisse ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  eu  ce  point 
une  inflexion  dans  laquelle  la  tangente  soit  perpendi- 
culaire à  la  ligne  des  abscisses. 

81.    On    a   vu  ,,  n**  55  >  ^u®  j^  devenait    infini 

lorsque  quelque  radical  disparaissait.  Il  faut  remar- 
quer qu'alors  pour  ime  seule  valeur  de^ ,  le  change* 
ment  de  cette  fonction  doit ,  contre  la  règle  ordinaire  , 
avoir  plusieurs  valeurs;  car  sans  cela  on  n'en  retrouverait 
plus  le  nombre  que  comporte  le  degré  de  la  fonc- 
tion 9.  et  qui.  doit  demeurer  toujours  le  même,  l'égalité  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ne  pouvant  être  qu'instantanée. 
Cette  circonstance  se  trouve  au  point  E  ,  oà  il  est 
visible  que  pour  l'abscissef  ^c ,  consécutive  â  ^C,  la 
courbe  a  deux  ordozmée»  ^  et  que  parconséquent  la 


\ 
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même  ordonnée  CE  a  deux  différences,  lune  ce' — CE , 
et  Tautre  CE — ce. 

li  en  arrive  autant  au  point  G  où  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupeirt  ;  l'ordonnée  particulière  FG 
a  auâisi  pour  le  même  accroissement  d'2d)5cisse  Ff  deux 
différences,  l'une  fg'-^FGy  l'autre  FG — fg-y  mais 
dans  les  autres  parties  de  la  cduirbe,  une  même  ordonnée 
n'a  pour  chaque  accroissemeat  d'abecisse  ^*une  seule 
différence. 

Les  points  qui  sont  l'intersection  de  plusieurs  branches 
comme  G,  ou  la  réunion  de  deux  branches  GJIE  et 
Gjy E ,  comme  E ,  sont  nommés  points  multiples.  On 
les  reconnaît  pm'cequ'une  seule  ordonnée  a  pour  une 
même  abscisse  plusieurs  différentielles,  ce  qui  fait 
<jue  le  coefficient  différentiel  y  devient  infini.  Il  peut 
aussi  s  y  montrer  sous  la  forme  f ,  et  cela  arrive  tou- 
jours lorsque  son  expression  contient  en  même  temps 
les  deux"  varioles  x  et  y. 

Dans  chacun  de  ces  points  la  courbe  a  plusieurs  tan- 
gentes. En  G,  par  exemple ,  elle  en  a  deux  bien  dis- 
tinctes ;  en  E  elle  en  a  encore  deux,  mais  réunies  en  une 
seule  y  qui  est  la  limite  de  celles  de  la  branche  supérieure 
Gl/E  et  de  celles  de  la  branche  inférieure  GDE. 

82.  Les  points  faiultiples  prennent  quelquefois  deux 
formes  particulières  auxquelles  on^  a  donné  le  nom  de 
rebroussemeàî ,  parceque  les  branches  de  courbe  qui 
s  y  rencoJQtrent  ne  s'étendent  pas  au-delà.  Celui  de  la 
TTC.  la  Gg.  1  a  ,  dans  lequel  les  deux  branches  s'opposent  leur 
*^  convexité ,  est  le  rebroussement  de  la  première  espèce  ; 
et  celui  de  la  fig.  i3,  dane  lequel  les  deux  branches 
tournent  leur  concavité  du  même  côté,  est  le  rebrous^ 
sèment  de  la  seconde  esjsièce. 

Ces  points  n'ont  qu'une  seule  tangente  ,  mais  qu'on 

'doit  regarder  comme  ^oi^le ,  ainsi  que  celle  du  point  E 

dans  la  %  du  n"*  précédofir;  «t  ils  se  distinguent  des 
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autres  points  multiples  par  la  marche  que  tient  la  courbe 
avant  et  après ^  àTégard  dé  sa  tangente,  et  qu*on  peut 

reconnaître  par  le  signe  du  coefficient  -r^  (64)>  ^^ 

prenant  successivement  pour  x  des  valeurs^  l'une  plus 
grande  et  l'autre  plus  petite  que  l'abscisse  qui  corres- 
pond au  point  multiple  qu'on  se  propose  d'examiner. 

83.  Tout  ce  qui  précède  peut  être  réduit  à  cette  règle 
aussi  simple  que  sûre  ion  obtiendra  généralement  Vindi^ 
cation  de  F  abscisse  à  laquelle  répond  un  point  singulier, 
en  cherchant  dans  quels  cas  les  coefficiens  différentiels ,  à 
partir  d'un  ordre  quelconque,  des/iennent  nuls  ou  infinis 
ou^:  l'on  assignera  l'espèce  du  point,  i**.  en  examinant 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  à  ce  point  , 
et  si  elles  s'étendent  ou  non  en~deçàxt  aur^elà  ;  2®.  en 
déterminant  la  position  de  leur  tangente  ;  3'.  le  sens 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concavité  ou  leur  cour- 
vexité, 

84.  On  rencontre  dans  la  famille  de  courbes  repré- 
sentées par  l'équation  très-simple , 

y'='b  4-  c  (x  —  a)"*, 
des  exemples  de  presque  toutes  les  particularités  indi- 
quées précédemment  ;  et  leur  discussion  est  bien  *propre 
à  éclaircir  la  règle  ci-dessus. 
L'expression 

g^  =  77i(m— 1) (m  — n+  1  )  c  (a?— a)"-»  , 

lorsqu'on  y  fait  a:  =  a ,  s' évanouissant  pour  tous  les 
cajkoù  771^  n  ,  et  devenant  infinie  dans  ceux  oÙ77i<^n^ 
il  en  résulte  que  l'abscisse  a  répond  à  un  point  singulier. 

L'exposant  m  peut  être  positif  ou  négatif,  plus  grand 
ou  moindre  que  Tunité  :  je  le  supposerai  d'abord  po- 
sitif et  >  1. 

S'il  est  un  nomber  pair  ^  ou  fractionnaire ,  mais  de 
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numérateur  pair  ,  on  trouve ,  i*».  soit  qu'on  prenn« 
oc<Zaoux^à,\a  même  v^eur  pour  y  ;  la  courbe 
s^étend  donc  sur  les  abscisses  qui  précèdent  et  qui  sui- 
vent a,  et  il  ne  passe  qu'une  seule  branche  par  le  point 
qu'on  examine, 

2**.  Par  l'expression 

dy 

qui  s'évanouit  quand  ar=a ,  on  voit  que  la  tangente» 
à  ce  point ,  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses. 

3°.  Si  on  fait  alternativement  a?<;a  et  ar>a  dans 
la  valeur  de 

d»y 

et  qu'on  observe  ^  que  y  d'après  Thypothèse  établie  , 
l'exposant  m — a  est  encore  un  nombre  pair  bu  un  nom- 
bre fractionnaire  de  numérateur  pair  ,.  on  reconnaîtra 
que'  ce  coefficient  différentiel  conserve  le  même  signe 
dans  les  deux  cas ,  comme  Tordonnée  y ,  et  que  par- 
conséquent  la  courbe  tourne  sa  concavité  du  même  côté 
avant  et  après  le  point  qu'on  examine.  Son  cours  auprès 
Fie.  14.  de  ce  point ,  est  donc  un  de  ceux  que  représente  la  fi- 
gure 14  ;  le  premier ,  si  c  est  négatif,  et  le  second  dans 
le  cas  contraire. 

Si  l'exposant  m  est  un  nombre  impair,  ou  fractionnaire, 
mais  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  tous 
deux  impairs,  l'ordonnée  pour  chaque  abscisse  nk 
qu'une  seule  valeur  ;  et  en  prenant  a; <[ a  et  ar]>«^.on 
trouve  pour  j^  deux  valeurs  réelles  :  la  courbe  s'étendra 
encore  avant  et  après  Jte  point  qu'on  examine,  et  il  ne  pas 
sera  qu'une  branche  à  ce  point.  La  tangente  est  toujouBs 
parallèle  à  la  ligne  des  abscisses  ;  mais  l'exposant  m —  «2 
étant  alors  ou  un  nombre  impair  ou  fractionnaire  de 
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numérateur  et  de  dénominateur  impairs  ^  le  coefficient 

v2L  changera  de  signe  lorsqu'on  y  fera  X'^aetx^a\ 

la  courbe  ne  tournera  parconséquent  pas  sa  concavité 
du  même  côté  avant  et  après  le  point  qu'on  examine  :  ce 
point  sera  donc  une  inflexion  comme  dans  la  fig.  i5.    "û*  *5' 

Enfin ^  si  l'exposant. m  est  un  nombre  fractionnaire 

dont  le  dénominateur  soit  pair,  la  quantité  (a;  —  a)*^ 

étant  alors  susceptible  des  signes  ±: ,  l'ordonnée  ^  a 

pour  chaque  abscisse  deux  valeurs  réelles  quand x^ a ^ 

et    imaginaires    quand   a7<^a;    il   passe    donc  deux 

branches  de  courbe  par  le  point  qu'on  examine  ;  mais 

qui  ne  s'étendent   que  d'un  côté.  Leur  tangente  est 

encore  parallèle  à  l'axe  des  abscisses.  Le  coefficient 

d*v 

-f^  a  deux   valeurs    de    signes  differens ,  tandis  que 

celles  de  l'ordonnée  sont  de  même  signe.  Il  suit  de  là 
qu'une  des  branches  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des 
abscisses ,  et  l'autre  sa  convexité  ,  ainsi  que  le  montre 
la  figure  16  ,   ce  qui  produit  un  rebroussement  de  Islvig.  16. 
première  espèce.  . 

3®.  Si  l'exposant  m  ^1  ^  comme  on  aurait  alors 

d^ me 

dx       (j: — û)»""" 

la  valeur  a:  ■=  a  rendrait  ce  coefficient  différentiel  infini  ; 
la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point  où  x=a,  serait 
perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses.  On  trouverait ,  par 
des  considérations  semblables  aux  précédentes,  que  le 
point  C  est  une  limite  de  la  courbe  suivant  l'axe  des 
abscisses ,  lorsque  m  est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  impair,  et  1^  dénominateur  pair  ;  que  ce  point 
est  un  rebroussement  lorsque  le  numérateur  est  pair 
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enfin  une  inflexion  lorsque  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur sont  tous  deux  impairs  (*). 

L'ordonnée  j^  deviendrait  infinie^  et  se  changerait  en ' 
asymptote ,  si  l'exposant  m  était  négatif. 

85.  La  courbe  repré»entée  par  Féquation 

offre  un  exemple^  du  rebroussement  de  la  seconde  es- 
pèce (82).  Dans  cette  courbe , 

Pour  savoir  si  elle  a  quelque  point  singulier,  il  faut 
chercher  si  quelqu'un  des  coefficiens  différentiels  de  la 
fonction  y  ne  devient  paa  nul  ou  infini.  On  obtient 
d'abord 

ày  ^5   !  dV  .531 

«        ax  2  ax  2  2 


le  premier  de  ces  résultats  s'évanouit  quand  3C=:o,  le  se- 
cond se  réduit  à  a  ;  et  Ton  voit  ensuite  que  le  troisième 
coefiicient  différentiel , 

àx^  a    2    a         ' 

devient  infini  dans  ce  cas  :  le  point  correspondant  à  orrro, 
est  donc  un  point  singulier.  Il  est  d'abord  évident  que 
ce  point  est  une  limite  de  la  courbe  qui  ne  s'étend  pas 


PiG.  17      (*)  /^®  rebroussement  de  la  fig.  17  pourrait  à  la  rigueur  être  pris^ 
et  xé.  pour  ua  maximum ,  et  celui  de  la  fig.  x8  pour  un  minimum. 
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du  côté  des  abscisses  négatives ,  puisque  le  terme  x^ 
devient  alors  imaginaire.    Les  valeurs  du  coefficient 

d*y 

T*^  sont  toutes  deux  positives  quand  x  est  très-petit 

et  de  même  signe  que  celles  de  y  ;  les  deux  branches 
de  la  courbe  tournent  donc  en  même  temps  leur  con- 
vexité vers  Taxe  des  abscisses  AB ,  Jig.  i3  :   elles  serio.  i5. 
touchent  au  point  A ,  car  elles  y  ont  pour  tangente 

commune  Taxe  AB ,  puisqu'à  ce  point  -^  =  o.  Il  ré- 
sulte de  l'ensemble  de  ces  caractères  que  la  forme  de 
la  courbe  en  ce  point  est  telle  que  la  représente  la 
figure. 

Les  exemples  précédens  ne  se  rapportant  qu'à  des 
points  singuliers  dû  les  branches  de  la  courbe  se  touchent, 
ne  donnent  lieu  qu'à  une  seule  tangente;  la  courbe  cor- 
respondante à  1*  équation  ay==v/a*x* —  a:+dun**  5a  pré- 
senterait au  point  où  x  =  o,  deux  branches  qui  se  cou- 
pent en  deux  tangentes  ;  mais  je  ne  m'arrêterai  point  à 
cet  exemple ,  parceque  plus  loin  j'en  développerai  ua 
autre  qui  offrira  la  même  circonstance. 

86.  Les  courbes  so^t.  accompagnées  quelquefois  de 
points  isolés  qui  ont  1q  caractère  des  points  multiples;  mais 

on  les  en  distingue-^  parceque  le  coefficient  différentiel  -^ 

prend  pour  les  premiers  use  valeur  imaginaire. 

Soit  l'équation 
d'où  Ton  tire 


'  .»    _       ». 
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Le  coefficient  différentiel  devient  f  lorsque  07=0;  mais 
on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  en  supprimant  le 
facteur  x  y  commim  aux  deux  termes  de  la  fraction  : 
on  obtient 

dy Zx — aft 

dx~2^/û(^_^ 

faisant  alors  x  =  o  ^  il  en  résulte 


--  » 


dx  2V^— ai' 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  lijrpotlièse,  l'équation  proposée  donne 

y=o;  mais  cette  ordonnée,  qui  est  imaginaire  lorsque 

X  est  négatiJF,  redevient  encore  telle  j  usqu'à  ce  que  oc=.b\ 

]piG.  3o.ainsi  le  point  A  ^Jig^  ûo,  quoique  compris  dans  Téqua- 

tion  de  la  courbe ,  en  est  absolument  détaché. 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  points  cou" 
jugues;  ils  résultent  de  ce  qu'une  portion  finie  de  la 
courbe  proposée  s'évanouit  par  la  détermination  parti- 
culière de  quelque  constante  de  son  équation.  La  courbe 
représentée  par  l'équation 

ay^  —  x^ -\' (b — c)  x*  +  icj?=:o. 
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qui  donne 

x(x — h)  (x"+c) 


=±1/ 


a 


ao,  ut 
ua. 


offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  a  d'abord 
le  cours  représenté  dans la^g.  19;  la  supposition  de  c=:o 
réduit  la  partie  A  F  au  seul  point  A ,  Jig.  ao ,  comme  fig.  tç) 
on  Ta  vu  ci-dessus  :  elle  prend  la  fig.  2 1  lorsque  b=o ,  ^  l^ 
sans  que  c  s*évanoui«se ,  et  la  Jig,  2a  ^  si  Ton  fait  en 
même  temps  i  =  o,  c=o. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sont  pas  visibles  :  ce  sont  ceux  qui  résultent  d'uu 
nombre  pair  d'inflexions  qui  se  réunissent  en  une  seule. 
(  Voyez  pour  ces  points  et  pour  ceux  de  serpeniement 
dont  ils  dérivent  ^  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral^,  (*) 

Exemple  de  V analyse  d'une  courbe. 

87.  On  divise  les  lignes  en  différens  ordres  d'après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre,  parcequ'elle  représente  l'équation  géné- 
rale du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second  ou  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  degré ,  et 
ainsi  des  autres.  Newton  considérant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite  et  que  les  courbes 


('*'}  En  quittant  ce  sujet,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie 
dan8  4:e  qui  précMe,  pour  déterminer  1»  points  singuliers  des 
courbes ,  déjà  tracée  dans  le  premier  volume  du  Traité  du  Cal- 
cul différentiel  et  du  Calcul  intégral ,  et  la  règle  du  n»  83  ,  qui 
«s  trouve  dans  la  première  édition  de  cet  abrégé,  paraissent  ne  rien 
.laisser  à  désirer. 
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ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second  , 
divisa  ces  dernières  en  genres ,  et  nomma  courbes  du 
premier  genre  les  lignes  du  second  ordre ,  courbes  du 
deuxième  genre  celles  du  troisième  ordre  ,  et  ainsi  de 
suite. 

Les  lignes  d*un  même  ordre  se  subdivisent  en  e&pèces 
par  la  considération  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous 
les  degrés^  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  représentée  par  une  équation  algé- 
brique quelconque.  En  effet ,  supposons  que  cette  équa- 
tion étant  résolue  par  rapport  à  Tune  des  indétermi- 
nées qu'elle  renferme,  jr,  par  exemple,  fournisse  les 
différelîtes  racines  X' ,  X" ,  X*,  etc.  qui  seront  nécesr- 
sairement  des  fonctions  de  x  et  de  constantes  \  la  ques- 
tion se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations. 

y=X\       y  =  X",       y^X'.etc. 

lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  tant  positives  que 
négatives ,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X',  JCy 
X**  y  etc.  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  qui  représente  l'é- 
quation proposée. 

L'étendue  de  chaque  branche  s«ra  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  l'équation  qu'elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  X\  X",  X'^ \  etc.  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies ,  ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposer  x  infini ,  il  en  naîtra  des  branches  dont  le  cours 
sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indéfiniment 
de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à-Ia-fois. 

Une 
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tJne  branche  ne  s'arrête  que  parceque  Texpressioii 
de  son  ordonnée  devient  imaginaire  ^  mais  le  cours  de  la 
courbe  proposée  n'est  pas  interrompu  pour  cela  ;  il  ar** 
rive  seidement  alors  qqe  deux  branches  se  réunissent 
et  se  continuent  réciproquement.  On  s'en  convaincra  en 
observant  que  les  valeurs  imaginaires  de  y  sont  néces- 
sairement en  nombre  pair^  et  que  celles  d'un  même 
couple  ont  été  réelles  et  égales  avant  de  devenir  ima^- 
ginaires.  En  effet,  l'équation  proposée  pouvant  tou- 
jours se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré ,  si  on  représente  par j^ — aPy  4-  Ç = o  un 

de  ces  derniers^  on  verra  que  ses  racines,  P  ±:  [/P* — Q  ^ 
ne  deviennent  imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient 
plus  grand  que  jP ,  de  moindre  qu'il  était  d'abord ,  et 
,  qu'il  y  a  parconséquent  un  point  où  les  fonctions  de  x 
que  désignent  les  lettres  P  et  Q ,  sont  telles  qu'on  a 
P^=zQ^ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale ,  et  donne 
pour^  deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point ,  il 
arrivera  aussi  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  y  de- 
viendront égales. 

88.  Soit  l'équation. 

yf — sGay  +  iooa*x*  —  jc*  =  o. 

Cette  équation  résoluble,  soit  par  rapport  à j^,  loit 
par  rapport  à  x ,  donne  dans  le  premier  cas 

j^==  ±:  1/^48  a*  ±.  V/23o4a4  —  i  ooo^a;*  +  x*. 

En  discutant  chacune  des  valeurs  de  y ,  comme  on  l'a 
fait  à  l'égard  de  celles  de  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  indéterminées  (  TWg*.  107  et  suiv.)»  on 
pourrait  découvrir  l'étendue  et  les  limites  des  branches 

Cale.  diff.  H 
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dont  la  coûrb^  proposée  ôe  formç  ,  déterminer  lespointi 
où  elles  rencontrent  lés  axes  (  Trig.  81  ) ,  où  elles  se 
coupent"  ou  se  réunissent  ;  mais  Tapplication  du  Calcul 
difFérentiel  abrégera  beaucoup^  ces  recherches ,  et  aura 
Favants^e  de  montrer  comment  elles  peuvent  s'eiFeçtuer 
lors  même  que  l'équation  de  la  courbe  proposée ,  est 
id*ufl  degrâtrop  éleyé  pour  qu'on  puisse  obtenir  Texpregr 
•sion  générale  de  Fune  des  variables  par  le  moyop  de 

l'autre. 

,  ■        ■        . . 

89.  Pour  déterminer  les  limites  de  la  courbe  dans 
le  sens  des  ordonnées,  ou  découvrir' si jr  est  susceptible 
de  maxintilm  ou  de  minimum ,  od  examinera  dans  quel 
cas  ïè  coefficient  différentiel. 


dx        Y^  — 


dévient  ntil;  on  aura 

jj3  —  5oa*x  =  o , 

d'où  ar  =  o,  x=:±5a^2, 

La  première  valeur  de  x ,  substituée  dans  l'équation 
proposée,  donne 

y  =  o  ety^=±4a]/6 

Les  deux  valeurs  de_y  ,  égales  àzb^ûK  6,  donnent 
FiG.a3.  les  pohits  D  et  £/  ^Jig.  à3,  situés  l'un  au-dessus  d« 
l'axe  des  abscisses ,  l'autre  au-dessous ,  et  qui  sont  de 
véritables  Tnoxima.  On  s'en  convierait ,  soit  en  cher- 
chant ce.  que  devient  alors  -^^ ,  soit  «n  vérifiant  par 

rexproision  dey,  si  les  valeurs» des  ordonnées  qui  pré- 
cèdent et  qui  suivent  immédiatement,  sont  toute»  deux 

plus  petites  que  ^a\/6. 
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go.  Le  concours  des  deux  valeurs  x  =;?  o  ^  et jf  =  o , 

indique  le  point  A,  et  rend  en  même  temps  -yi  =  -• 

Pour  savoir  ce  que  signifie  cette  dernière  expression  qui 
caractérise  en  général  un  point  multiple ,  il  faudrait  re- 
courir au  procédé  du  n®  5S  ;  mais  on  peut  y  parvenir 
•en  cherchant  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre. 
Pour  cela ,  j'observe  que  la  différentielle  première  d^ 
Téqualion  proposée  est 

(/— 48a^)djr +(5oa»«  — x5)da?=o, 

«t  la  différentielle  seconde 

+  (5oa*— 3x^)dr*(~    • 

«t  que ,  dans  le  cas  où  x  et  y  «'évanouissent ,  celle-ci 
se  réduit  à 

~  48a*dy»  4.  5oa»da?»  =  o , 

^e  parconséquent  elle  donne ,  pour  ce  cas  seulement , 
les  valeurs  du  coefficient  ^ ,  qu'on  ne  peut  alors  tirer 
de  la  différentielle  première  :  on  a  en  effet 

dx *^  *• iV  ** 

n  suit  de  ces  valeurs  que  la  courbe  a  au  point  ^  deux 
tangentes ,  qui  font ,  avec  Taxe  des  d>scis8es ,  des  angles 
dont  les  tangentes  trigonométriques  sont  respectivement 

il/F  il/^r 

H  a 
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et  qu'il    est  parconséquent  aisé  de    construire   (*)^ 

Il  reste  4  examiner  les  racines 

En  les  substituant  dans  l'équation  proposée ,  elles  rendent 

y  imaginaire^  et  ne  donnent  parconséquent  ni  maxi-^ 

•     •  .♦ 
mum  m  Tnimmum, 

gi.  Pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  abscisses ,  ou  ce  qui  reyient  au  même ,  les  maxima 
et  les  minima  de  x  (80)  ^  on  égalera  à  o  le  dénominateur 

de  la  fraction  qui  exprime  -^ ,  ce  qui  fournira  l'équa- 
tion jf^  _  ^gû^jr  =  o ,  ffoùj^  =  o  ety=:±.  \/48a\  La 
première  valeur  donne  iooa*ac*  —  a;*  :=  o ,  et  Ton  en 
conclut  a;  =  o ,  a: = ih  1  oa.  La  racine  xz=o  indique 
encore  le  point  multiple  placé  à  1* origine  A ,  mais  les 
deux  autres  répondent  aux  points/  et/',  où  la  courbe 
rencontre  Taxe  des  abscisses  AB",  et  qui- n'avaient  pas 
encore  été  remarqués. 

Les  deux  dernières  valeurey  =  ifc  y  ^c^  =  ±:  4^  V^3 
conduisent  à  o;  =  ih  6a ,  et  a?  =  zh  8a  :  Tun  de  ces  ré- 
iultatsfait  connaître  le  point  F  et  ses  analogues ,  l'autre 
donne  H  et  ses  analogues.  On  observera  qu'aux  points  F 
et  /  Tabscisse  est  im  maximum^  et  qu'elle  est  un  mini- 


(*)  On  parviendra  en  général ,  comme  ci-dessus,  à  trouver  la  vraie 

yaknr  de  r"»  dans  le  cas  oh  il  devient  - ,  en  examinant  les   dif- 

f^entielles  successives  de  Péquation  proposée,  et  en  descendant 
jusqu'à  Tordre  dont  Texposant  est  égal  au  noiubre  de  valeurs  que 

,  .         .    dr 
deit  avoir  j-. 
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nvum  au  point  H,  puisque  dans  le  premier  caf  la  courber 
tourne  sa  concavité  vers  Taxe  AC  des  ordonnées^  au-- 
quel  elle  présente  sa  convexité  dans  le  second. 

gs.  Pour  achever  de  déterminer  les  principales  cir- 
constances de  la  courbe  proposée,  il  reste  à  trou- 
ver la  nature  de  ses  branches  infinies  et  ses  points  d'in- 
flexion, car  connaissant  ses  divers  points  multiples,  o» 
sait  déjà  qu'elle  n*a  aucun  rebiDussement  :  je  com- 
mencerai par  m*occuper  des  branches  infinies.  On  peut 
£|cilement  s'assurer  que  deux  des  valeurs  de  y  rappor- 
tées dans  le  n*  88 ,  deviennent  infinies  en  même  tems 
que  X  ;  inais  sans  recourir  à  ces  valeurs ,  si  l'on  fait 
y:=ztx,  Féquation  proposée  se  divise  par  a^  et  devient 

t*x* — 36a*i»+iooa*  —  x*  =  o, 

d*où  Ton  tire 

.       100a* — qSa*i* 
ocr  nz  ■    ■  ■  » 

1—0        • 

résultat  qui  donne  x=zzh  infini^  Torsque  <=i;  et 
«lors  yz=zx^ 

On  aura  ensuite  Çyi} 

_    àx  _  x^ — Sog^x*  —y +48g*y* 
^  ày  3[?  —  ïod^x 

_    ày  __  y — 48gy  —  J7^  4-  Sog'o:^ 
^      "^àx  y_48a^ 

Ces  expressions  qui ,  lorsqu'on  y  met  pour  x^  sa' valeur^ 
se  réduisent  à 

Soq^j:*  — 48gy  48g^*  —  Sôg^o:^ 

0^— 5Qa*a;     *  y— 48aty 

H3L 
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diminuent^sans  oesee  à  meaire  que  x  ety  augmentent^ 
et  n'ont  que  zéro  pour  limite  ^  lorsqu'on  y  suppose 
y  =  x.  .On  voit  par  là  (73)  que  la  couiribe  proposée  a 
pour  asymptotes  deux  Coites  menées  par  l'onze  A\ 


r  • 


^ 


et  comme  l'expression  de  ^  a  pour  limite  l'unité ,  il 

e'en^it  que  ces  aspnptdtes  font  un  angle  de  o^,5  avec 
Faxe  Ab^  abscisses.  On  ne  les  a  point  menées,  pour  ne» 
pas  trop  compliquer  la  ûgure. 

gS.  Je  passe  maintenant  à  la  ref^erche  des  inflexions. 
On  a 


G  ,  et  prouve  que  le  point  A  est  en  effet  un  point 

\X\JLf 


ix»  f  —  é^ahf 

m 

cette  expression  devient  |,  lorsque^  et  x  sont  nuls  ^  cas 

dv*       5o 
dans  lequel  ;f~  =  ^  ;  et  pour  trouver  sa  vraie  valeur ,  iî 

faudra  chercher  la  différentielle  troisième  de  Téquation 
proposée.  Faisant  dans  le  résultat  a;  et  ^  égaux  à  zéro  ^ 
on  aura  seulement  —  i44^^y^y  =  o,  ce  qui  donne 

dx» 
d'inflexion. 

Pour  voir  si  la  courbe  proposée  en  a  encore  d'autres^ 
il  faut  égaler  le  numérateur  de  j^à  zéro,  et  il  vien- 
dra l'équation 

3x^  J.5oa»  — (5y*— 48û*)  ^  =  0; 

mettant  pour -j^  sa  valeur  >  et  faisant  disparaître  fe 
dénominateur  j^  on  -aura 
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(Sx**  — 5oa»)  (y^— 48c»y)* 

on  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante  : 

y*(y^^j^à^y  (3j*  — 5oa») 
—  a:*(a:*— 5oû»y  (3y*  — 48a»)=i=o. 

Si  maintenant  on  observe  que  Téquadon  proposée 
revient  elle-même  à  celle-ci , 

(y»—48a*y— (x»  — 5oa»)*+ i96a*  =  o, 

et  qu*on  prenne  la  valeur  de  (  j^*  -r-  48û^)*>  po^r  '• 
substituer  dans  la  précédente ,  on  trouvera  après  les 
réductions 

(x*  —  5oû^)*  ( flSy*  —  24r» ) 
+  sSay  <5a:*  —  5oa*)  =  o  : 

cette  dernière  combinée  avec  la  proposée,  servira  à 
déterminer  les  abscisses  ^t  les  ordonnées  du  point  d'in* 
flexion  K  et  de  ses  analogues  dans  les  autres  branches  ; 
on  en  tirera,  facilement  la  valeur  de  y^ ,  et  en  sub- 
stituant dans  réquation  delà  courbe  proposée^  on  aura 
un  résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  x. 

En  faisant  ^^  infini^  ou  en  égalant  à  zéro  son  déno- 
minateur y^  —  480^ ,  on  trouvera 

ces  valeurs  n'apprennent  rien  de  nouveau  ;  elles 
appartiennent  au  point  A  qui  a  déjà  été  remarqué , 
#t  aux  points  F  ^  iSf  et  /  >  qui  ûe  «ont  pas  des  't>oints 

H4 


\ 
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d'inflexion  ^  mais  seulement  des  limites  de  la  courba 
dans  le  sens  de  ses  abscisses. 

En  rapprochant  tout  ce  qui  précède ,  on  voit  que  la 
forme  de  la  courbe  proposée  est  successivement  déter- 
minée par  les  circonstances  qu'offrent  les  points  A^  D  ^ 
F,  I ,  H  ^  K  ^t  les  branches  infinies  X  et  X'. 

1t  Des  courbes  osculatrices. 

♦ 

94*  C'est  en  rapportant  une  courbe  à  sa  tangente 
qu'on  a  appris  la  manière  de  déterminer  les  diverses 
circonstances  de  son  cours.  Les  géomètres  ne  se  sont 
point  bornés  à  comparer  ainsi  les  courbes  à  des  lignes 
droites  dont  elles  s'éloignent  bientôt,  mais  ils  se  sont 
proposé  de  trouver  parmi  des  courbes  simples  comme 
la  parabole ,  le  cercle ,  etc.  celles  qui ,  dans  un  petit 
espace^  s'approchent  le  plus  d'une  courbe  quelconque. 

La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  de  toutes 
les  droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points, 
on  peut  par  analogie  chercher  en  général  parmi  toutes 
les  lignes  d'une  espèce  donnée,  la  limite  de  celles  qui 
coupent  'la  courbe  proposée  6n  un  nombre  donné  de 
points. 

On  sait ,  par  exemple ,  qu'il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ;  on  peut  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée  ,  et  chercher 
à  quel  cercle  en  particulier  l'on  arrivera ,  si  les  trois 
points  viennent  à  coïncider.  Ce  cercle  ,  qui  se  nomme 
le  cercle  osculateur,  sera  la  limite  de  tous  les  autres , 
comme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  sé<;antes. 

l^   Celle-K^i  se  détermint  par  les  deux  constantes  qui 
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entrent  dans  son  équation  i(  Trig,  83  )  ,  et  le  cercle 
par  les  trois  constanteâ  qui  expriment  Tabscisse  et  Tor- 
donnée  de  son  centre  et  la  grandeur  de  son  rayon 

n  est  visible  que  lorsque  deux  courbes  quelconques 
DX y  E  Y,  ont  trois  points  communs  M,  M',  M" y 
*fië'  M>  ®^'®^  ^°*  nécessairement  trois  ordonnées  com-pic.  24. 
munes ,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  ,  il  y  a  deux  côtés 
du  polygone  MM' M"  etc.  ^g.  a  ,   qui  sont  incrits  ric.  a.^ 
.  en  même  temps  à  chacune  de  ces  courbes ,  et  les  lignes 
PM,  M'Q  et  M"N''  (62)  ont  la  même  valeur  dans 
Tune  et  l'autre.  En  désignant  donc  toujours  par  x,  y  ^ 
les  coordonnées  particulières  au  point  M  dans  la  courbe 
proposée  DX^  ^S'^4i  et  par  ^',  j/,  celles  d'unpoint  "c*  î»4i 
quelconque  de  la  seconde  courbe  EY,  on  aura  par  le 
n**  6a,  pour  les  points  M,  M',  M'* , 


y  =^y  \  r-  ^      y=y 

"f^-h  +etc.  =  -y2-fe  +etc.  f      /-t^t — |-etc.=-^  +etc. 
éaf  dx       '  \ou:  CLC     '  dx 


^A«+etc.=.gA«+etc.^     j^  +  etc.=:^+etc. 

en^paposant  qu'on  ait  changé  o/en  x,  dans  les  expres- 
«OTroey, -À, -î^,   etc.  tirées  de  Téquation  de  la 

courbe  EY.  Maintenant  si  On  passe,  à  la  limite  par  la 
supposition  de  A  =  o ,  les  trois  intersections  se  réuniront 
en  un  seul  peint  de  contact ,  pour  lequel  on  ticuyera 
les  conditions 

y=y 

do/         àx 

dy  zL^^y 
da/^  ""do;»* 
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Si  la  courbe  E  Y  est  le  cercle  représenté  par  Té-* 
quation 

en  la  différentiant  deuxfois  consécutives  ^  il  en  résultera 

et  il  faudra  qu'en  cbangci^t  x'  en  x^  dans  ces  équations^ 
elles  donnent  pour^ ,  -^  et  -7^  les  mêmes  valeurs  que 
celles  de  la  courbe  proposée  ^  ou  bien  qu'elles  soient  sa- 
tisfaites lorsqu'on  y  substituera  rc,  y  ^  -^y  "Xa*  ^^ 
faisant  cette  dernière  substitution^  elles  deviendront 

mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée 
sont  déterminées  puisqu'elles  appartiennent  à  un  point 
particulier  3f ,  il  faudra  que  les  quantités  a,  i3  et  3^  re*- 
çoiverit  des  valeurs  propres  à  vérifier  les  équations 
ci-dçssus. 

En  déterminant  par  les  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  j^  —  /2  et  de  a:  ->—  « ,  pour  les  substituer  dans, 
la  première  ^  on  trouvera 
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•    '^  djcd^      • 

95.  Le  cercle  dont  ^e  viens  de  déterminer  la  gran- 
deur et  la  position  varie  pour  chaque  point  de  la  courbe , 
puisque  les  quantités  «^  iS  et^,  qui  le  caractérisent, 
sont  des  fonctions  de  x  et  de  y.  Il  jouit  de  propriétés 
remarquables,  qu'on  peut  découvrir  soit  par  des  con- 
sidérations géométriques ,  soit  par  des  considérations  ana- 
lytiques. Je  commencerai  par  exposer  les  premières. 

Soit  MM' M" M"  etc.  fig.  25,  le  polygone  inscrit  à  '''^•'^• 
la  courbe  proposée.  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  3f,  M',  M'\  a  son  centre  placé  àFintersectiondes 
droites  NO  et  N'O' ,  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  MM'  et  M' M",  Si  Ton  combine  avec  les  points 
M'  et  M"  un  quatrième  point  M"*,  on  déterminera  par 
ces  trois  points  un  nouveau  cercle  dont  le  centre  sera 
en  O',  à  l'intersection  des  droites  JS'O'  et  N"0\  res- 
pectivement perpendiculaires  sur  le  milieu  des  côtés 
M' M''  et  M" M",  En  concevant  que  la  même  opéra- 
tion soit  continuée  dans  toute  l'étendue  du  polygone 
MM' M" M'  etc.  les  centres  de  tous  les  cercles  ,  que 
l'on  considérera  successivement,  formeront  un  polygone 
00'0"0''  etc.  tel  que  tous  ses  côtés  prolongés  rencon- 
treront à  angle  droit  ceux  du  premier. 

Lorsqu'on  passe  aux  limites ,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
substitue  les  courbes  aux  polygones,  les  points  M,  M' ^ 
M^i  venant.àcomcidér,  ladroiteiVO  devient  normale  à  la 
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courbe  qui  est  la  limite  du  polygone  MM' M" M''  etc^ 
et  tangente  à  celle  qui  est  la  limite  du  polygone- 
OO^O^O*  etc.  et  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points- 
MM' M"  devient  le  cercle  osculateur.  Alors  à  la  fig.  flS 
»ic.  a6.  il  faut  substituer  la  figure  26  ,  dans  laquelle  les  poly- 
gones sont  reihplacés  par  les  courbes  DX  et  FZ ,  la 
seconde  étant  le  lieu  'de  tous  les  cercles  osculateur» 
de  la  première ,  qui  ont  pour  rayon  la  tangente  MO^ 

96.  Pour  déduire  de  l'analyse  les  propriétés  précé- 
dentes ^  je  reprends  les  trois  équations  du  n°  94  >  ®^ 
faisant  disparaître  les  différentielles  qtii  entrent  comme 
diviseurs  dans  les  deux  dernières ,  il  vient 

(^x—ay  +  (j~^y=y (0 

(x — A)àx  +  {y — i8)djf  =  c (2) 

dx*  +  dy  4.  (j — jg) d^=o.  ...\ (3). 

1"*.  La  seconde  donnant 

^  •       dr  ^  ^ 

est  (  67  )  celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  le* 
coordonnées  sont  *  et  jS ,  c'est-à-dire ,  du  point  O 
de  la  courbe  FZ ,  au  point  M  de  la  courbe  propo- 
sée DX. 

fl®.  En  différentiant  les  deux  premières  équations  non 
eexilement  par  rapport  kx^y  ^  mais  encore  par  rapport 
aux  quantités  *,  i8,  et  ^,  en  tant  que  ces  dernières 
6ont  fonction  des  premières  (95),  on  aura 

(x— *)dx+(y-HS)dy— (x^*)d*— (y-H8)diS=3^3/ 
dx*  +  djf*+ (^— /3)d^— dfltdx— di8dy=o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  à 

—  (x  — A)d*  — Qy— /3)di8=j^d>.....(4)      . 

—  deedar  — d^^=o (5> 
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ia  dernière  donne  ^  =:  -~  -r-  ^  expression  cjui  change 
YçqasLÛon 

m  y— ^=— (x  — tf). 

et  qui  montre  parconséqnent  (  67  )  que  la  normale  MO, 
est  tangente  dont  les  coordonnées  sont  a  et  ^,  c  est^ 
à-dire  à  la  courbe  FZ. 

3®.  Si  on  élimine  x — *,  J'— iS,    ^ ,  entre  les  équ*^ 
tlons  (i).,  (fl),  (4)  et  (5),  on  aura 


d>»=:d**  +  diS*ou^  =  p/'^i  + 


d^. 


ce  qui  donne  le  coefficient  dififérentiel  de  y ,  par  rap- 
port à  la  variable  a;  or  (76)  cette  expression  est  aussi 
celle  du  coefficient  différentiel  de  Tare  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  tf  et  jS  ;  et  il  résulte  de  cetta 
identité  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  varie  par  le« 
mêmes  différences  que  Tare  de  la  courbe  FZ  C^^)  > 
propriété  qui  mérite. la  plus  grande  attention. 

En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateur  du  point 
M  étant  tangent  à  la  courbe  FZ ,  a  nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  un  £1  en-« 
veloppé  autour  de  la  convexité  de  cette  courbe,  lors- 
qu  en  le  développant  on  serait  parvenu  au  point  O. 
On  remarquera  qu'en  poursuivant  le  développement  de 
O  en  O',  ce  fil  s'alongeraît  dune  quantité  égale  à 
Tare  00'  de  la  courbe  FZ;  et  comme  par  ce  qui 
précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  OM'  est  aussi 
égale  au  même  arc  0(X,  il  s'ensuit  que  le  boutifefdu 


flonner  au 

û  de  cour- 
le  ia  cour- 
!fi  son  rayon 

IKrèe  comme 

I  de  la  courbe 

Uft^ement ,  puîs- 

e,  rayons  MO  et 

,   la  courbe    DX 

niatplus  de  la  courbe 

'!t  ^Ùs  voiiinâ  i'un  de 

r     «,.  *nc  le  secours  de  Va- 

-rtKHnpAjâ«  it  39n   c«rcl« 

"fimet  Bvcua  aatrc  cerc]«  ;  et 

ÔBtnuâiatetUQOt  au»  «utreï. 

:  âeux  ronrtiw ,  dofit  les  f>rdon- 


Ja.  et  dauf 

Boa  prcod  1k  dil^  ' 
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fil  doit  encore  se  trouver  en  M'  sur  la  courbe  prbpo-» 
sée,  qu'il  n*a  pas  dû  quitter  dans  le  développement  ef- 
fectué depuis  Tun  de  ces  points  jusqu'à .  l'autre  :  on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  développement  de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a  une  grande  analogie  avec  la  descrip«. 
tion  du  cercle  ;  c'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de 
centre,  et  le  rayon  3/0,  au  lieu  d'être  constant,  va- 
rie pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la  dé- 
veloppée^  la  courbe  £>X,  sa  développante  ^  et  le  rayon 
du  cercle  osculateur,  rayon  de  la  développée  (*). 

En  général  le  cercle  osculateur  touche  et  coupe  la 
courbe,  comme,  le  fait  la  tangente  à  un  point  d'inflexion 
(78).  Si  les  cercles  osculateurs  augmentent  de  rayon 
de  M  en  M\  il  est  visible  que  l'arc  MM*  de  la  courbe 
doit  se  trouver  au-dessus  du  cercle  GH^  osculateur  au 
point  M,  tandis  que  la  portion  MD  est  au-dessous.  De 
plus,  comme  on  peut  toujours  concevoir  les  points  M 
et  M'  assez  voisins  Fun  de  l'autre  ^  pour  que  la  diffé- 
rence des  rayons  MO  et  M'O'  soit  d'une  petitesse 
donnée,  et  que  si  on  décrit,  avec  un  rayon  Mo-=ziM'0' , 
le  cercle  GM'H^  l'arc  lyM*  sera  entièrement  au-des- 
sous, on  reconnaîtra  facilement  qu'il  ne  peut  passer 
aucun  autre  cercle  entre  la  courbe  et  son  cercle  oscu- 
lateur, puisque  tout  cercle  d'un  rayon  plus  petit  que 
MO  passe  en-dedans  de  l'arc  GMHy  tandis  que  tout 
cercle  d'un  rayon  plus  grand  que  Mo,  se.  trouve  au 
dehors  de  l'arc  GMH\ 


^)  Ce&i  par  cette  dernière  confiid<$ratioil  ^^Hayghens  a  dëter- 
. mine. le  cercle  oscillateur,  qu'il  a  remarqué  le  premier,  et  die  peut 
conduire  aussi  aux  formules  du  dû  précèdent^  mais  ce  point  de  tuc, 
séparant  la  recherche  du  cercle  osculateur  de  la  théorie  générale  des 
contacts  des  courbes,  dont  elle  doitCdre  partie,  est  trop  bomépour 
Tétat  actuel  de  la  science. 
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De  tous  les  cercles  qui  touchent  la  courbe  propo- 
sée au  point  M,  le  cercle  osculateur  étant  donc  celui 
qui  s'en  approche  le  plus  ^  soit  avant  ^  soit  après  le 
contact  y  est  parconséquent  celui  qui  diffère  le  moins 
de  cette  courbe  dans  le  point  que  Ton  considère:  La 
courbure  du  cercle  est  uniforme  dans  tous  ses  points; 
mais  pour  des  arcs. de  même  longueur,  celle  d*un  pe- 
tit cercle  est  plus  considérable  que  celle  d'un  grand , 
ensorte  que  les  courbures  de  ces  arcs  sont  en  raison 
inversedes  rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent. 
On  peut  donc,  par  le  rayon  du  cercle  osculateur,  ju- 
ger de  la  courbure  d*uile  courbe  dans  Fun  quelconque 
de  ses  points.  Cette  considération  a  fait  donner  au 
rayon  du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  de  cour-^ 
bure;  et  on  voit  d'après  ce  qui  précède,  que  la  cour" 
bure  d'une  courbe  est-  en  raison  inverse  de  son  rayon 
de  courbure. 

La  développée  peut  aussi  être'  considérée  comme 
la  limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe 
proposée  ,  prises  deux  à  deux  consécutivement ,  puis- 
que le  point  K ,  intersection  des  deux  rayons  MO  et 
id'  0\  qui  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  DX 
en  M  et  en  M' y  s'approche  d'autant  plus  de  la  courbe 
FZ  que  Les  points  M  et  M'  sont  plus  voisins  l'un  de 
l'autre. 

97.  On  peut  prouver  aussi,  avec  le  secours  de  l'a- 
nalyse, qu'entre  la  courbe  proposée  et  son  cercle 
osculateur ,  il  ne  saurait  passer  aucun  autre  cercle  ;  et 
cette  propriété  conduit  imniédiatement  aux  autres. 

En  général ,  lorsque  deux  courbes ,  dont  les  ordon* 
nées  et  les  abscisses  sont  désignées  par  j?  et^,  j/  etj/, 
ont  un  point  commun ,  et  dans  lequel  parconséquent , 
zf  •==.x  y  y''=zy  ^  si  on  prend  la  différence  des  séries 
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qui  expriment  les  ordonnées  des  points  corTespondans  4 
i* abscisse  x-^ h,  on  trouvera^  en  général^ 

Vdo;        de' y  i  "•"  Vda;»      da/Vi.a 
^W      dx^Vi.a.3  +  etc. 

pour  l'expression  de  là  distance  de  ces  courbes^  dans  le 
«ens  de  l'ordonnée  ;    mais  si  au  point  particulier  que 

l'on  considère,  on  a-j»^=r-^,  cette  distance  sera  ré-* 

duite  alors  à 


V 


Le  rapport  de  ce  développement  au  précédent ,  deve- 
nant de^  plus  en  plus  petit  à  mesure  que  h  décroît  (56)^ 
il  en  résulte  que  la  distance  qu'il  représente  entre  les 
deux^  courbes  finira  par  être  plus  petite  que  celle  qu'ex- 
prime l'autre,  et  que  parconséquent,  toute  courbe  pour 

laquelle  on  n'aurait  P^  j^  =  j"^  >  ne  peut  passer  entre 

celles  qui  remplissent  cette  condition.  C'est  ainsi  , 
qu'entre  une  courbe  et  sa  tangente,  on  ne  saurait  mener 
aucune  droite  par  leur  point  de  contact. 

La  proximité  deviendrait  encore  plus  grande  si  Ton 

avait  aussi  -r^  =  v^.  Aucune  des  courbes  qui   ne 
djc*       do:*  ^ 

satisferaient  qu'aux  deux  conditions 

y 


r 
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y— y'     dx'~dr' 

c'est-àr-dirç ,  qui  n'auraient  qu'un  simple  contact,  ne 
pourrait ,  immédiatement  auprès  du  point  commun , 
approcher  autant  de  la  seconde  courbe  que.  le  ferait 
la  première  ,  et  ne  saurait  passer  entre  Tune  et  Ta^utre  : 
c'est  le  cas  des  cercles  simplement  tangent'par  rapport 
au  cercle  osculateur. 

On  voit  encore  que  l'expression  de  la  dilFérence  des 
ordonnées  ayant  au  premier  terme  le  facteur  h^ ,  qui 
change  de  signe  lorsqu'on  met — A  au  lieu  de  -f-A,  il  ar- 
rive en  général  au  cercle  osculateur,  ce  qu'on  a  remarqué 
pour  la  tangente  dans  les  ppints  d'inflexion  (74) ,  excepté 
pourtant  dans  les  cas  particuliers  où  l'on  aucait  aussi 

Il  n'est  pas  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  considéra- 
tions pour  se  convaincre  que  les  courbes  peuvent  avoir 
entr '.elles  des  contacts  plus  ou  moins  immédiats.  £n 
suivant  la  marche  tracée  dans  le  n®  94  >  ^^  trouverait 
que  si  deux  courbes  avaient  quatre  points  communs  ,  et 
que  l'on  déterminât  l'une  de  ces  courbes  de  manière  à 
faire  coïncider  les  quatre  points ,  on  aurait  en  même 
temps. 

^_^    à::._dy    ^^à^  i!zl_Ë> 

ce  contact  différerait  des  précédens  en  ce  qu'aucune 
des  courbes  qui  n'en  auraient  que  de  l'espèce  de  ces 
derniers,  avec  l'une  des  courbes  proposées,  ne  pourrait 
passer  eoftre  celle-ci  et  l'autre. 

En  employant  les  cpndjitions  ci-dessus,  à  la  déter- 
mination des  constantes  qui  particularisent  l'équation 
dont  les  variables  sont  x  et  y ,  on  voit  qu'il  faudrait  que 
cette  équation^  contînt  quatre  constantes. 

Cale.  diff.  1 
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g8.  Les  contacts  se  divisent  en  ordres  d'après  lé 
nombre  de  points  d'intersection  qui  s  y  trouvent  réunis, 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  d'après  le  nombre  de  termes 
dont  fls  supposent  l'égalité  dans  les  développemensdes 
ordonnées  relatives  au  point  suivant.  Le  plus  élevé  de 
ceux  que  puisse  avoir  en  général  la  courbe  touchante , 
avec  la  courbe  proposée ,  contact  dont  Tordre  est  mar- 
qué par  le  nombre  des  constantes  que  renferme  Téqua- 
tion  de  la  première ,  se  nomme  osculation. 

Ainsi  la  tangente ,  qui  ne  peut  avoir  en  général  qu'un 
simple  contact  du  premier  ordre  ^  avec  une  courbe  don- 
née y  est  une  osculatrice  du  premier  ordre.  Le  cercle 
dont  l'équation  renferme  trois  constantes ,  peut  avoir  , 
ou  un  simple  contact  du  premier  ordre  ^  ou  un  contact 
du  second  ;  mais  ce  dernier ,  étant,  le  plus  élevé ,  prend 
le  nom  d  osculation ,  et  distingue  le  cercle  osculateur 
de  tous  les  cercles  tangens. 

ggi  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  Inapplication 
des  formule^ 


(dx*-My»)î 

dy(d37*  +  dy) 

djr*  +  dy» 

y-^- — ar^- 

parccîque  cette  application  n'a  aucune  difficulté  lors- 
qu'on possède  bien  le  mécanisme  du  Calcul  différen- 
tiel. 

La  valeur  de  y  étant  susceptible  du  double  signp  î± , 
on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer;  car 
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il  est  bien  visible  qu'en  général,  à  chaque  point  de  la 
courbe,  il  n  y  a  qu'un  seul  rayon  de  courbure  ;  et  ce 
rayon  n'étant  pas  dirigé  suivant  l'ordonnée  ou  l'abs- 
cisse ,  excepté  dans  quelques  points  particuliers ,  n*a 
,pas,  à  proprement  parler,  de  signe  par  rapport  à  ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  dont  on  l'alFecte  or- 
dinairement dépend  de  la  convention  qu'on  a  établie 
éur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  à  la  normale. 
Si  Ton  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour 
les  courbes  dont  la  concavité  est  tournée  vers  Taxe  des 

d"y 
abscisses ,  comme  la  valeur  de  -j^  est  alors  négative 

(64)  >  il  faut  affecter  re7q)res8Îon  de  y  du  signe  — ; 
et  dans  ce  cas  le  rayon  de  courbure  deviendra  négatif 
si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé,  parce- 

qu'il  change  de  signe  avec  j^.  Pour  se  conformer  à 

cette  convention ,  on  pourra  supposer  dans  les  applica^ 
tions 

.1      (dx*  +  dy>)i 
^  ■"  dxd»^       ' 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  ordre 

conduisant  à 

,        (m+fl7ix)dr 

dy  =^ — , 

-/  ay  ' 

,,       anydx* —  (y?i4-ana7)da% Ç4»y*-^(m+flitj?)^"^dx* 

^y=  ay*  ~  ^  » 

■ 

1  en  résultera 


L4y^+(rn+anxyy 


lâ 
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£a  ïoa  sub^lXLe  1^  y^leux  (}e  y^  d^ns  cette  expre»^ 
»0B,  on. aura 

; 

r 

.  ;  Tell^  est  J  «3^e8sion  générale  du  rayon  de  courbure 
d^UQâ  les  U^fis  du  ^cond  ^ordre  ;  on  la  pa^icularisera  en 
doniiaiit  à  7»  et  à  f»  les  yaleurs  qui  conyienneAt  à  chaque 
eâpèceide  ces  lignes  (  Trig»  i47)- 

i  Ce  réstdcmt  se  réduit  â  ^m  ^  lorsque  q;  =.0  ;  la 
courbure  des  lignes  proposées  est  donc  à  leur  sommet 
•  l^mênie  qpe  p.ejlç  du  cercle  décrit  d'un  rayon  égal  au 
demi-pâtî;aj?i^^re  {  Trig.  i32  ). 

En  ï^ppreçh^  la   valeur  ù»  y  àt  celle  qu'on  a 
trouvée  dans  le  n®  66  pour  la  normale ,  on  verra  que 

^- — ■ ^  ou  que  le  rayon  de  courbure  dans  les  lignes 

du  second  ordre  est  égal  au  cube  de  la  normale  divisé 
par  lé  qubft^  du  demi-pàraràètre, 

Dans.la  parabole  où  n==io,-  -on\a  seulement 

(m*  +  4^x  )  • 

^  2771*  / 


(  ^'On  a^plîmerait  de  même  les  expressions  générales 
dé  X— «p  et  de  j^— ^iS;  et  mettant  pour  y  sa  va- 
leur ,  on  aurait  deux  équations  en  x,  et  et  fi ,  des- 
quelles,  éliminant  a;,  on  déduirait  l'équation  "en 
a,  et  fi  y  appartenante  à  la  développée.  Je  n'effectuerai 
ce  calcul  que  pour  la  parabole.  On  a  dans  ce  cas 
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et  il  vient 


en  conclut  de  là 


7»*  ma 


mettant  dans  chacune  de  ces  équations^  pour  y  sa 

r       I 

râleur  7re*a;*,  il  viendra 


3 

—  i3  =  -ï-~,  X  —  *==: — 2X 7rt; 

prenant  ensuite  la  valeur  de  x  dans  le  second  résuttaty 
pour  la  substituer  dans  le  premier^  on  obtiendra 

o^         â     '*  vjm  ^        a     ' 

la  dernière  de  ces  équations  appartient  à  la  développée 
de  la  parabole.  Si  on  y  change  «e  r— - 1  /n  en  «t',  ou  qu'on 
porte  rorigine  des-  abscisses^  en  D ,  fig.  %j ,  on  pourra  fig.  27. 

lui  donnex'  cette  forme  très-simple  ,  0^  zzz  -, — — ,    qui 

siytn 

montre  que  la  courbe  DF  est  une  dès  paraboles  du 

13 
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troisième  ordre  (*) ,  composée  de  deux  brancHe»  DF 
et  Dff  dont  la  première,  engendre  par  son  développe- 
ment la  branche  AX  de  la  parabole  ordinaire  XAx  , 
et  la  seconde  produit  la  branche  Ax. 

lop.  Il  faut  observer  que  pour  la  description  de  la 
parabole  XAx ,  par  le  développement  de  la  courb* 
FDf^  le  fil  enveloppé  autour  de  Tune  ou  de  l'autre  de» 
branche^  DF  et  Df^  doit  avoir  au  point  £>,  dapa  le 
prolongement  de  la  tangente  BD ,  une  longueur  AD 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A ,  c'est-à-dire  , 
À  la  moitié  du  paramètre  de  la  proposée  ;  tout  autre 
points  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil ,  produirait  une  courbe 
dilTérente:  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  D  ,  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors ,  serait 
nul  à  son  origine  ,  et  parconséquent  elle  aurait  à  ce 
point  une  courbure  infinie  (96). 

On  voit  aussi  que  puisque  la  longueur  de  Tare  DF 
est  égale  à  la  différence  qui  se  trouve  entre  le  rayon 
de  courbure  correspondant  MF  ^  et  le  rayon  de  cour- 
bure AD  qui  appartient  à  l'origine ,  la  courbe  FDf 
est  rectifiable  f  c'est-à-dire  qu'pn  peut  assigner  une  ligne 
droite  qui  lui  soit  égale  en  longueur, 

■ 

Cette  remarque  est  générale ,  car  puisqu'on  peut  tou- 
jours parvenir  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  de$ 
courbes  algébriques ,  les  développées  de  ces  courbes 
sont  toutes  rectifiables. 


(*)  L'ëqualiWi y '  =  mx  étant  généralisée  ainsi:  jr^izzmxf^,  re- 
présente une  famille  de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n'est 
qu^un  cas  particulier  ^  on  les  nomme  aussi  paraboles ,  mais  ob 
le9  distingue  par  Texposant  de  leur  degré. 
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Des  courbes  transcendantes • 

101.  Je  n'ai  considéré  Jusqu'ici  que  des  courbes  al- 
gébriques ^  je  vais  maintenant  faire  connaître  quelques- 
unes  des  courbes  transcendantes  les  plus  remarquables  : 
on  nomme  ainsi  celles  dont  Téquation  ne  peut  s'obtenir 
en  termes  algébriques.  Je  m'occuperai  d'abord  de  la 
Logcaritkmique  cm  de  la  courbe  dans  laquelle  les  or- 
données Boat  les  logarithmes  des  abscisses. 

On  a  dans  cette  courbe  y  ^:z\x,  et  quand  on  prend 
x  =  1 ,  il  vient ^  =  a ,  ce  qui  fait  voir  qu'elle  rencontre 
l'axe  j4B  au  point  £  y  J^»  a8,  où  l'abscisse  j4E  estFic.aS# 
égale  à  l'unité.  La  branche  EX ,  qui  répond  aux  abs- 
cisses positives  plus  grandes  que  l'unité,  est  infinie, 
puisque  les  logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  tou- 
jours. Dans  la  partie  AE ,  où  les  abscisses  sont  des 
fractions ,  les  ordonnées  sont  négatives  et  augmentent 
à  mesure  que  ces  fractions  diminuent  ^  ensorte  que  la 
branche  Ex  a  pour  asymptote  la  partie  négative  j4c 
de  l'axe  des  ordonnées  :  enfin  la  logarithmique  ne  s'étend 
point  du  côté  des  abscisses  négatives ,  parceque  leurs 
logarithmes  sont  imaginaires.  {Foyezle  Traité  du  Cal" 
cul  différentiel  et  du  Calcul  intégral)^ 

En  difFérentiant  l'équation^  =  Lr,  il  vient 

on  voit  par  là  que  ta  tangente  de  cette  courbe  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  abscisses  lorsque  07=0 ,  et 
qu'elle  ne  lui  est  parallèle  qu'en  supposant  a:  infini  (77). 
L'expression  générale  de  la  soutangente  (65)  donne 
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PT='^','  msâs  en  chassant  jr  on  introduit  le  loga- 

rithme  de  x ,  ainsi  cette  expression  est  transcendante  ; 
cependant  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Taxe  AC, 

jrdy 
on  aura  OD  =  -^  =M,  résultat  bien  remarquable , 

puisqu'il  prouve  que  la  soutangente  OD  est  cons- 
tante et  égale  au  module^  pour  tous  les  points  de  la 
courbe.  On  trouverait  de  même  que  la  tangente ,  la 
sounormale  et  la  normale ,  prises  par  rapport  à  l'axe 
j4B  ,  sont  transcendantes  à  dauseque  1* ordonnée  ^  entre 
dans  leur  expression^  mais  qu'eUes  deviemient  algé- 
briques ,  lorsqu'on  les  considère  à  Tégarrâ  de  Taxe  AC. 

Je  passe  à  la  recherche  du  rajoâ  de' courbure  On  a 
ày__3^+J^       d^J M 

dou  (94)  >=       j^^         > 

y-^=~-M^^  ^-*= ^- 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée , 
qui  serait  nécessairement  transcendante  ;  j'observerai 
seulement  qu'on  pourrait  obtenir  immédiatement  l'é- 
quation différentielle  de  cette  courte  ,  en  éliminant  par 
le  moyen  des  valeurs  dey  —  jS^ ,  de  x' —  a,  et  de  leurs  dif- 

dx 
férentîelles,  x^  dx  et  dy  de  l'éqtiation  dy=:M — . 

L^s  logarithmiques  diffèrent  éirtr'élles  à  raison  du 
|ï>oçlulè  relatif  spct  système  de  logarithmes  qu'elles  re- 
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présentent.  L'équation  ors  o^  donne,  en  prenant  les 
logarithmes  Népériens,  Yx^yYa^  d'où 

réstdtat  dont  le  second  menqibre  n'est  autre  chose  que 
le  logarithme    de    x    calculé  pour  un  module   égal 

à  y  :  cette    équation  appartient   donc  à  une  loga- 

iitfamiqae. 

102.  La  cyclùide  ou  la  courbe  décrite  par  un  point 
pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  posi- 
tion, est  encore  une  ^courbe  transcendante;  la  rela- 
tion entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses ,  dépend  des 
arcs  du  cercle  générateur  :  voici  comment  on  peut 
l'exprimer. 

L'origine  du  mouyement  du  cercle  étuit  arbitraire , 
je  la  prends  au  point  A^Jig.  ag ,  où  le  point  décri-nci^, 
ifant  M,  se  trouvait  sur  la  droite  AB  parcourue  par 
le  cercle  générateur  QMG.  Puisque  ce  cercle ,  en  rou- 
lant, applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  AB  y  il  est  évident  que 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMG,  la  distance  AQ  est  égale  à  Tare  MQ  ^  com- 
pris entre  le  point  M  qui  touchait  la  droite  AB  en  A, 
et  le  point  Q  qui  la  touche  dans  la  position  actuelle. 

Sî  on  élève  sur  AB,  par  le  pomt  Q,  la  perpéndiculaîrtf 
ÇO  ,  qlii  passera  par  le  centre  du  cercle  générateur  , 
et  qu'on  mène  MN  parallèle  à  AB  :  MN  sera  le  sinus 
de  l'arc  MQ^  ttNQ  en  sera  le  sîûus  verse  (  TWg*.  5). 
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Soit 
QO  =  a,        APz=ix,        PM=QN=y 

et  on   aura 

MN = V^Qay     y ,    xztlAQ-^P  Q=  arc  MQ—MN^ 

ou  r^=arc  (^dontj'est  le  sin.  verse) — y  fiay  —  y*  : 
c'est  là  Téquation  primitive  de  lacycloïde.  (*) 

L'arc  MQ  peut  aussi  s'indiquer  par  son  sinus  MN  y 

ou  V^floy — y^\  et  on  le  fait  disparaître  par  la  différen- 
tiation ,  en  se  servant  de  la  formule  du  n*  76 ,  dans  la- 
quelle a  représente  aussi  le  rayon  et  où  le  sinus  est  dési- 

ygnéparx.  En  substituant  ^ ^ay  ^-y^,  au  lieu  de  x  dan* 
cette  formule  ^   on  en  tirera 

d,arc  MQ  =  — r4-'^-==  V 
et  on  aura  ensuite 

\/2ay  —y       ï/aoy  —y  ' 

ou  dj:=— =/.7         : 

K2cy— y 

telle  esit  Téquation  différentielle  de  la  cycloîde. 


•  (^)  Si  on  Tonlait  calculer  la  longiieur  de  Tare  MQ ,  d'après  soi» 
tin  us  y  par  le  moyen  des  tables  trigonom^triques ,  afin  de  construire 
la  coarbe ,  il  faudrait  d'abord  rapporter  an  rayon  i  le  sinus  MJV,  re* 

MN        *i       -- 
latif  an  rayon  a ,  et  l'on  aurait  — -*  ^  on  *  l/a«jr — y*.  Désignant 

par  t  la  longueur  de  Parc  relatif  à  ce  dernier  sinus,  celle  de 
l'arc  MQ  aura  nëcessairement,  a^ec  le  quadrems  du  cercle  dont 
il  fût  partie,  k  même  rapport  que  Tare  t^  arec  le  quûdnns  des. 
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Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  d'obtenir  les 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la.  tangente ,  de 
lasounormale  et  de  la  normale^  dans  la  cycloïde.  On 
trouve,  parles  formules  générales  du  numéro  65 , 

PR=  y/aay—y ,         MR  =  \/â^. 

On  peut  construire  ces  yaleur«  d'une  manière  très^ 
•impie  ;  car  il  est  aisé  de  remarquer  que  MP  ou  y  étant 
considéré  comme  l'abscisse  QN  dans  le  cercle  généra- 
teur QMG ,  la  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est 
précisément  celle  de  l'ordonnée  MN  de  ce  cercle ,  et 
que ,  parconséqnent,  la  normale  se  conforme  avec  la 
corde  de  l'arc  MQ ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  par 
l'expression  de  MR  :  il  suit  de  là  que  la  tangente  Hfï* 
est  le  prolongement  de  la  corde  MG.  Si  on  imagine 
que  le  cercle  Qilf  G  glisse  sur  le  point  Q  pour  atteindre 
une  position  quelconque  qmg,  les  lignes  mq  et  mg 
Testeront ,  malgré  ce  changement ,  parallèles  aux  lignes 
MQ  et  MO;  il  sufGra  donc,  pour  construire  la  tan- 


■^— ■••i 


uUesj  U  en  résultera 

arc  MQ  =:  at , 

*  =  ««— V^anj— /', 

et  <;=  arCj  dont  It  'smof  =i  -  V^ao^  —  /". 
^X'expreMÎon  de  or ,  en  y  mettant  pour  I  fa  Talenr ,  f^ecn't  ainsi  : 
*  =  arc  ^«n  ==  1  l/a«;r  —  ^-^  -l/a^/r  - j  "  5 

et  en  différentiant  d'après  ]a  règle  du  a*  3» ,  on  ntomlc  s«r  le  «^ 
•olui  ^ue  j'ai  doQaé  ci-dcsnaf .  , 
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gente  et  la  normale  dans  un  point  donné  M ,  de  rap- 
porter ce  point  sur  le  cercle  fixe  ^g,  ce  qni  se  fera 
en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  à  AB ,  et  de  mener 
ensuite  MT  parallèlement  à  mg  et  M(^  parallèle- 
ment à  mf., 

1  o3.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
£n  difTérentiant  Féquation 

j'obtiens,  puisque  àx  est  constant, 

réduisant  et  diyisant  par  y  y  il  vient 

o  =  (aay  —y)  à^y  +  oAf"  > 
d'où   je  tire 

d«y= 2^>1-: 

•^  acy— y» 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  d^  dansTexpressîon 
du  rayon  de  courbure  {^é^9  je  trouve,  après  les  ré- 
ductions nécessaires, 

^=  a' (cy)  * = 2  V/ aay . 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  MM' 
est  double  de  la  normale  ilf  Ç ,  et  qu'il  ne  peut  parcon- 
séquent  devenir  plus  grand  que  le  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur,  diamètre  qui  est  à-la-fois  l'ordon- 
née et  la  nermalede  la  cycloide  au  poisUt  /,  où  le  conr 
tact  Ç  a  parcouru  la  moitié  de4a  cireonférenoe. 
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Les  expressioxi8dea?-*«&  et  de  y — /3  donnent  ensuit* 

on  conclnt  de  là 

yz= — 13,        X  =  et  —  a  V^— aoiS— "F. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  primitive  de 
la  cycloïde,  et  réduisant  on  obtient 

« =arc  (dont — fi  ç§t  le  sin.  verse  )  +  \/ —  aafi —  i8* , 
résultat  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  cette  équa- 
tion.  Le  radical  V^  —  fla/3  —  /S*  devient  semblable  à 

l/aoy  — y*  lorsqu'on  fait  i8= — aa  +  iS',  ce  qui  re- 
vient à  prendre  aulieu  de  l'ordonnée  EM^ ,  toujours 
négative,  l'ordonnée  P^M'  rapportée  à  un  axe  jfB^ 
placé  au-dessous  Ae  AB  k  une  distance  Afl-=.2a, 
Par  cette  transformation  il  vient 

j*  =:  arc  ( dont  aa — 0  est  le  sin.  verse  )  +  V^ao/s' —  /S'*  : 

puis  si  on  observe  qoe  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  composent  le  diamètre,  sont  supplément  l'un 
de  l'autre  et  qu'on  désigne  la  demi -circonférence  par 
9r ,  on  pourra  ^crke 

rt=:T— arc(  dontjS^est  le  sinus  verse) +  v/aciS' — jô'*. 

Prenant  enfin  «  =  *t — «',  c'est-à-dire,  substituant  à 
l'abscisse  AE ,  l'abscisse  A'Pi:=iAl-^AE  ^  il  viendra 

«'=  arc  (  dont  j8'  est  le  sin.  verse  )  —  V^aa;3' — jS'*, 

équation  d'une  cycloïde  dont  l'origine  est  au  point  A\ 
et  décrite  sur  l'axe  A B' ,  par  le  même  cercle  généra- 
teur que  la  proposée ,  mais  dans  le  sens  A* B'  contraire 
kAB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
de  la  détermination  du  rayon  de  courbure.  £n  pro- 
loxigeant  la  droite  ÇQ  jusqu'à  ce  qu*elle  rencontre  AB' 
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en  Q^y  et  menant  (^M\  on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QM'Çy  égaux  cntr'eux  :  l'angle  QM'Qf  sera  donc 
droit;  et  si  on  décrit  sur  QQ',  conime  diamètre,  un 
cercle  y  il  passera  parlé  point  M'  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Cela  posé,  puisque  Tare  ilf' O' est 
le  supplément  à%M'(^,  qui  lui-même  est  égial  à  MQ, 
on  aura 

arci»f'<y=ÇJ/G  — arcJirç 

=  AI—AQ=QI=jfÇr , 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  AM'A^ 
est  une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QÂf'Ç',  roulant 
lur  A'ff^^  A  vers  ÏÏ. 

On  remarquera  sans  doute  que ,  d'après  ce  qui  pré- 
cède I  la  cycloïde  est  rectifiable ,  puisqu'elle  est  elle- 
même  sa  développée  ^  et  que  l'expression  de  son  rayon 
de  courbure  est  algébrique  ;  et  on  en  déduira  ce  résultat 
curieux,  que  la  longueur  de  l'arc  A A^  ou  de  son  égal 
AK ,  qui  compose  la  moitié  de  la  branche  décrite  par 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  préci- 
sément la  même  que  celle  de  AK^  ou  du  double  du  dia- 
mètre de  ce  Cercle. 

La  cycloïde  n'est  pas  terminée  au  point  Z»où  le  cercle 
a  parcouru  sur  la  droite  AL ,  sa  circonférence  entière  , 
car  rien  ne  limite  la  durée  de  ce  mouvement.  Il  faut 
bien  remarquer ,  dans  la  description  des  courbes,  que  le» 
diverses  parties  résultantes  d'une  même  construction  ou 
d'un  même  mouvement,  appartiennent  toutes  à  la  même 
courbe.  Ainsi  le  cercle  Ç>MG  ^  en  continuant  de  rouler 
sur  la  droite  AB ,  au-delà  du  point  Zr,  décrit  une  suite  de 
j>ortions  semblables  à  AKL  ;  et  il  faut  en  concevoir  au- 
tant sur  la  gauche  du  point  A,  puisque  le  cercle  a  pu 
n'arriver  à  ce  point  qu'à  la  suite  d'un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  infini.  L'équation  de  la  courbe 
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Cooduit  à.  ces  remarcpies^  car  rien  nempêche  d*y  sup- 
poser Tare  QM ,  augmenté  ou  diminué  d*autant  de 
-  circonférences  tjue  Ton  voudra.  On  voit  d'ailleurs  quejf 
ne  pourra  jamais  surpasser  arz.  Il  suit  de  là  que  la  cy- 
cloïde,  conçue  dans  tonte  l'étendue  qu'elle  doit  avoir, 
peut  être  coupée  par  une  même  ligne  droite ,  dam 
une  infinité  de  points. 

Le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  -^  étant 
égal  à  —  -  ^  est  toujours  négatif ,  puisque^  est  toujours 

positif;  ^lais  il  devient  infini  ainsi  que  ^  quand^=o, 

ce  qui  arrive  lorsque  l'arc  MQ  est  nul  ou  égal  à  un 
multiple  quelconque  de  la  circonférence  :  dans  les 
mêmes  cas  les  points  A,  L,  etc.  où  se  touchent  les  diffé- 
rentes branches  âe  la  cycloïde  sont  donc  des  points 
de  rebroussementde  la  première  espèce^  dans  lesquels  la 
tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (83). 

104.  Les  spirales .  composent  encore  un  ordre  de 
courbes  transcendantes ,  remarquables  par  leur  forme 
et  leurs  propriétés.  Voici  comment  s'engendre  celle 
qu'imagina  Couon  de  Syracuse  ,  et  dont  Archimède 
découvrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  AO  jjig.  3o,  se  meut  autour  fic.So. 
du  centre  A  dii  cercle  OGQ  ^  un  point  mobile,  parti 
de  ce  centre ,  parcourt  uniformément  la  ligne  AO  ,  et 
«vec  une  vitesse  telle  qu'il  arrive  au  point  O ,  en  même 
temps  que  cette  droite  a  achevé  sa  révolution.  Il  suit 
de  là  que  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spirale 
AMOM'X ,  le  rapport  de  AM  à  AK ,  est  le  même 
<{iie  celui  de  l'arc  ON  à  la  circonférence  OGO  \  mais 
éomme  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  le  point  décrivant 
continue  son  mouvement  au-delà  du  poibt  O ,  sur  le 
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rayon  prolongé,  et  que  ce  xayoli  p^ttt  lui-même  faire 
un  oombr^e  indéfini  jie  réyolutioAs  la  coiurbe  AMO  se 
prolongera  ea  toornant  toujours  autour  du  point  A , 
de  m^ére  que  Je  2:apport  entre  la  distance  de  chacun 
^  ses  poûits  au  poi^  A  et  le  rayon  du  cercle,  soit 
i^  à  c^l^  qui  se  trouve  entre  Tare  parcouru  par  le 
point  O,  depuis  le  commencemeiM:  du  mouvement  et 
la  circonférence  entière.  £n  M\  par  exemple,  où  le 
rayon  AN  a  fait  uae  révolution  plus  Tare  ON ,  on 
aura 

AM'  _OCO  +  ON 

AN  "^       OGO      ' 
ai  donc  on  fak 

ONtszî,        AM=:u, 

et  ^e ,  prenant  pojur  unité  le  r^yop  AN  ^  on  repré-» 

'  t 

aéBte  par  ax  la  cifconférence  OQO ,  fm  aura  u  =  — . 

Jiçs  vari^Jes  .de  cette  équation  sont  ce  que  les  géo- 
VxèXxe8Sippe}ijej^tde$  coordonnées  polaires.  Le  centre^ 
dv  cerjcie  OGQ  j  se  AOmme  le  pôle  ;  laligne  AM ,  assu- 
)^ie  a  passer  tojijpurs  par  ce  point ,  est  le  rayon  vec- 
teur, et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  la  courbe,  tandis 
que  Tare  ON  remplace  l'abscisse. 

hiSL  spM^ale  ^fie  .je  viens  de  considérer ,  et  qui  porte 
1^  nom  d»  spirale  dArchintède  n'est  qu'un  cas  par- 
^Cttlier  des  ^co«r)>e8  q#e  représente  Téquatipu  u:=:aV', 
ejifi  4o9nant  |à  n  toujtes  les  valeurs  possibles.  Lorsqu'on 

6(i^'»="'^i>  on  a?f  =  û^' ou  u^==a,  équation  qui 
appartient  à  la  spirçle  hyperbolique. 

Si  au  lieu  de  la  distance  Aflft  on  prenait  pour  u  la 
partie  ^fiVdu  rayon  vecteur,  comprise  entre  le  point 
M  et  la  circpnférenpe  du  cercle  OGO,  l'équation 
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u*zrsat  serait  celle  de  la  spirale  parabolique  ,  ou  de  la 
courbe  qu'on  formerait  en  roulant  Taxe  d'une  parabole 
autour  du  cerde  OG-,  les  ordonnées  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  à  la  circonférence  de  ce  cercle, 
et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

Tant  que  n  est  un  nombre  positif ,  les  spirales  données 
par  l'équation  u^^at^,  prennent  leur  origine  au  point  A  ; 
mfiis  quand  n  est  négatif^  u,  d'abord  infini,  lorsque 
<r=  o,  diminue  à  mesure  que  cet  arc  augmente ,  et  à 
chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s^appro- 
che  du  point  A  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre. 

io5.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  à  des  coordon- 
nées polaires,  la  différentielle  première  du  rayon  vecteur 
AMJig,  3i ,  estlapartie  QM'  retranchée  durayon  vec-  pic  3i. 
teur  suivant ,  par  l'arc  de  cercle  M(^  décrit  du  point  A 
comme  centre ,  avec  le  rayon  MA.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite  (74),  et  le  triangle  MQM^ 

comme  rectiligne ,  ce  qui  donne  MM'-=,  V  QM  -j-  (^M^ 
Lorsqu'on  mesure  l'angle  MAM^psr  un  arc  de  cercleATV 
décrit  d'un  rayon  AN  égal  à  l'unité,  on  a  QMz=z  udt, 

et  QM'  étant  du ,  il  vient  MM^  =  \/'dïF+uFdt''. 

106.  Si  on  mène  y/T' parallèle  à  la  corde  du  petit 
arc  QM,  et  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre  de 
cette  droite  le  côté  MM'  du  polygone  inscrit  à  la  courbe, 
on  aura  par  la  similitude  des  triangles  ilf' CM  et  M' AT, 

QM  _AM 
qM~  AT' 

Lorsqu'on  passe  aux  limites ,  la  corde  QM  peut  être 
prise  pour  l'arc  ,  l'angle  qMA  doit  être  regardé  comme 
droit,  la  ligne  MT  comme  tangente  à  la  courbe ,  AT 
comme  perpendiculaire  à  AM  cpÀ  se  confond  alors 
avec  AM' ,  et  Ton  a 

Cale,  dijf.  K 
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/  xdu         u 

d  où  Ton  conclura  ^ 


AT= 


du 


107.  La  différentielle  seconde  d*i^,  étant  prise  pourlA 
différence  entre  deux  différentielles  premières  consé- 
cutives (62)  ,  sera  représentée  par  JkfQ' — M'Q  ;  et 
il  faut  observer  que  lorsqu'on  suppose  Tare  NN^ 
constant ,  ou  qu'on  fait  toujours  varier  l'angle  t  de  la 
même  quantité  ,  les  arcs  QM,  Ç/M'  y  ne  sont  pas  pour 
cela  égaux  entr'eux,  car  ils  sont  tous  de  rayons  différens. 
On  pourrait  déduire  de  là  les  expressions  des  tan- 
gentes ,  des  normales ,  etc.  ;  mais  j 'ai  préféré  d'appliquer 
aux  courbes  qui  sont  rapportées  à  des  coordonnées  po- 
laires ,  les  expressions  des  soutangentes  ,  des  tangentes, 
etc.  trouvées  relativement  à  des  coordonnées  rec- 
tangles, parceque  cette  marche  fournit  l'occasion  de 
transformer  les  coordonnées  du  premier  système  dans 
celles  du  second  ,  et  de  montrer  comment  on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre.  Cela  sera  d'autant  plus  utile  , 
qu'on  rapporte  quelquefois  les  courbes  algébriques  à 
•  des  coordonnées  polaires  ;  on  le  fait  surtout  à  l'égard 
des  courbes  du  second  degré ,  en  prenant  leur  foyer 
pour  pôle. 
Fie.So.  108.  Je  placerai  au  point  A^fig.  3o,  pour  plus  de 
simplicité,    l'origine   des  coordonnées  rectangles 

AP  =  x,    PM—y\ 

et  pour  fixer  la  position  de  l'axe  AB  des  abscisses  ,  je 
désignerai  par  771  l'arc  QO  compris  entre  cet  axe,  et 
le  point  O ,  origine  de  l'arc  t.  En  menant  PM  per-: 


\ 
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pendîculaire  sur  ABy  et  en  observant  que  l'angle  MAP 
est  mesuré  par  Tare  NQ  égal  à  ^  —  m ,  on  trouvera 

AJil=TP  +  PM, 
AP=AMcosNQ, 
PM=:AMsïnNQ, 

DU  it=v/jc*+y, 

x  =  u  cos  (  ^  —  m  ) , 
y=zu  sin  (^  ^— tti). 

Au  moyen  des  deux  dernières  valeurs ,  on  changera 
toute  équation  algébrique  entre  a:  et  j' ,  dans  une  autre 
qui  ne  contiendra  plus  que  le  sinus,  le  cosinus  de  Tare  t, 
et  le  rayon  vecteur  u.  Ces  valeurs  dosent  aussi 

X  .  V 

cosf^— m);=-  ,      smft — m)=*-, 
^  u  u 

d'où  on  tirera  des  valeurs  de  cos  t  et  de  sin  t  enx,y,  u, 
sin  m  et  cos  m ,  qm  ,  substituées  dans  une  équation 

quelconque  entre  u ,  sin  ^  et  cos  t ,  conduiront  à  un 
résultat  ne  renfermant  plus,  que  x  ety,  puisqu'on  pourra 

remplacer  u  par  yx^  +  J** 

Si ,  pour  abréger ,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se 
confonde  avec  la  ligne  AO  ,  on  aura  seulement 

cos  i  ;::=  -  w  sm  ^  =r^. 

u  u 

Lorsque  l'équation  en  u  et  ^,  qu'on  se  propose  de 
transformer ,  contient  l'arc  t  lui-même  ,  il  n'est  plus 
possible  d'obtenir  une  relation  algébrique  entre  x  et  y, 
puisqu'on  n'en  a  point  de  semblable  entre  l'arc  t ,  son 
sinus  et  son  cosinus  ;  mais  on  parvient  ainsi  qu'on  va 

K  a 
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le  voir;  à  une  équation  difTérentielIe ^  qui  ne. contient 
plus  que  X,  j^,  dr  et  dy. 

On  tire  des  valeurs  trouvées  ci-dessus,  pour  u,  xet  y, 

du  =  d.V/x*+y», 
dx  =  du  cos  ( ^  —  m)  —  udt  sin  (  t  —  m  )  , 
dy  =  dusin  (f  —  m)  +udtcos(<  —  m)  ; 

si  on  éliminé  du  des    deux    dernières    équations^   il 
viendra 

,  dy  cos  (^  —  m)  —  dr  sin  (^  —  m) 

mettant  pour  cos  (t— m),  8in(^— m)  et  u,  leurs  va- 
leurs >  on  aura  ^ 

xdy-^ 

On  pourra  donc  chasser  de  l'équation  en  u  et  t,  et 
d^  sa  différentielle,  les  quantités  u,  cos  t,  sin  f ,  du  et  d/  ; 
les  deux  résultats  qu'on  obtiendra  ne  contenant  plus 
que  t,  on  le  fera  disparaître  par  ^^élimination. 

Soit  pour  exemple  Téquatîon  u=:at^,  qui  donne 

S  1   L—  i 

71 

les  expressions  de  u,  de  du  et  de  d^,  étant  indépen- 
dantes de  Tangle  m,  il  viendra,  en  les  substituant  et 
en  réduisant  au  même  dénominateur, 

1  -i  - 

-  (x*+^*)*"  (oTdr  -i-ydy  )  =  a"  (xdy — ydx). 

A>eG  cette  équation  on  déteiminerait  les  soutan- 
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gentes^  les  tangentes^  etc.  des  spirales ,  en  faisant  usage 
des  formules  du  n^  65  ;  mais  il  sera  plus  simple  et  en 
même  temps  plus  général  de  transformer  ces  formules 
relativement  aux  variables  u  ett,  et  c'est  ce  que  je 
vais  faire.  i 

log.  L'expression  de  la  soutangente  devient ,  en  met* 
tant  pour  j'  et  -5-  leurs  valeurs, 

y 

PT'—^cî^r^    _^  àucos  (t — m)  —  udt  sin  (t—  m) 

du  sm  \t — m)  +  udtcos \t — m) 

On  simpli&era  beaucoup  ce  résultat ,  en  observant 
que  la  situation  de  la  ligne  des  abscisses  ^  sur  laquelle 
tombe  la  distance  PT^  est  arbitraire ,  et  qu'on  peut  par- 
conséqueçt  prendre  toujours  m  tel  que  l'arc  QN  ^ 
soit  1^,  auquel  cas  l'ordonnée  PM  se  confond  avec  le 
rayon  vecteur  jiM ,  cos  (t — m)  =  o,8in(t— m)  =  i , 

et  PT'se  change  en  AT' =—  —  ' 

On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  j4M ,  et  en  por- 
tant sur  cette  droite  la  valeur  de  AT",  donnée  par 
la  formule  ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  à  l'équation  u  =  ai* 
on  trouvera 

.__,  B*  a     . 


Dans  la  spirale  de  Conon,  on  a  n  =r  1  et  a  =  —  ;  il  en 


2^ 


résulte  AT'=z<^ — .  On  voit  par  cette  expression  que 

K3 
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lorsque  i-=2^,  ou  qu'après  une  révolution  du  tAjon 
décrivant,  la  soutangente  est  égale  à  la  circonférence 
rectifiée  ;  on  trouvera  une  soutangente  quadruple  au 
bout  de  deux  révolutions^  et  ainsi  de  suite ^  comme  Ta 
remarqué  Archimède, 

Lorsque  7i=  —  i ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique ,  on  a  ^7"  =  a,  c'est-à-dire,  que  la  sou- 
tangente de  cette  courbe  est  constante. 

Je  nre  m'arrête  point  à  la  recherche  de  la  soiînormale 
et  de  la  normale  ,  parcequ'on  les  obtient  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 

J'observerai  seulement  que  =  -=— ,  exprime  la 

tangente  de  l'angle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur 
u4M]si  droite  T*M,  qui  touche  la  courbe  au  point  M,^ 
çt  qu'on  a 

110.  Si  dans  la  différentielle  de  l'arc  AMy  qui  est 

d2i=  v^dx^+dyc^S), 

on  substitue  pour  dx  et  d^  leurs  v^eurs  en  çoordon- 
liées  polaires ,  on  aura 

èz  =.  v/di^^  +  u»dt% 

ainsi  qu'on  le  conclurait  immédiatement  en  regardant 
n«.3i  le  triangle  curviligne  MM' Q,^^.  3i ,  comme  rectiligne 
et  rectangle ,  forme  dont  il  diffère  d'autant  moins  que 
les  points  M  et  M'  sont  plus  rapprochés. 

Ut.  La  différentielle  de  l'aire  ADM,  prise  rela- 
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tivement  aux  coordonnées  polaires,  n'est  pas  un  tra- 
pèze ^  comme  dans  le  cas  des  ordonnées  parallèles ,  mais 
un  secteur  AMM' .  En  passant  aux  limites ,  le  rapport 
de  ce  secteur  avec  la  différentielle  iNW  sera  le  même  que 
la  limite  des  rapports  que  les  secteurs  AMQ^  AM'R, 
entre  lesquels  il  se  trouve  compris  et  qui  tendent  vers 
l'égalité,  ont  avec  la  même  différentielle  NN' ,  On  con- 
clura de  là  que  Taire >^Z>iRf  étant  représentée  par  s,  on 
doit  avoir 

d^      AMxMQ      u"  ,        u'dt 

—  = ; — ^  rz:  —  .      ou     uS  =  ■ 

On  rencontre  souvent  l'expression  du  secteur  ds,  ea 
coordonnées  rectangles ,  et  il  est  parconséquent  utile 
de  la  remarquer.  Elle  se  déduit  de  la  précédente ,  en 
mettant  pour  d^  et  pour  u^  leurs  valeurs  trouvées  dans 
le  n**  108;  il  vient  alors 

^  ^  xdy  -  ydx 

a 

1 1 22.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
Ici  on  doit  observer  que  la  formule 


dXd»"—  ^^ 


y 

suppose  que  Taccroissement  dx  demeure  constant  dans 
toutes  les  différentiations  que  subit  la  fonction  y ,  et 
que  comme  les  coordonnées  polaires  ^  et  z^  sont  de» 
fonctions  de  a;  et  de  j^ ,  elles  sont  implicitement  des 
fonctions  de  a;,  et  varient  parconséquent  ainsi  que 
leurs  différentielles,  lorsque  cette  dernière  quantité 
reçoit  des  changemens.  Il  faudra  donc  différentier  les 
deux  équations 

K4 
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dx -=: du cos (^t  —  m)  —  ud/sin  (^  — m)  > 
dy  =  du  sin  ( ^  —  m)  +  uàtcosÇ^t  —  m )  , 

en  y  faisant  varier  à-la-fois  ày ,  du,  d^;  et  elles  don^- 
neront 

o=d*ucos(^ — m)— adudi  sin(i — m) — udH  8m(t — m) 

— ud^*cos(f — m) 
d^y=  d*u  sin(^— m) + iîdudteos(^— m)+ud*^  cos(^-m) 
\  — ud^*sin(t — m). 

PIC  3o.  La  position  de  la  ligne  jiB,Jig,  3o,  étant  arbitraire^ 
on  peut,  pour  simplifier  ces  expressions  ,  supposer 
quelle  soit  perpendiculaire  sur  ^-^"(109),  et  faire  en 
conséquence   t  —  7»=  1 9;;  il  en  résultera 

sin(^ — m)  =  1  ,  cos(^ — ^77i)=o, 

dx  =  —  ud^ ,  dy  =  du  , 

o  = — 2dudt— ud%    d*^  =  d*u — ud^* , 

dxd^jy  udf(d^u— udt^) 

Lorsqu'on  appliquera  la  dernière  formule  ,  il  sera 
nécessaire  de  faire  varier  en  même  temps  les  deux 
différentielles  du  etd^  des  coordonnées  polaires  uet  f, 
en  assujétisant  la  différentielle  d*^  à  Téquation 

,      o  =  —  fldud^  —  ud*^  . 

qui  établit  une  relation  entre  d^  et  dud^,  c'est-à-dire  ^ 
quil  faudra^  dans  l'expression  de  d*u,  substituer ^  au 
lieu  de  d*^  sa  valeur  ,  tirée  de  Féquation  ci-dessus. 

Il 3,   Au  lieu  de  calculer  les  expressions  des  coor-^ 
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données  a  et  iS  de  la  développée  (  94  )  >  on  a  cou- 
tume ^  lorsqu'on  fait  usage  des  coordonnées  polaires  , 
de  déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  distance  ME , 
comprise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire EF  f  abaissée  du  centre  F  du  cercle  osculateur 
sur  la  droite  AM  ^  ce  qui  donne  quelquefois  de  l'élé- 
gance à  la  construction  du  rayon  de  courbure. 

La  ligne  AM  éteait  prise  pour  l'axe  des  ordonnées^, 
la  partie  >^iB  représente  l'ordonnée  jS  de  la  développée  ; 
et  parconséquent 

ME  =  AM--'AE=y^fi~—  ^^jf^/  : 

donc  ME  =.  —  ^  ,,      — T-T^* 

114.  Pour  faire  une  application  des  formules  pré- 
cédentes ,  je  prends  la  spirale  logarithmique  dont  l'équa- 
tion est  ^=:lu.  En  diiFérentiant  ^  il  vient  (27) 

d/  =  iH —   ou  -j^z^M  , 

u  au 

ce  qui  montre  (  109  )  que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe  y  la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon 
vecteur. 

Une  seconde  difFérentiation  effectuée  sur  l'équation 

uàt  —  MàiL=z  o, 

et  dans  laquelle  d^  et  du  varieront  en  même  temps , 
donnera 

vàH  4-  AuAt  —  il/d*tt=o; 

mettant  pour  uAH  sa  valeur  — o^Auàt  (i  la) ,  il  viendra 

—  dud^ — itfd*M  =  o, 
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et  si  Ton  substitue  dans  les  expressions  de  MF  et  de 
ME  cette  valeur  de  d^u^  puis  celle  de  dt  en  du^  on: 
aura 

TïG.  3a.  Il  suit  de  là  que  la  droite  AF,Jig.  Sa ,  menée  perpen- 
diculairement au  rayon  vecteur  \AM  y  rencontrera  la 
normale  MF  au  centre  du  cercle  osculateur ,  ou  sur 
le  point  correspondant  de  la  développée  FZ, 

Cette  développée  sera  une  spirale  semblable  à  la 
proposée  ;  car  l'angle  ^FM  étant  égal  à  T'MA  ,  sera 
le  même  pour  tous  les  points  dfe  la  courbe  FZ  ^  comme 
pour  ceux  de  la  courbe  AX*  » 

Du  changement  de  la  ^variable  indépen- 
dante ,  ou  comment  on  change  la  di/^ 
férentielle  quon  a  prise  pour  constante , 
en  une  autre  qui  ne  le  soit  plus. 

11 5.  Dans  la  recherche  du  rayon  de  courbure  ; 
pour  les  coordonnées  polaires  ,  j'ai  regardé  les  va- 
riables u  et  t  comme  étant  implicitement  des  fonc- 
tions de  X  y  et  j'ai  fait  en  conséquence  varier  en 
même  temps  les  deux  différentielles  au  et  d^  •,  cepen- 
dant ,  puisqu'on  peut  considérer  l'équation  de  la  courbe 
proposée  entre  les  coordonnées  polaires  u  et  f ,  indé- 
pendamment des  coordonnées  rectangles  x  et^,  on  peut 
aussi  regarder  u  comme  fonction  de  i,  et  prendre  d^ 
pour  un  accroissement  constant  de  cettèdernière  variable 
qui  est  alors  indépendante  de  toute  autre.  Sous  ae  point 
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de  vue ,  il  faut  faire  d*/  =  o  ,  mais  on  doit  préalahle-r 
ment  changer  les  formules  des  n""  iia  et  ii3,  dans 
lesquelles  on  a  toujours  supposé  que  x  était  la  variable 
indépendante  et  que  dx  était  constant. 

J'observe  d'abord  qu'en  prenant  t  et  u  pour  fonctions 
de  la  variable  a; ,  on  a 

d^=pdi;,      dw  =  </dx, 

et  parconséqnent 

du q 

dt  ~p' 

Différentiant  dans  la  même  hypothèse^  où  l'on  regarde 
dt  et  du  comme  des  fonctions  implicites  de  x  et  de  dx^ 
chaque  membre  de  cette  équation ,  il  vient 


■ 

o= 

_pdq- 
P' 

■qdp_ 

dtd^u       dudH 
dx  dx       djcdj; 

ce 

qui  revient  à 

dr^^ 

dtd 

*u  —  dudH 

dl' 

ainsi  qu'il  résulterait  de  la  diiférentiatioa  immédiate  de 
la  fraction  ^7(1  a)-  Dans  cette  hypothèse,  le  coefficient 

différentiel  de  la  fonction  -7- ,  ou  la  limite  du  rap- 
port de  d.-r-  àM^,  n'est  plus  exprimé  par  -5-^ ,  comme 

lorsqu'on  prend  t  pour  variable  indépendante^  mais 
par 
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dt'^KàFj- — aF — • 

Si  donc  on  fait 

du  dm 

en  regardant  m  et  n  comme  des  fonctions  implicites 
de  ^^   on  aura 

dtd^'u  —  dudH 
-= dF > 

et  par  l'équation  o  =  adud^  +  ud^^ du  n®  ii 2 ,  il  vient 

j^^           zdudt                   ud^u+Qdu* 
d*^= .      et  n= 3=- , 

Maintenant  il  suit  de  la  nature  même  du  Calcul  diifé^ 
rentiel  que  toutes  les  expressions  que  fournit  ce  Calcul 
doivent  être  indépendantes  des  valeurs  des  accroisse- 
mens  ,  et  doivent  parconséquent  se  transformer  en 
d'autres  qui  ne  contiennent  plus  que  les  fonctions  déter- 
minées 771,  71 ,  etc.  En  effet,  on  a  par  ce  qui  précède 

Tii/d^* — 2da*       (nu — 2771*)  d^* 

di^  =  77id^         d»i«= =  ^ — ; 

'  u  u 

substituant  dans  les  expressions  de  MF  et  de  ME,  on 
obtiendra 


a 


2m*  —  7ia  +  u* 

2771*  — 7lU-f-U* 

formules  délivrées  des  accroissemens  ,  et  ne  contenant 


N 
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plus  que  les  fonctions  m  et  n  qui  sont  les  limites  de 

leurs  rapports;  mais  quand  on  prend  t  pour  variable 

indépendante^  les  fonctions  m  et  n  sont  représentées 

du    ^  d*u       ^  ,, 
par  -T-  et  -r-j-  ;  et  1  on  a  en  conséquence 


flduMt — udrd*tt + u»dt* 


_     ii(da^+u'dt^) 
""ada*— ud*u  +  a=*dt^' 

formules  qui  supposent  u  immédiatement  fonction  de 
t.  Ainsi  pour  les  appliquer ,  il  faudra^  en  difFérentiant 
l'équation  proposée  en  u  et  ^^  faire  dt  constant. 

116."  Il  est  souvent  utile  de  faire  l'inverse  de  ce  qui 
précède^  c'est-à-dire ,  de  transformer  une  expression 
i^fférentielle  prise  en  regardant  j'  comme  une  fonction 
de  j:^  en  une  autre  où  a;  et  ^  soient  toutes  deux  envi- 
sagées comme  des  fonctions  d'une  troisième  variabU 
«{uelconque  z  ,  que  l'on  supposera  indépendante. 

Le  coeificient  p  =  -^  revient  alors  à 

àz 

dz 

on  doit  donc  regarder  aussi  dy  et  do:  comme  des  fonc- 
tions de  2 ,  et  les  diiFérentier  en  conséquence ,  ce  qui 
donnera 
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faisant  ensuite  dp  =  qdx ,  on  trouvera 

En  poursuivant  de  la  même  manière ,  on  aur4 

__  dx'ày—5dxd:'xdy+?idyd!'x^—dxdyd^x  . 
~  dx*  * 

posant  dq  =  rdx  y  on  obtiendra 

_  âjfd^ — 5drd*xd«y  +  5dy  d'^a:*  —  dxdyd^x 

C'est  ainsi  que  les  quantités  p,  ç,  r,  etc.  qiû  sont 
des  fonctions  implicites  de  x^  s'expriment  au  moyen 
de  dx,  dy  y  d*a7,  etc.  regardées  comme  des  fonctions 
de  z;  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  quelque  formule 
que  Ce  soit,  ramenée  à  ne  contenir  que  des  coefficiens 
diiFérentiels  y  on  la  transformera  sous  le  point  de  vue 
général  proposé. 

L'expression  du  rayon  de  courbure ,  par  exemple , 

(dx*+dyO^ 

^  ~  dxd^'y       * 

étant  mise  d'abord  sous  la  forme 


( 


dor* 
deviendra 
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1 17.  Les  expressions  de  <7  y  r,  etc.  sont  indéterminées  y 
tant  qu'on  n'assigne  aucune  relation  entre  les  variables  x» 
^  et  z  ;  mais  l'effet  de  cette  relation  établit  une  dépen- 
dance entre  à^x  et  d^ ,  puisque  z  pouvant  aussi  être 
envisagé  comme  ime  fonction  de  a;  et  de^  ^  dz  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  différen- 
tielles ,  et  la  supposition  de  àz  constant  emporte  l'équa* 
tion  d*jB  =  o. 

Il  n'est  pas  même  nécessaire ,  pour  obtenir  cette  der- 
nière ,  de  connaître  la  relation  primitive  entre  x^y  et 
la  variable  z  qu'on  veut  regarder  conmie  indépendante  ; 
il  suffit  d'avoir  l'expression  de  ds. 

Si  l'on  prenait  y  par  exemple  ,  pour  cette  variable 
l'arc  de  la  courbe  proposée ,  on  aurait  alors  (76) 

dz  ==  V^dJF  +  dy*  ; 

et  en  différentiant  dx  et  dy  comme  des  fonctions  de  z, 
il  viendrait 

dxd*jp  +  dyd^  =  o  ; 

chassant  à  l'aide  de  cette  équation  et  de  ses  différen- 
tielles ,  les  différentielles  d*x ,  à^x ,  etc.  des  expres- 
sions de  q  y  r ,  etc.  on  aurait  les  formes  que  prennent 
les  coefficiens  différentiels  lorsqu'on  fait  varier  x  et  y, 
en  conséquence  du  changement  de  l'arc  z  y  ou  lorsqu'on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante ,  ou 
enfin  lorsqu'on  prend  sa  différentielle  pour  constante. 

Les  considérations  géométriques  répondent  très-clai- 
rement à  cette  circonstance  ;  car  il  est  visible  que  pour 
particulariser  le  polygone  itOf 'M"  etc.  Jig.  a,  qu'on  se  fic.  a^i 
propose  d'inscrire  dans  une  courbe  quelconque  CM  y 
il  faut  assigner  une  loi  dans  la  succession  des  angles  de 
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ce  polygone.  J'ai  d*abord  pris  les  différences  d'abs^ 
cisses  PP'  y  PP"  ,  etc.  égales  entr  elles  ;  mais  on 
peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre  :  supposer ,  par 
exemple^  que  les  côtés  MM^,  M' M*' y  etc.  soient  égaux. 

On  peut  aussi  faire  à  volonté 

d2=da;,     ou     d2i  =  dy, 
d*où  il  résulte 

d*j:  =  o    ou    d^=o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypothèses  ^  on  prend  alterna- 
tivement X  GM  y  pour  variable  indépendante  ;  c'est- 
à-dire  que  l'on  regarde  y  comme  fonction  de  a:  ou  a; 
comme  fonction  de  y.  Dans  le  premier  cas 

<7=  -5r--  et  dans  le  second  0= ^  .,■■. 

.    Si  on  met  cette  dernière  valeur  dans  l'expression 

on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  con- 
vient au  cas  où  Ton  regarda  x  comme  fonction  de  y , 
et  qui  est 

_(d3:*  +  dy)« 
^~       dyd*x       * 

Tout  ce  qui  précède  ne  porte  que  sur  les  signes 
et  n'est  enfin  qu'une  manière  particulière  d'écrire  les 
coef&ciens  différentiels  ;  ^ar  que  y  varie  à  cause  du 
'dhangement  que  subit  spontanément  a:  ^  ou  à  cause  de 
celui  que  subit  une  autre  variable  z,  de  laquelle  x  dé- 
pend ,  tout  cela  revient  au  même  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens  \  aussi 
lorsqu'on  différentie  une  équation  entre  a?  et  j',  en  fai- 
sant 
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tant  varier  dx  aussi  bien  que  dy  ^  on  peut  transformer 
ensuite  les  résultats  en  coeificiens  différentiels  au  moyen 
des  formules  du  n®  116,  comme  on  le  ferait  en  diffé- 
rentiant  suivant  le  procédé  du  n®  ii5  :  de  Tune  ou  de 
l'autre  manière  on  parvient  au  même  résultat.  Les 
formules  obtenues  par  la  première  sont  en  quelque 
aorte  plus  élégantes  ,  parceque  les  deux  variables  y  sont 
traitées  symétriquement.  On  trouvera^  sur  ce  sujet, 
dans  le  premier  chapitre  du  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral  y  des  détails  assez  im- 
portans.et  qui  n'avaient  encore  été  donnés  par  personne 
que  )e  sache  avant  la  publication  de  cet  ouvrage. 

11 8., D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  pourra  tou- 
jours différent]  er  le  système  de  deux  équatioos ,  conte- 
nant trois  variables ,  système  duquel  il  résulte  que  deux 
quelconques  de  ces  variables  sont  des  fonctions  déter-7 
minées  de  la  troisième.  Si  U=o  et  ^=  o  désignent 
deux  équations  entre  x ,y  et  z,  on  en  prendra  les  dif- 
férentielles successives  en  faisant  varier  en  même  temps 
celles  des  deux  indéterminées  que  l'on  regarde  comme 
fonctions  de  la  troisième. 

Si  l'on  avait  trois  équations  î/=  o  ,  y=i  a  et  TV -=10^ 
entre  quatre .  variables  t^x^y  ^  2,  trois  de  ces  variables 
nécessairement  déterminées  par  la  quatrième ,  seraient 
des  fonctions  de  celles-ci ,  et  leurs  différentielles  de- 
vraient varier. 

En  général ,  un  nombre  m  d'équations  entre  m  +  ^ 
variables  déterminant  m  de  ces  variables,  au  moyen  de 
celle  qui  reste ,  ne  doit  être  regardé  que  comme  con- 
tenant des  fonctions  de  cette  variable  ;  il  faut  donc  dans 
les  différentiations  successives  de  ces  équations  faire 
vari.er  les  différentielles  des  indéterminées  qui  repré- 
sentent des  fonctions  de  la  variable  que  l'on  considère 
conune  indépendant^ ,  et  dont  on  prend  la  différentielle 
pour  constante. 

Colc,  diff.  L 
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119.  Lors^u'ôh  a  dés  équSLtiozis  de  cette  hature^  on 
peut  toujours  é^  tirer  un  résultat  unique ,  etitre  deux 
queIcohii{ue^  des  variables  ,  par  tin  procédé  qû(s  je  yait 
exposer  sur  deux  équations  à  trois  Variables,  et  qu'il 
sera  facile  d'étendre  eiisuite  alitant  qu'bh  le  voudra. 

Soient  r/  =  o,  ?^=o,  ces  équations,  Tune  de 
Tordre  m  et  l'autre  de  Tôhire  n ,  entt^  lès  variables  x, 
y,  t  et  leurâ  différentielles,  et  dont  oh  vetiille  élimi- 
ner t\t  la  première  pourra  cbntenir  outré  là  variable  t, 
les  différentielles  dt,  dH,...d^t,  et  fa  seconde  dt , 
AH,. .  .dH,  Comme  on  n'a  point  les  équati^oîis  primi- 
tives ,  ni  toutes  Ifes  différentielles  dés  ordrtl  inférieurs 
&  ceux  deh  proposées,  il  faut  nécéteàiréintent  se  procu- 
rer dé  nouvelles  équations  pour  ëbàssér  les  lijuàntités 
inconnues  d^,  dH,  etc. ,  et  c'est  ce  qu'on  fera  fen  dif- 
fétentîant  n  foîs  l'équation  17=  o,  et  m  fois  l'équation 
/^=  0.  On  obtiendra  par  ce  moy^ii  n-^-m  équations 
nouvelles  ;  et  on  en  aura  en  tout  un  nombre  m+^î+û , 
en  comptant  lés  deux  proposées  :  les  incohïittes  à  éli- 
miner, savoir,  t,  dt.dH, d^f, d»"-^,  étant  au 

nombre  de  tti  +  n  +  1 ,  il  restera  donc   linfe  équation 
finale ,  en  x ,  y  et  leurs  différentielles. 

Si  dt  était  constant,  il  semblerait  quVn  différentiant 
une  seule  fois  Funé  des  équations  proposées ,  on  pour- 
rait éliminer  «  et  A,  puisqu'on  aurait  alors  trois  équa- 
tions ;  mais  on  doit  observer  que  les  différentielles  d*jc, 
d^,  contiennent  implicitement  t ,  puisqu'alors  on  a  re- 
gardé X  et  y  comme  des  fonctions  de  cette  variable 
(1 18)  ;  il  faut  donc  prendre  pour  constante  la  différen- 
tielle de  l'une  des  variables  cjuè  Ton  veut  conserver. 

Delà  différenbiation  cle$  fonctions  de  deuoti 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

lao.  Lorsque  Ton  n'a  qu'une  seule  équation  entre 
trois  variables,  il  faut  d  abord  fixer  arbitrairement  les 
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Tsleurs  de  denx  quelconques  de  ces  variables  pour  dé- 
terminer la  troisième ,  qui  par  conséquent  est  une  fonc-^ 
iion  dès  deux  {Hremières.  Si  l'on  sl,  par  exemple^  l'équa^k)!! 

on  ne  pourra  obtenir  s  ^  sans  avoir  préalablement  assigné 
des  valeurs  à  x  et  àjf  ;  mais  il  convient  d'observer  que 
les  quantités  x  et^  n'étant  liées  entr'elles  par  aucune 
relation^  la  seconde  peut  demeurer  la  même  ^  quoique 
la  première  ait  changé,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manières ,  i\  en  conséquence  d'un  changement 
arrivé  à  j:  ou  à^  seul  ;  a*,  par  le  concours  de  ces  deuic 
circonstances.  Dans  le  premier  cas^  la  quantité  y  ^  (m 
la  quantité  x  ,  étant  regardée  comme  constante  ^  Téqua- 
tiou  proposée  revient  au  fond  à  une  équation  à  deux 
variables;  ainsi  lorsque  x  change  seul ,  on  a  ^ 

;xdx  +  ftd£=:a,     ou    ±-f-«-r-=o>. 

dx 

et  lorsque  c'est  ^ ,  il  vient 

ydy  -j^zdz  ^=10  f     ou    jr+«jr-=0. 
L'on  a  donc 


-fc fËÎ  d«  =  — ^- 

«  Z     ' 

ouBsil  faut  obeerver  ^e  la  première  de  xse»  différen- 
tielles est  relative  à  la  variabilité  pardculière  de  x^  et 
la  seconde  à  celle  dej^;  c'est  ee  qu'on  exprime  eai 


l'autre  la  différentielk  partieÛe  relative  à  y. 

ïje  sens  de  la  gestion  suffit  pour  empêcher  qu'oA 
«e  les  confonde ,  et  on  lee  distiagne  d'eaUeurs  suffisam- 
raient  en  faisant  attention  à  la  différentielle  de  la 
riable  indépendante  qui  les  affecte. 

Les  coeiBciens  différentiels  analogues  sont 

L  il 
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dz.       X       ds y 

Ar  z*         dy  z       .' 

En  général  lorsqu'il  s'agit  d'une  fonction  de-  plutieut» 

variables ,  on  doit  bien  se  rappeler  que  dans -7-,  dz  est 

la  différentielle  p^tielle  de  z  relativement  à  x.^  tandis 

.         àz         .  ,       ■■ 

que  â^nsT-,  ds  est  la  différentielle  partielle  rela- 

,  121.  Si  f(x,  j^)  représente  Une  fonction  quel- 
conque de  a;  et  de  j^  ;  en  supposant  d'abord  que  la  va- 
riable X  change  seule  et  devienne  a? +  /r,  il  faudra  re- 
garder y  comme  une  constante ,  et  traiter  la  fonction 
proposée  de  même  qu'une  fonction  dje  x  ;  on  aura  donc 
par  le  théorème  du  n®  21  \  ejL  faisant  pour  abréger 

^  (^j  ^)  =  ">>     • 

Pour  trouver  ce  que  deviept  la  fc^nction  proposée 
lorsque  y  seul  prend  un  accroissement  k  ,  on  re- 
garderait X  comme  une  constante ,  et  f  (x,^)  ^  ou  u  , 
comme  une  fonction  de^;  par-là  on  aurait 

f(x,j.+ft)=u+^-+g~.— -h^-5^-^+  etc. 

Dans  le  cas  où  les  quantités  x  et  ^  varient  en  même 
temps  et  deviennent  x  -f-  h  et  y  -^k ,  comme  on  n  a 
assigné  aucune  forme  particulière  à  la  fonction  {(x,y), 
il  n'est  pas  possible  d*y  faire  à  la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées  -,  mais  il  est  aisé  de  sentir  qu'on,  par- 
viendra au  même  résultat  en  changeant  d'abord  en 
x  +  h,  et  mettant  ensuite  y  +  k  pour  y,  dans  le  dé- 
veloppement qu'on  aura  obtenu  par  la  première  opé- 
ration. 

On  a  déjà        ^     - 
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f(*+A,j.)=u+^J+gil+|ii_^  +  etc. 

u  représentantf  (07;  j^).  Pour  développer  les  coefHcîens 
des  différens  termes  de  cette  série  ^  en  ayant  égard  au 
changement  arrivé  à  y ,  j'observerai  d'abord  que  dans 
chacun  d'eux,  x  doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante  ,  et  qu'on  doit  les* traiter  parconséquent 
comme  des  fonctions  de  la  seide  variable  j^.  D'après 
cela,  f  (x,  jr) ,  ou  w ,  deviendra 

.  daft   ,  d*u   k"^'    ,  d^u     A»      , 

ï*+j hj"T l-j-T 5+ etc. 

'  dyi^dy*  i.a  '  dy  i.2.3~ 

Si  dans  ce  développement  on  écrit  t--  ,  au  lieu  de  u, 

on  aura  pour  résultat  ce  que  devient  la  fonction  j- , 
lorsque j^  se  change  eny^j^k*,  c'est-à-dire, 

du  ,^Cd^)fe  /Vd^)   fe*    /Ad^)     A» 

dx**"""^!"^  dy  TTi'^'  dy  tt:?^^*^- 

Mais  comme  ,  en  partant  de  la  fonction  u,  l'expression 

<c).  . 

— T indique  deux  différentiations  faites  successive- 
ment ,  la  première  en  ayant  égard  à  la  variabilité  de  x 
seul  I  et  la  seconde  en  ne  considérant  que  cellef^e^; 
on  donne  à   cette  expression  une  forme  plus  simple 

en  l'écrivant  ainsi  qu'il  suit  :  t-î-.  On  représenta 
de  même     ^^     par  ^_  ;  et  en  général ,  il  faut  en- 


tendre  par  ^  „^^  ,  le  coefficient  différentiel  de  l'or- 
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dr«  n,  relatif  à  la  fonction  -?—  ,  eii^n'y  supposant  vx^jf. 

variable,  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même  le 
coeiEcient  différentiel  de  Tordre  m  de  la  fonction  pro- 
posée ,  en  n'y  supposant  que  x  variole. 
'    Cela  posé ,  la  substitution  de^  -f-  A^  au  lieu  dey  chan- 
gera 

du       du        d^tt    k        d%      h*  dhi       k^ 

dx      dx"'   dydx  7      dy*da?  i.a      dy'da?  1.3. 3 

d'à      d^u   ■     d^g  ft         d^u      fc>    ^      d^       fe^      , 
da:»^''da:*^dj^^T"*"dyd«*  1.2'^  dfd^TTS'^^^''' 

d^u      d%  ,     d^u  k  .     d^u      &•    ,      d^u       1^      , 
d^  ^°  d^  ■+'^  T  +  *?=d^T:i  +  dyMx^i.a.3  +  ^*''- 
etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement 
de  f  (xrf-i,^)  ,  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 
les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  A  et  de  &  font 
une  même  somme ,  soient  placés  dans  une  même  co- 
lonne ,  il  viendra 

r/     IL      I  7N         .  â^i  .    d*a    i*  d»u      *»  ,    ^ 

f(^+ft.J^+^)=»+g^;  +  y— +    dy   i,..5        +^^- 

,  d«A  ,    d*u  ftjfe   ,     d^ie       A*      A     ,    ^ 
or  1      dydx  1  1      oyM  x    1 .  a     1 

+  dx»   i.a.3       ^^*'- 

+  etc. 

122.  On  a  obtenu  le  développettient  précédent  en 
niettant  d'abord  x  -4-  i  au  lieu  de  x ,  et  ensuite  y  +  k 
au  lieu  de  y,  mais  on  aurait  pu  prooéder  dans  un 
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ardre  inyarsç ,  et  commencer  par  la  substitutioii  rela- 
tive à  y  ;  alors  f  (  x ,  j'  )  serait  deyeaue 

.  di/ik  ,  d»a   A*       d^u     A?      , 
'^  dj^  1  ^  dy  1 .2  ^  dy  1  fl.3  ^ 

La  substitution  de  x  4-  ^  >  ^u  lieu  de  x ,  dans  cette 
série ,  aurait  changé  u  en 

du;^      d»u    A'    ,  d^g     fe3      , 
"+diT+d^  1.3"'' da;3  1.2.3"*" ''*''• 
et  ensuite 

du       du   ,    d'u   ft         d^u      A»  à^u        h? 

dy  •      dy       dxdj^  1  *    dx*dy  i.a       djc^dj'  i.a.3 

d^     A^u  ,    d^g   A  .      d^u      ft^    ,      d^g       A^      , 
dy  ^''dy  "*"dI^T^I^Fi  .a"*"  dor^dy  1 .3.3"'"®*^* 

Ë!îi     d^^  ,    d^    A  ,      d^u     A*'  ,      A^u       h?     ,      . 

dy  ^"dy  "''drdy  7"+"  dx^dy  1.2+*  dr^y  TTTS'*'  ^*^' 

on  fiuraît  eu  parconséquent 
F/     .  L      .IN        ,  duA  ,    *u^  A»    ,     tfu      iV 

duA     ^dn^AA        d^i/     A*      A 
**'4iy7'*"drd^TI+dx'dy   1.2"   7  +®^''' 

■*"  dy  7:^"''d^   7    i.î*"'' 

.        dy    1.2.3      ^ 

4-  etc» 

Il  est  évident  que  ce  «econd  développement  doit  être 
identique  avec  le  premi^F  >  car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d'abord  x  en  x  +  A  çt  ensuite  J^  jen^  -f-  A  ,  ou  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre  inverse , 

L4 
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puisque  d*une  manière  ou  de  Tantre  on  obtient  égale- 
ment f(a;  +  A, ^ -f- A). 

Si  on  compare  dans  ces  deux  développemens  les 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  h  et 
de  À ,  on  trouvera  cette  suite  d'équations  ^ 


dydr 

AxAy 

A^u 

A^a 

d^do;* 

Ax^Ay 

A^u 

A^u 

dy^x 

drdy* 

A^'^"'u 

d"*-^"tt 

Aydx^ 

dx"*dy* 

etc. 

etc. 

Il  résulte  de  la  première  que  le  coefficUnt  differen-^ 
tiel  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  ^ 
pris  en  différentiant  par  rapport  à  l'une  d'elles  et 
ensuite  par  rapport  à  l'autre ,  reste  le  même ,  quel  que 
soit  l'ordre  qu'on  ait  suivi  dans  les  dijjferentiations. 

Soit,  par  exemple,  Z4=x'"^"*,  si  on  difiFérentie  d*abord  en 
regardante  comme  seule  variable ,  on  a  -j-  =  mx"""y  ; 

pifFérentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  faisant  varier 

A^u 
que  y ,  on  obtient  ,    ,     =  mnx^^y^^^  :  en  opérant 

dans  un  ordre  inverse ,  on  trouve 

Au  d*u 

•^  =  »0'"~'  et  _=m«x->— ; 

et  on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les 
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deux  cas.  Les  autres  équations  rapportées  ci*des8us  ne 
«ont  que  des  conséquences  de  la  première. 

.    1  a3.  En  retranchant  {(Jo,y)  ou  u  de  f  (x  -}-  h,y  +  ft )  , 
on  trouve 

r/'     I  L       •  7N      i?/-       \      àuh   ^    d*u    A*     . 
f(x+/l,y+ft)-f(x,jy)=^-  +  -g;^^+  etc. 

.  Au  k       d'u    k  h  . 

+T~  "  +  j"-j r  etc. 

dy  1    ■  dydj:  1  1   * 

.    d«a    A»     . 

+  "Tnï h  etc. 

dy*   i.fl 

+  etc. 

Si  on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  défi- 
nition que  j'ai  donnée  (5)  de  la  différentielle  d'une 
fonction,  on  verra  que  celle  dç  {{x ,y)y  ou  deu, 
est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment  la  pre* 
mière  colonne  du  développement  précédent  ;  et  en 
changeant  A  en  dr  et  A  en  dy^  on  aura 

df(a:,^)  =  da  =  g^dx  +  ^djr. 

n  suit  de  là  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de 
deux  variables  renferme  deux  parties ,  savoir  :  -r-  dr  ^ 
ou  la  différentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  va- 
riable, et  -3-  dy,  ou  la  différentielle  prise  en  regardant 

y  comine  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables, les  règles  données  (n»  10  et  suiv.)  pour  la  dif- 
férentiation  de  celles  qui  dépendent  d'une  seule ,  et  pour 
cela  on  différentiera  la  fonction  proposée  d'abord  par 
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pori  à  Vun%  des  iforiahles ,  €t  ensuUe  put  ruffp^A  è 
l'autre  ;  la  somme  des  deux  résultais  sera  la  différenr 
tielle  totale  cherchée. 

iâ4-  Je  ne  er<>Î8  p^  <Iu'Q  soit  nécessairft  de  donner 
beaucoup  d*exemples  relatif  à  la  diiFérentiation  des 
fo^ctions  de  deux  yaidableaj  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  des  fonctions  qui  nen  contiennent  qu'une  ;  je 
me  bornerai  dooc  aua^  suiyans  : 

On  voit  sur-l^^champ ,  d'après  la  règle  ci-dessus , 
que 
^  d(x+j^)=:  dx  +  d^ 

d    .    xy     =ydx  +  xày 

,       X        do;      atty yix  —  xdy  ,  J^ 

y        y     ùT         r 

-7-  dj^  =  nx^""*dy  ; 

donc 
dtt:=:inj[:*""'v"dx4-»Jî^"""*dy===j:''*~Jy^  : 

;r-ay—  ; — "<  ■  "'*!  ^»   . 
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~       (^+/)* 
3^»=aeArc^taBgs3K-Y\  expremon  qui  eat  cçUf 

cTiin  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  1 ,  et  la  tangente.  -; 

#  y 

ponr  la  differentier  on  fera  -  r=3  z ,  et  on  cherchera^ 

d'après  le  n*35^  la  différentielle  de  l'arc  dont  la  tangente 

ds 

est  exprima  par  9  ;  il  yiendra  pour  résultat         ^  :  on 

d& 
aura  donc  du  =  — ; — -  ;  et  mettant  au  lieu  de  4  et  de 

ds  leur  valeur^  on  trpyyera 

yéx  —  xày 
du  —         y'         _ylp  — ady . 


i-f 


y 


125.  La  manière  dont  on  écrit  IfS  dlIFérefitielles  des 
fonctions  qui  dépendent  de  plusieurs  variables  donne 
Uei^À  4es  remarques  importantes.  0n  a  déjà  vu  (ia.p) 

^'j3i  ne  faut  pas  çppfondce  alpr^  t-  dx  avec  du ,  comme 

on  pawrait  le  faire  si  u  ne  renfermait  que  ]a  seule 

Tarîable  x,  parce  que  Texpressien -p  a  dans  ee  cas 

un  sens  particulier  ;  elle  dé«igne  le  coefficient  difiTéren- 
tbl  pris  dans  Thypothèee  de  x  seul  variable  ;  ou  le  quo- 
tient du  pc^mier  terme  du  dmlopp^m^t  de  la  diffé- 
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rence  prise  dans  cette  hypothèse ,  divisé  par  raccrois- 
sement  do;  :  il  en  est  de  même  de  -r'- 

Les  Quantités  -,-  ,  -p  sont  appelées  ordinairement 
différences  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  u  ; 

^  et  en  général  ,  ■■,  ^  représente  une  de  celles  de  Tor- 
dre m  +•  n ,  prise  en  différentiant  m  foi»  par  rapport 

' k  X  y  et  71  fois  par  rapport  ky. 

Je  crois  devoir  observer  que  la  dénomination  de 
différence  partielle  n'est  pas  exacte  ;  car  les  formules 
qu'on  désigne  ainsi  n'expriment  point  la  différence  entre 
deux  quantités.  Lt^^yx^es  différences  partielles  de  usont 

f(a:,^  +  ft)— f(a:,^), 

là  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  chan- 
gement de  X-  y  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
dejf.  Les  expressions 

6.U  j       du  ,         du  j         dz^  , 

qui  sont  les  premiers  termes  des  dévelpppemens  de  ces  ' 
différences  j  doivent  être  nommées  différentielles  par-" 

,    ,,  du        du  ^  .  y  m    ' 

tielles ,  et  -r-  ,  t-  ,  resteront  toujours  les  coefficiens 

différentiels  du  premier  ordre  de' là  fonction  proposée; 
mais  il  faut  remarquer  qu'une .  fonction  d'une  seule 

variable  n'a  dans  chaque  ordre  qu'un  coefficient  diffé- 
rentiel {ij)  tandis  qu'une  fonction  de  deux  variables  a 
deux  coefficiens  différentieb  pour  le  premier  ordre ,  trois 
pour  le  second ,  quatre  pour  le  troisième ,  etc. 
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Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coeffi- 
ciens^  en  partant  des  deux  premiers  : 

*  '  * 

On  a  d'abord 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  j"  ®t  j-  » 

qui  doivent  être  traitées  comme  des  fonctions  de  deux 
variables,  il  vient 

■  * 

,du       d*a    ,      ,    d'à    , 

^ai=dF^^+^*'-y' 

du       d^tt  j      ,    d*u    , 

et  parceque  la  différentielle  seconde  n'est  autre  chose 
que  la  différentielle  de  la  différentielle  première  , 
on  aura 

dn.  =  ^dx*  +  a— dxdy  +  ^dy, 

en  regardant  dr  et  dy  comme  des  constantes ,  et  en 
observant  que  les  coelEcieus  différentiels  dont  les  déno- 
minateurs ne  présentent  que  les  différens  arrangemens 
d'un  même  produit  en  dx  et  dy  ^  sont  identiques  (laa}. 

Si  on  différentie  les  coelHciens  différentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent,  il  viendra 

.     d*u  d^u     ,      ,      d^tt      , 

**-,d^=-di^^*+-^d^'î>'' 

,     d*u  à^u     ;      ^^     d'u      , 

*  dxd^      dx*dy       "^dydxd^  ^* 
-     d'B  à^u    j      ,      d^tt      , 
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On  continuera  facilement  cette  formation  ^  et  on  re-* 
marquera  sans  doute  l'analogie  de  ces  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

n  faut  remarquer  que ,  d'après  la  notation  précé- 
dente Ja  série  du  n?  iq5  rentre  dans  celle  du  n®  aa, 
lorsqu'on  substitue  dx  à  A  ^  et  dy  à  ft  ;  ensorte  que 
si  on  désigne  f  (a:  -^dx^y^i-dy)  par  u\  on  a  encore 


dtt   .   d*u  d^tt 

1         i.a 


u  — u  = 1-  — ^  iH 3  +  etc. . 

'     '    '  -^^^  l.a.3   ^  ' 


formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n*  ia3 , 
puisque  les  accroissemens  dx  et  dy  sont  également 
arbitraires. 

ia6.  Il  eèt  aisé  d'étendre  ces  considérations  aux 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  Variables^  et  de 
s'assurer  que  si  Ton  a 

il  en  résultera  ,- 

.        dît,.   ,  dtf  j^   ,  du.    _  duj, 


en  désignant  pw 

,    du 

Tt' 

du 

du 

du 

les  coelEciens  différentiels  de  la  fonction  u,  pris  en  y 
Saisant  varier  seulement  t^  ou  x^  ouj^^  ou  2. 
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Cette  notation  ^  due  à  Fontaine ,  est  la  plus  riniple  et 
laplu8*%xpressive  de  toutes  celles  qu'on  a  proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler,  dans  la  craiiite  que 
l'on  ne  confonde ,  par  exemple ,  le  coefficient  dififéren- 

tieil  -r-  avec  le  rapport  de  la  différentielle  totale  du  a 

la  différentielle  dx,  rapport  qui  eiit  ét^yaknt  i 

du  ,^  ,  du  j      ,  dw  j     ,  dtt  j^ 

désigne  ce  rapport  par  ^  ,  tandis  qu'il  exprime  le 

coeiEcIent  difféïtatîél  par  (j^J*  Le  sens  du  discours 

rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue  ;  Fon- 
taine d'ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle-  était  abso- 
lument  nécessaire ,   en  proposant  d'écrire  le  rapport 

ainsi  :  ^àu\  et  sentant  que  ce  rappoi4:  est  employé 

beaucoup  plus  rarement  que  le  coefiSdent  différentiel  « 
il  avait  affecté  à  ce  dernier  le  signe  le  plus  simple  , 
ce  qui  est  conforme  à  la  théorie  de  toutes  les  no- 
menclatures^ et  précisément  contraire  à  ce  qu'a  fait 
Euler. 

G>nsidérant  que  l'on  n'emploie  jamais  le  rapport  déi 
différentielles  des  deux  quantités  sans  supposer^  au 
xhoins  implicifement^  que  l'une  est  fonction  de  l'autre  ^ 
€t  que  l'expression 
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n'a  dé  sens  qu'autant  qu'on  iregarde  les  variables  t^yttz 
comme  dépendantes  implicitement  de  x ,  j'ai  proposé 
d'écrire  cette  expression  ainsi  : 

d(u) 

?  àx  '  '■  •  ' 

renfermant  l;i  fonction  entre  deux  parenthèses,  pour 
montrer  qu'on  y  faisait  varier  non-sèulement  les  termes 
affectés  explicitement^ de  x ,  mais  aussi  toutes  les  quan- 
tités qui  pourraient  dépendre  implicitement  de  celle-ci. 
Cette  notation  a ,  comme  celle  de  Fontaine ,  l'avantage 
de  consacrer  le  signe  le  plus  simple  au  cas  le  plus 
fréquent. 

. .  127.  Soit  u==  o  une  équation  renfermant  x,  y  et  z  ; 
si  on  regarde  xety  comme  les  deux  variables  indé- 
pendantes^ z  sera  une  fonction  de  Tune  et  de  l'autre, 
et  lorsque >  x  recevra  lin  accroissement  quelconque, 
y  étant  supposé  constant ,  z  éprouvera  un  changement 
subordonné  à  cèluide  x.  Dans  cette  hypothèse,  l'équa- 
tion u=o  devra  être  envisagée  comme  une  équation 
entre  deux  variables  a;  et  z  ;  on  aura  donc  (38) 

,  du      du  dz 

dx      dzdx'^    * 

et  de  là  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  z  relatif 
à  la  variabilité  de  x.  Il  faut  se  rappeler  ici ,  d'après 

la  distinction  qui  a  été  faite  n®  120,  que  dans -7-  ,    dz 

n'est  que  la  différentielle  partielle  de  z ,  prise  par  rap- 
port au  changement  de  x  seul. 

Il  est  évident  que  si  on  eût  fait  varier  y  on  aurait 
eu,  en  différentiant  l'équation  proposée  comme  ne  con- 
tenant 


DE     CALCUL     DIFFÉRENTIEL.  177 

tenant  que  les  variables^  et  z , 

du        da  dz  

dy        ds  dy 

Si  on  multiplie  par  djc  la  première  des  équations 
trouvées  ci-dessus,  et  la  seconde  par  dy,  et  qu'on  les 
ajoute  ensuite ,  il  viendra 

mais  5— dx  +  j-dy,  n*est  autre  chose  que  la  différen- 
ojc  dy  -^ 

tielle  totale  de  2  (ia3)  :  on  aura  donc 
du  ,      .    du  ,     .  du  j 

c*est-à-dire ,  qu'on  pourra  égaler  à  zéro  la  différentielle 
première  de  l'équation  u  ==  o ,  prise  par  rapport  aux 
trois  variables  x^  y  et  2.  Il  ne  faut  pas  perdré'de  vue 
que  cette'  différentielle  doit  être  regardée  comme  équi- 
valente à  deux  équations  ^  car  en  y  substituant  pour  àz 

.  sa  valeur  -=-  dx  +  j-^X  »  il  faudra,  à  cause  de  l'in- 
dépendance des  accroissemens  àx  et  dy ,  que  les  quan- 
tités qui"  multiplient  chacun  d'eux  soient  séparément 
égales  à  zéro. 

128.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  lès 
coelBciens  des  ordres  supérieurs,  en  diiFérentiant  les 
équations 

du       du  ds 

ÎSlx        dz,  dx  * 

du       du  dz 
3y        dz  dj  "^ 
Cale.  dijf.  M 
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Je    représenterai    la   première    par    -4-^  =  o ,    iRt 

la  seconde  par    ^     =  o ,  conformément  à  la  notation 

•  adoptée  n'  1  qS  ;  ces  équations  renfermeront  encore  les 

trois  variables  o:,^  et  z,  et  pourront  être  traitées  comme 

la  proposée.  En  n'ayant  d'abofd  égard  qu'au  change- 

iuent  de  x,  non-seulement  z  variera^  mais  en  même 

ds 
temps  le  coefficient  du  premier  ordre  t-  ,    donnera 

d*a 
naissance  au  coefficient  du  second  ordre  -5 — .  En  difFé- 

dx* 

rentiant  donc  -^ —  par  rapport  à  x,  on  aura,  comme 

pour  les  équations  à  dqux  variables , 

d^(u)  d'u  ^     d^u        d'^  dz^      du  d^z  _ 

Si  on  dîfférentie  -~ —  ,  par  rapport  à^  et  à  z,  ou 
V  •'-f^,  par  rapport  à  x  et  à  2 ,  en  observant  que  dans 

le  premier  cas ,  -7-  donne   ,    ,    ,  et  dans  le  second  -=^ 

d^z  d^z..  '    u  ..      . 

donne  t — r-  =  t-j'  >  ^^  ^^ra  un  résultat  umque ,  qui 
drdj^       dydx  ^     ^  ^ 

d^  (u) 

sera  j-~— >  ou        .  . 
dx-dy 

» 
d*a        d^u  dz   .    d*u  dz   .  da  d*z     .  d^udzdz 


dxdy      dzdjdx     d^idxdy      dadxdy      ds^dxdy 
Enfin  réquation  -^=0,  dilFérentiée,  en  regardant^ 


o; 
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«ft  z  totdme  seules  YaHables/  produira 

d'(u)         d»ii  d*u  dz      d'uA&'      dud*g_ 

-^>^'^  +  ^dydadj^"*"d?dy»+à5dy~°' 

Mais  puisque  z  est  une  fonction  de'x  et  dej^  ^  on  doit: 
régarder  u  comme  une  fonction  de  Ces  variables ,  pa^^ 
conséquent  on  aura  (ia5) 

•t  en  effet,  si  on  substitue  à 

d'(u)  d»  (a)  d'Cit) 

dx»  *         3^*  .       "Sy*"' 

le*  résuilats  trouyés  ci-dessus ,  et  xptoR  remplace 

par  la  différehtielle  première  totale  âz\  et 
d'«  j^    I    ad»£  •  .  -     ,  d«2  ,  , 

d^^-^^dïa^^^'+^^J'* 

par  la  différentielle  secondé  totale  d^z^  on  aura  la 
même  équation  finale  que  celle  (pi'on  aurait  obtenue  ^ 
tt  on  avait  différentié 

dtt  j      .  da  j     ,  da  . 

en  regardant  dx  et  ày  comme  constans ,  et  z  comme 
une  fonction  de  x  et  de^. 

129.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à  tel 
ordre  de  différentiation^  ou  à  tel  nombre  d^  variables 

M  a 
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qu'on  voudra;  car  tout  se  réduit  à  déterminer. celles 
qui  sont  indépendantes ,  ce  qu'on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  Téquation  ou 
aux  équations  proposées;  et  ensuite  on  différentiera  , 
par  rapport  À  chacune  de  ces  variables  en  particulier^ 
en  traitant  les  variables  subordonnées  comme  étant  im- 
plicitement des  fonctions  des  variables  indépendantes. 

Si^  par  exemple  ^  on  avait  les  deux  équations 

entre  les  cinq  variables  s,  t^  x,  y  et  z,  on  verrait 
que  trois  de  ces  viables  sont  indépendantes.  Suppo- 
sant donc  que  y^tz  soient  les  deu;c  variables  subor- 
données^ ou  des  fonctions  de  s^  t,  x,  données  par  les 
équatiph^  proposées  >  on  différeotiera  successivement  u 
et  t/  par  rapport  à  s ,  par  rapport  à  t,  par  rapport  à  x  ; 
6t  en  aura  ^ 

di^      au  dy      du  dz 

du      du^      ^u  dz 

'S"'"Ç?dt'^dEd^~°* 

du      du  dy       du  dz 

àx     dy  dx-dzdx' 

Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par 
d^,  d^,  dxy  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  mette  dy  au 
lieu  de 


^  <u  +  ^^  dt  +  ^  ax, 


dz  au  lieu  de 


^d.+  |d(+g.dx. 
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il  Tiendra 

au  ^        du  ,    .  da  ,      .  du  ,      ,  du  ,         , 

On  tirera  un  résuhat  semblable  de  TéquaticHi  v  r=:  o 
et  il  s'ensuit,  qu'en  diEFérentiant  les  équations  u=,o 
et  v  =  o,  par  rapport  à  toutes  les  variables  5,  ^,  u, 
a?, y  et  z,  et  en  j  substituant  an  lieu  dt  dy  et  de  ds> 
les  expressions  de  ces  dtCférentielles ,  considérées  comme 
appartenant  à  des  fonctions  de  trois  variables  (126) , 
il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  la 
différentielle  de  chaque  variable  indépendante. 

En  regardant  les  coeificfens  différentiels  eux*mêmes 
comme  de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes, on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  recherche 
des  différentielles  ultérieures  ;  ainsi  après  quelques  re- 
.  marques  sur  l'élimination  des  constantes  et  des  fonctions, 
je  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des  équations 
différentielles. 

i3o.    L'équation  u=o,   entre   x,  y  et  z,  ayant 

deux  différentielles  premières —r-^=:b  et      .      =0  , 

cLc  dy 

il  est  évident  qu'on  peut  éliminer  deux  constantes  entre 

ces  trois  équations ,  et  le  résultat  exprimera  la  relation 

dZt  02!i 

des  variables  a:^  y  ,  z  et  des  coefBciens  -r-  »  -r-,  indé- 

•^  QX     dy^ 

pendamment  des  quantités  éliminées. 

Si  on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du 
second  ordre, 

àHu)_  d^(u)_  d'(u) 

dx-    —^'      1^—^'    '-dp^  =  o. 

M3r 
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oii  aura  six  équations  ,  entre  lesquelles  on  poun*a  éU« 
piiner  cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 

i?i.  Geci   conduit  à  une   remarque  ûnportante  j^ 

c*est  qu'on  peut  éliminer  d'une  équation  à  trois  ou 

à  un  plus  grand  nombre  de  variables  >  des  fonctions 

dont  la  forme  est    absolument  inconnue.   Soit  pour 

exemple  l'équation^  =  f  (ax  4*  ^)  >  ^^°^  laquelle  la 

cairactéristiquéf  désigne  une  fonction  dont  la  forme  n'es! 

déterminée  en   aucune  manière  ;  )e  vais  en  déduire 

r        .  dz       dz     .   ,,       -  -  ■ 

une  ç(^ti^on  entre  jf  ^t  j"  a  indépendante  de  cette 

fonction  et  qui  conviendra  également  à  «= ax  -f-  &y  >  & 

z  =  y€ix  +  iy ,  à  2  =  sin (ox  +  fty )  et  en  général  k, 
toutes  les  fonctions  de  la  quantité  or  +  iy ,  de  qtielqu,e 
forme  qu'elles  soient.  Je  fais  pour  cela  ax  -{-  fty  =:  ^  5 
l'équation  proposée  devient  z  =  f(t),   et  parconsé- 

quent  on  aura  dz  =  f  (  0  ^^ ,  en  représentant  ■    ,   •■». 

par  f'(0  >  niaïs 

dz  -      ,  d2 


^=j;;<*^+â:^J'« 


d'où 


,        àt  ,      ,  dt  j 


Mettant  donc  pour  3—  et  t-  leurs  valeurs  a  et  6 ,  puisL 

^iTOmantf'CO;  '^  viendra 

,  dz  dz 

6  -r-  — '  û  -j-  =  o. 
a*  oy 
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Cette  équation  exprime  un:  cai^ctère  au  moyen  du- 
quel on  pourra  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est 
une  fonction  de  ax  -{-  by  ou  non  ;  car  d'après  sa  for- 
mation, elle  doit  être  satisfaite  ou  devenir  identique , 

d  z       dz' 
toutes  les  fois  qu'on  y  substituera  au  lieu  de  -7-  et  -r- 

les  valeurs  qui  résulteraient  de  la  différentiation  d'une 
fonction  de  ax  +  by.  Je  suppose  qu'on  ignorât  l'origine 
du  polynôme  a^x^  +  aabxy  +  by^  :  en  l'égalant  kz, 
tt  en  différentiant  on  trouvera 

2I = Qo'x  +  aaby ,      g^  =  Qabx  +  nby  ; 

Cl  2  dz 

ces  valeurs  mises  dans  l'équation  b-^ a— =  0,  la 

rendent  identique  :  on  en  conclura  donc  que  le  poly- 
nôme représenté  par  z ,  est  une  fonction  de  or  -f-  ^  > 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque 

a*x^  4-  Qobxy  +  by  =  (ax  +  6y  )*. 

On  voit  en  général  que  u  =  o.  étant  une  équation 
entre  x ,y  y  z  ,  et  une  fonction  quelconque  indétermi- 
née représentée  par  f(t),  et  dans  laquelle  on  ne  connaît 
que  la  composition  de  t  en  x^y  et  « ,  on  pourra  tou- 
jours  éliminer  f(0  etf'CO  à  l'aide  des  équations 

En  passant  au  second  ordre ,  le  nombre  d'équations- 
devenant  plus  grand ,  il  est  possible  ,  dans  beaucoup  de 
cas,  d'éliminer  deux  fonctions  indéterminées  ;  mais  je 
n'entrerai  point  dans  ces  détails,  non  plus  que  dans  ce 
qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  de  troi» 
\4riables. 

M4     . 
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i3a.  Je  dirai  ici  très -peu  de  chose  sur  la  ma-» 
aière  de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  varia- 
bles ,  paroequ'il  arrive  le  plus  souvent  qu'on  ne  les  dé^ 
y^loppe  que  par  rapport  à  Tune  des  variables  qu'elles 
contiennent ,  en  supposant  à  l'autre  une  valeur  cons- 
tante ,  et  qu'alors  elles  doivent  être  traitées  de  même 
que  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Il  sera  peut-être 
utile  néanmoins  de  faire  voir  que  la  formule  du  n^  isi  ^ 
s'emploie  à  développer  les  fonctions  de  deux  variables, 
comme  celle  du  n*  ai  s'applique  aux  fonctions  qui  n'en 
renferment  qu'une. 

Si  on  fait  ap=  o  et  y  t=  o  dans  la  formule  du  n**  121 , 
c* est- à-dire ,  dans  u  et  dans  chacun  de  ses  coefficient 
dififérentiels,  elle  donnera  le  développement  de  f  (^,  A) 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  A  et  k\ 
mais  on  pourra  écrire  xan  lieu  de  A ,  et  y  au  lieu  dek, 
et  il  en  résultera 

ïiix,y)=u+    i   [^x  +  -^y} 

'^T^  l  àx'^'^^àjody'^':^dy-y  J 
•+•  etc. 

en  observant  de  faire  x  et  y  nuls,  tant  dans  u  que  dans 
les  expressions  qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coeffi^ 
ciens  différentiels. 

On  pourrait  encore  arriver  au  développement  de 
f{x,y)  par  la  différentiation ,  ainsi  qu'on  est  parvenu 
à  celui  de  f(x)  dans  le  n*  19;  car  si  on  suppose 

u=A  +  Bx+  Cy+Da^  +  Eay  +  Fy^  +  etc. 

les  lettres  J,  B ,  C,  etc.  désignant  des  quantités  indé- 
pendantes de  X  et  dey,  et  qu'on  diSFérentie  cette  équa- 
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tion  par  rapport  à  or  et  par  rapport  ky ,  plusieurs  fois 
de  suite ,  de  manière  à  former  les  expressions  des  coef- 
^  ficiens  différentiels 

Au        au         Au*  d*u 

•M.  __.  — —  .  efc 

àx'       ày'        dx*'        drdy* 

OTi  aura,  en  égalant  à  zéro  x  ely^  après  les  diff'éren- 
dations , 

du        -,  au   _  ^ 

à  regard  de  -^ ,  on  trouvera  sa  valeur  en  cherchant  celle 
de  la  fonction  u,  lorsque  x  ety  sont  nuls. 

Recherche  des  minima  eâ  des  maxima  des 
fonctions  de  deux  variables. 

i33.  Si  dans  une  fonction  de  deux  variables,  on  en 
regarde  une  comme  constante,  et  qu'on  donne  à  l'autre 
une  infinité  de  valeurs ,  à  chacune  de  ces  valeurs  il  cor- 
respondra une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  pro- 
posée ,  parmi  lesquelles  il  pourra  s'en  trouver  qui  soient 
des  maxïma  ou  des  minima ,  et  qu'on  déterminera  en 
égalant  à  zéro  le  coefficient  diff^erentiel  relatif  à  la  va- 
riable à  laquelle  on  a  attribué  les  changemens  de  la 
fonction  (4S). 

Ainsi  u  étant  une  fonction  de  a:  et  de  j^ ,  si  on  sup- 
pose ^  constant  et  qu'on  fasse  -r— =o,  on  obtiendra 
les  valeurs  de  x  qui  donnent  les  plus  grandes  et  les  plus 
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petites  valeurs  de  u ,  parmi  toutes  eelles  qui  répondent' 
à  une  même  valeur  de  ^. 

lue  résultat  qu'on  obtient  de  cette  manière  est  encore' 
indéterminé ,  puisqu'il  peut  varier  à  raison  des  change- 
mens  qu'on  fera  subir  à  la  seconde  variable  j',  et  n'offre 
parconséquent  que  des  maxima  ou  des  minima  relatifs^ 
parmi  lesquels  il  en  existe  nécessairement  un  nombre 
limité  qui  surpassent  ou  qui  sont  moindres  que  tous  les. 
autres ,  et  qui  répondent  à  des  valeurs  déterminées  àey. 
Ces  derniers  qui  sont  entièrement  déterminés  sont  des 
maxima  ou  des  minima  absolus  de  la  fonction  proposée; 
en  les  découvrirait;  aisément  en  chassant  x  de  la  ionc-^ 

tion  tt,  au  moyen  de  l'équation  -?-  =  o ,  ce  qui  ren- 
drait u  fonction  de  y  seul  ;  et  en  désignant  le  résultat 
par  V ,  il  suffirait  alors  de  faire  -r»  =  o,  pour  détermi- 
ner y  convenablement  à  l'état  de  la  question  (48)- 
Qn  peut  parvenir  à,  une   équation   équivalent©  k 

rp  =  o,  sans  qu'il  soit  besoin  d'éliminer  x;  pour  cel* 

il  faut  observer  que  l'équation  t-  =  o ,   fournie  par 

la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  relatif  à  or  ^ 
établit  une  relation  entre  les  variables  x  et  y  ,  ensorte 
qu*dn  doit  regarder  la  première  comme  une  fonction 
de  la  seconde.  Eln  différehtiantdans  cette  hypothèse,  oi* 
aura(i2G) 

d(u) àuàx  ^^  du 

dy  dxdy        dy  * 

résultat  qui  se  réduit  à  -r-  =  o  >  puisque  par  la  condi^ 
tioB  relative  à  x ,  on  a  déjà  t-  =:  q* 


DE     CALCUL     DIFFÉRENTIEL.        18/ 
On  4étermine  donc  les  valeur»  de  x  et  ^  v  qui 
donnent  les  maxima  et  les  minima  ab^lu$  de  la.  foucr 
tion  u,  au  moyen  des  équations 


du  du 

En  étendant  ces  considérations  aux  fonctions  de  tant 
de  variables  qu'on  voudra,  on  trouvera  que  pour  ob^ 
tenir  les  maxima  et  les  minima  absolus  de  ces  fonctions  , 
il  faut  ^n  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficiens  diffé' 
rentiels  du  premier  ordre ,  pris  par  rapport  â  chacune 
des  variables  dont  elles  dépendent. 

)34*  Les  caractères  distinctifs  des  maxima  et  des 
minima  danâ  les  fonctions  de  plusieurs  variables  se  tirent 
de  principes  analogues  à  ceux  qu'on  a  employés  à  Tégard 
des  fonctions  d'une  seule  variable  (  49  )  >  i^^^i^  Tapplî- 
çation  est  plus  compliquée  ;  c'est  pourquoi  je  me  bor- 
Berai  à  ce  qui^rejgarde^  les  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  u  une  fonction  de  o^  et  de  j^;  pour  abréger  ^  je 
désignerai  par 

^  A,    B,     C,    Z>,    £,    F,  etc. 
la  suite  des  fonctions 

du         du  d%  d'tt  d*tt 

***         dx*        d^*         dx^'       d^'       d/T* 

le  résultat  de  la  substitution  de  x^^h^y  -f-  k,  dans  u^ 
fiera  (lai) 

"•|-  etc.. 
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cxpresaton  dont  la  valeur  doit  être  moindre  que  ^,  lors 
du  maximum  absolu ,  et  plus  grande  lors  du  minimum 
absolu,  quels  que  soient  les  signes  dès  lettres Ji,  ft, 
pourvu  qu'elles  n* expriment  que  de  petits  changemens. 
Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre  Bh  ,  Ck  , 
qu'on  peut  rendre  plus  considérables  que  tous  les  autres, 
en  prenant  h  etk  d'une  petitesse  convenable^  changent 
de  signe  en  même  temps  que  ces  quantités ,  un  raison- 
nement semblable  à  celui  du  n®  48  ^  fera  voîr  qu'ils 
doivent  être  nuls  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  mini- 
mum; on  aura  donc  d'abord. 

^      du  ^      du 

^=di=°'       C=:^  =  0,ctc. 

f       comme  il  résulte  de  la  règle  énoncée  dans  le  n*  pré- 
cédent. 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  x  et 
de  y^  déterminées  en  conséquence,  ilf  faudra  ensuite 
que  les  coefficiens  Z> ,  J5J  et  F,  ne  s'évanouissent  pas  en 
même  temps ,  et  de  plus,  quç  le  signe  de  la  quantité  du 
second  ordre ,  qui  forme  la  deuxième  ligne  du  déve- 
loppement ci-dessus  ,  soit  indépendant  des  rapports 
qu'on  pourrait  établir  entre  h  et  k  et  de  leurs  signes. 

On  sait,  par  la  théorie  des  équations  algébriques, 
que  toute  expression  de  la  forme  de  leur  premier  mem- 
bre ,  lorsque  le  second  est  zéro ,  ne  pettt  passer  du  po- 
sitif au  négatif  ,  sans  devenir  nulle  dans  l'intervalle  ;  et 
que  quand  elles  n'ont  que  des  racines  imaginaires ,  elles 
ne  changent  point  de  signe ,  quelque  valeur  qu'on  donne 
à  l'inconnue.  Il  suit  de  là  que  si  la  quantité 

Dh^  +  QEhk  +  Fk^,^ 

égalée  à  zéro  et  résolue ,  comme  une  équation  ,  par 
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rapport  à  Tune  des  indéterminées  h  ou  A  ^  ne  donne 
que  des  racines  imaginaires ,  on  en  pourra  conclure 
qu'elle  conservera  le  même  signe ,  quelles  que  soient  ces 
indéterminées.  Prenant  la  valeur  de  h ,  par  exemple , 
on  trouve 

j,_\(—E±\/—FD+'W) 

D 

résultat  qui  sera  imaginaire  y  si  la  quantité  comprise 
sous  le  radical  est  négative  ,  c'est-à-dire ,  si  Ton  a 
FD  >  E^,  Il  faut  bien  remarquer  que  cette  condition^ 
nécessaire  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  sup- 
pose que  les  quantités  F ,  D  sont  toujours  de  même 
signe.  Alors  la  quantité  £>A*  +  aEhk  -j-  FA*  ne  pourra 
changer  de  signe;  et  comme  elle  se  réduit  à  Dh*,  lors- 
que A  =  G ,  il  faudra  pour  qu'elle  soit  positive ,  ou  qu'il 
y  ait  minimum,  que  D  soit  positif  :  il  y  aura  maximum 
dans  le  cas  contraire. 


i» 


i35.  Pour  se  convaincre  à  posteriori  ,  que  lorsque 
les  conditions  qu'on  vient  de  trouver  seront  remplies  , 
l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la  série 
-^  +  j5A  +  CA  +  etc.  restera  toujours  de  même  signe , 
quels  qae  soient  h  et  k,  û  suffira  de  remarquer  que  le 
premier  membre  de  l'équation  da  second  degré  dont 
les  racines  sont 


A  =  — «±:V/— ^*, 
ayant  la  forme 


est  la  somme  de  deux  quarrés  ;  et  ne  peut  parconséquent 
changer  de  signe.  £n  faisant 


'Igô  tRAltè     êtEMEïJtÀÏRE 

rexprfessîon  de  h  conduit  à  . 

et  Ton  voit  bien  maintenant  que  la  quantité 

ne  peut  changer  dé  signe  tant  que  FD  —  JE*  sera  ùnô 

Ek 
quantité  positive ,  puisque  le  quarré  de  A  -f-  -jr  ^^^  ^^ 

ientiellement  positif^  quels  que  soient  les  signes  de  h 
et  de  A. 

Ëuler;  dans  son  Calcul  difTéréntiel ,  nindiqua  que 
la  nécessité  d'avoir  DetF  positifs  ou  négatifs  en  même 
temps  ;  Iiagrange  montra  le  premier  que  cette  condition 
n'était  pas. suffisante)  et  on  lui  doit  la  théorie  que  }e 
"viens  d*exposer» 

Si  les  coeffîdiens  du  second  ordre,  s'anéantissaient  en 
même  temps  que  ceux  du  premier ,  il  n'y  aurait  maxi-* 
mum  ou  minimum  qu'autant  que  les  coefïiciens  du  troi^ 
sième  disparaîtraient  aussi ,  et  que  les  termes  du  qua-* 
thème  ordre  formeraient  une  quantité  dont  le  signe 
ne  dépendrait  aucunemetit  de  h  et  de  k.  La  considéra- 
tion des  facteurs  imaginaires  que  devrait  avoir  Cette 
quantité  pour  satisfaire  à  la  condition  demandée ,  mè- 
nerait à  des  résultats  analogues^  aux  précédens.  Au 
teste,  j'observerai  que ,  quoi  qu'il  arrive  après  la  Subs- 
titution des  valeurs  de  x  et  de  j^,  relatives  axL  maximum 
ou  au  minimum,  daïis  u  et  dans  ses  çoefEciens  différent 
tiels^  il  fàu^t  toujours  que  |§g  résultat»  obtenus  par  la 
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iupposifion  de  x  dbh ,  ^  ±:  ft ,  soient  tous  moindres  ou 
tous  plus  grands  que  u ,  et  que  les  diverses  méthodes 
propres  à  faire  reconnaître  »  cela  a  lieu ,  le  seront 
.aussi  pour  s'assurer  de  l'existence  du  maximum  ou  du 
i7unim>um>, 

i36.  Pour  donner  un  exemple,  j'ai  choisi  la  question 
suivante^  analogue  à  celle  du  n®  5o  :  partager  la  quanr- 
tité  a  en  trois  parties  y  x,  y,  a — ^x — y,  telles  que  U 
vroduit  x*"y°(a— X — y)y  soit  un  maximum. 

On  a  alors 

u  =  oc^y^  (a — X . — yy 

_  a^myii-i  (a— x-yy-'  { /la — nx— ny--^  }  =  o  ; 

les  facteurs  ma — mx — my — px  et  na— /ix — ny-^y, 
étant  égalés  à  zéro^  donnent 

ma  na  pa 

Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à  un 
maximum,  on  les  substituera  dans  les  expressions  géné-«. 
raies  de 

*d»u  d^u  d*tt 

'5^  '         dxdy  '         'Sy'  ' 

en  faisant  pour  abréger ,  m + n  +  p  =  </ ,  on  trouvera 

"=-'-+"  (f)""(f y  (f)"' . 


FIO 
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Les  quantités  D  et  F  sont  négatives ,  et  on  s'assurera 
«ans  peine  qu'elles  remplissent  la  condition  DF— jE^>o  , 
lorsque  les  exposans  m,  n,  p,  sont  positifs^  ainsi  on 
aura  obtenu  le  maadmum  demandé,, 

'Notions  générales  sur   Vapplication  du 
Calcul  différentiel  à   la   Théorie  des 
courbes  à  double  courbure  eu  des  sur^ 
faces  courbes. 

137.  J'ai  donné  beaucoup  de  détails  sur  cette  Théo- 
rie, dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral;  on  y  trouve  un  extrait  fort  étendu  des  re- 
cherches de  Monge ,  réunies  et  liées  avec  celles  qu'Euler 
€t  plusieurs  autres  géomètres  ont  faites  sur  le  même 
8U)et.  Ici  je  me  i>ornerai  aux  proUêmes  les  plus  simples 
sur  cette  matière.  , 

On  sait  (  Trig,  oppcnAce)  que  deux  équations  primi- 
tives entre  trois  variables  ,  se  représentent  par  une 
courba  à  double  -courbure  ^  tandis  qu'une  seule  équa- 
tion entre  trois  variables  appartient  à  une  surface. 
Lorsqu'on  veut  appliqua  le  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à  double  courbure,  on  peut  les  considérer 
conune  lés  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  Le  pro- 
longement de  l'un  de  ces  côtés  donne  la  tangente  de 
même  que  dans  les  courbes  planes 

Oa  aura  facilement  les  équations  de  la  tangente  MT, 
^Jig.  35,  en  obsen'^antque  ses  projections  sont  elles-  . 
mêmes  tangentes  à  celles  de  la  courbe  XM\  et  comme 
il  suffit  de  connaître  deux  projections  de  cette  droite  , 
je  choisirai  c^Ile  qui  se  trouve  sur  le  plan  des  x 
et  «,   et  celle  que  contient  lé  plan  des^  et  z.  En 

désignant 
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désignant  donc  par  a?',  y  et  il ,  les  dobrdonnéeô  d'un 
•point  quelconque  de  la  tangente  >  déliés  du  point    M 
étant  toujours  o:,^  et  z ,  Téquation  de  la  dtoite  T^W^^ 
tangente  à  la  projection  X"M\  sera 

Az 
9t  celle  de  VM' ,  tangente  à  X'M^ ,  ser* 

Supposons  que  des  équations  des  courbes  X'^M''  et 
X^M*  on  ait  tiré,  lès  ijalenrs  de  j^  et  de  z  en  x,  et 
qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions de  la  tangente  on  élimine  x,  on  aura  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  coordonnées  j/ ,  ^'  et  sf  de  la 
tangente  TMy  quelle  que  soit  la  position  du  point  M ^ 
et  parconséqueDt  l'équation  de  la  surface  formée  par 
toutes  les  tangentes  de  la  courbe  XM.  On  reconnaîtra 
par  là  si  cette  courbe  est  plane  ou  non  ;  car  dans  le 
premier  cas  la  surface  dont  on  vient  de  parler  sera  né- 
cessairement un  plàn^  et  dans  le  second  une  surface 
cpurbe. 

i38.  Deux  tangentes  consécutives  TM  et  tm,  déter- 

,  minent  le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs , 

«t  qu'on  nomme  plan  osculateur.  On  peut  trouver  son 

équation  en  le  wgardant  comme  passant  par  trois  points 

consécutifs  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 

^a/+iîy-f-Ca'-f-Z>=o  son  équation  {Trig.  append.); 

il  faudra  qu'on  ait  d'abord  jéx  +  By  -f-  Cz  -f-Z>=i:  o 
pidsqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y  et  z]  et  pour  que  les  deux  points  suivans 
êy  trouvent  aussi,  il  faudra  de  plus^que  la  difFérentielie 
Cale.  diff.  N 


/ 
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première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équation, 
aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de 
la-  courbe  proposée . 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  dx,  dy, 
ou  àz  pour  constante  (118);  mais  il  sera  plus  syrné^ 
trique  de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  mêm« 
temps  ^  et  il  viendra 

jiàx+Bdy+Cdx=zo,  Jà^x + Bdy  +  Cd^z:=o , 

d'où  on  tirera 

A      àyé^-^ÙDdy       B^      dzd^x— dbd'g 
C  ~  djcd^— dj^d^o;  *     C  "^  dxd^^— d^d^o:  ' 

retranchant  l'équation 

jtx  +By  +  Qi  +Dz=20, 
de 

^jd'  +  jy  +  ea'+Psso, 

mettant  ensuite  ponr-^  et  ^r  ^^^^  valeurs ,  et  faisant 

^disparaître  les  dénominateurs ,  on  trouvera  le  résultat 
suivant  remarquable  par  sa  forme  , 

(j^-^a;yi^i*z  — d5d^)-h  (/— ^)  (dzd*x— dxd^z) 
4- («^  —  »)  (dad^— djd*x)  ==  G. 

En  7  substituant  pour  deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  x^y,  z,  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe  proposée  ,  on  aura  l'équation  du  plan 
osculateur/  particularisée  par  la  coordonnée  restante. 

139.  La  différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  consi- 
dérée dana  l'espace  ,  a  pour  expression 

V/d^+dy +d*»  ; 
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cela  se  voit  évidemment  en  prenant  la  distance  des 
points  lui  et  m  ^  dont  les  coordonnées  respectives  sont 

ac,>r,  »,  X  +  dr  ,3/ ^- dy,  et  »  +  d*. 

140.  Mener  une  normale  à  une  courbe  considérée 
dans  Tespace  est  un  problème  indéterminé ,  car  il  existe 
un  nombre  infini  de  droites,  qm  passant  par  le  point 
de  contact,  sont  en  même  temps  perpendiculaires  à  la 
tangente  ;  l'ensemble  de  ces  droites  forme  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  tangente ,  et  qui  se  nomme  plan 
normal;  son -équation  sera  (  Trig.  appendice"^ 

on 

-       (j/*^J5)dx  +  (y— 'J')djr  +  (2l' — 2)d5=0. 

141  •  Soient  x,^  et  z  les  coordonnée»  d'tin  point Jlf, 
fig,  34  >  situé  sur  une  surface  courbe  quelconque  ;  onFic.34. 
pourra  regarder  l'ordonnée  M'M-^z  z  comme  une  fonc- 
tion des  deux  abscisses  JIP  =  x  et  PM'  =jr.  Lorsque  x 
variant  seul ,  de'viendra  x  -f-  A ,  on  aura  pour  le  déve- 
loppement de  Tordonnée  mfm ,  prise  dans  Ta  section 
ÇMm  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  de»  a:  et  z  et 
passant  par  le  point  proposé ,  la  série 

^  àAh   ,  à'z  h^    ,   âP»     h^      , 

*  +  j r  j-T  "^  +  TUs 5  +  etc. 

'  d»i      do;*  i.a      dar  i.a.o  * 

Si  c'est j  qui  se  change  en^  +  ^^  et  que  x  demeuré 
constant',  on  obtiendra  l'ordonnée  n'n ,  jprise  dans  la 
section  PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  j^ 
et  z  et  passant  p«u:  le  point  proposé.  Le  développement 
de  cette  ordonnée  sera 

N  a 


\ 


En  faisant  varier  0:1  et  jf  en  même  temps ,  on  passera  du 
point  Jf  à  un  point  quelconque  N,  et  cela  de  deux  ma- 
nières différentes jj  savoir,  en  substituant  j^  +  ft  au  lieu 
de  y  dans  le  premier  dévelopj^ei^ent  ci-dessus ,  ou 
bien  x  -j-  h  au  lieu  de  x  dans  le  second.  Par  Tune  de. 
ces  opérations  on  passe  de  l'ordonnée  nim  à  l'ordon- 
née iV'JV,  dans  la  section  pmN ,  et  par  l'autre  on  passe 
de  n'n  à  N'N,  dans  la  section  qnN.  Il  est  évident  que 
ces  deux  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  N,  sans 
quoi  la  surface  proposée  ne  serait  ^as  continue  ;  il  faut 
donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n'^'  121  et  122 

soient  identiques  :  l'équation  ,    ,  .=  ^--y-,  à  laquelle 

tient  cette  circonstance ,  n'est  donc  que  l'expression  d% 
la  loi  de  continuité . 

Lorsque  dans  la  série 
dz  ,      dz  j 

.   1  /d^z  ,^  ,       d*z    ..    ,    à^z  ,  \ 

qui  représente  le  développement  de  la  valeur  de  at, 
correspondante  à  x  +  fietàj^  +  ft,  on  cessera  de  re- 
garder les  quantités  Ji  et  k  comme  indépendantes  Tune 
de  l'autre ,  et  qu'on  établira  un  rapport  entr'elles  ^  on 
fixera  la  direction  du  plan  mené  perpendiculairement 
kf  celui  des  x  et  y ,  par  les  deux  points  M  et  iV,  car 

» 

5  =  ^^=*^^^"*- 
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"^  n  suit  des  considérations  précédentes ,  et  de  ce  qui  a 
«té  dit  n°  127 ,  que  si  u  =0  représente  Téquation d'une 
surface  courbe^  les  équations  différentielles 


du      dudz du      dudz 

Sx      dzdx  dy'^^dy 


o> 


appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm 
%tPMn\  la  coordonnée  jr  centrera  dans  la  première 
que  comme  une  constante  arbitraire  ^  qui  détermine  la 
position  du  plan  coupant  :  il  en  sera  de  même  de  la 
coordonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre le  dz  de  Tune  de  ces  équations  avec  celui  de 
l'autre  :  ces  deux  différentielles  n.e  sont  que  partielles  , 
ainsi  qu'on  l'a  fait  remarquer  n®  1 20  -,  car  la  différen- 
tielle totale ,  ou  l'ensemble  des  termes  du  premier 
ordre  ^  à  pour  expression 

j  •      dz  ,        dz 

^'="di^+i^^y=p^+^^y> 

en  faisant  pour  abréger  t-  =  p ,   j^  =  ?.  Lorsqu'on 

a  seulement  d2  =  pdx,  le  dz  est  la  différentielle  de 
l'ordonnée  de  la  section  parallèle  au  plan  des  xetz\ 
semblablement  dz  =  qdy  est  celle  de  l'ordonnée  4©  la 
section  parallèle  au  plan  des  j^  et  z. 

Si  on  prend  dy  =  rtdjc,  la  différentielle  Complète 
dz  =  djc(p.4"^)  >  appartiendra  à  l'ordonnée  de  la  sec- 
tionfaite  parle  plan  M'MNN ,  perpendiculaire  à  celui 
des  07  et  y,  en  supposant  JS^tti  =  «6  X  M^ih\  On  trour 
vera  des  choses  analogues,  en  prenant  successivement 
pour  ordonnées  chacune  des  yariables  x  et  y,  et  en 
regardant  lés  deux  autre*  comme  les  abscisses. 

N  3 


» 
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i42-  On  parvient  à  T  équation  du  plan  tangent /ea 
Tassujétissant  à  passer  par  les  deux  droites  MT  et  Mt 
qui  touchent  respectivement  les  sections  QMm  et  PMn^ 
'    au  point  M  (  CompL  des  Èlem,  de  Géom-  ).  Les  fonc- 
tions j—  et  -5-  étant  les  coefficiens  différentiels  de  Tor- 
Qx       dy 

donnée  z,    considérée  successivement    dans  chacune 
dé  ces  sections  ,  et  les  droites  MT  et  Mt  étant  de  plus 
'    parallèles  aux  plans  des  x  etz  et  des^  et  2  ^  il  est  aisé 
de  voir  que  1^  équations  de  JIfT' seront 

et  que  celles  de  Mt  seront 

*— 2=a^(j'— ^),  x— x=o. 

Maintenant  si  on  représente  l'équation  du  plan  tangent 
par 

il  est  évident  que  cette  équation  doit  s'accorder  avec 
les  précédentes  ,  et  pour  cela  il  faut  qu'en  y  faisant 
successivement ^  — j'  =  oeta/^'—  a:  =  o,  on  trouve 

mais  ^S^  donne  par  ces  suppositions 

^  a'  — z==^(x'--x)etV---a==-5(y--j'): 
«n  en  conclura  donc  y 

.      àz  ^      ûz  4, 
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et  parconséquent 

On  pourrait  craindre  que  le  plan  tangent  déterminé, 
comme  on  vient  de  le  voir ,  ne  touchât  la  surface  pro- 
posée que  sur  les  deux  sections  que  Ton  a  considérées  : 
mais  en  diiFérentiant  son  équation  par  rapport  à  x'  et 
à  y  seuls ,  on  aura  da'  =  pdx'  +  çdy',  ce  qui  prouve 
que  lorsqu'on  prendra  dx  =  àj/  et  dy  =  dy' ,  on 
aura  ds  =  dz' ,  et  que  parconséquent  les  points  de 
la  surface  proposée ,  qui  environnent  immédiatement  le 
point  M,  coïncident  tous  avec  ceux  du  plan  tangent , 
tant  qu'on  n  a  égard  qu'aux  quantités  du  premier  ordre* 
Il  suit  de  là  qu'un  plan  quelconque ,  mené  par  le 
point  M ,  coupe  la  surface  proposée  dans  une  courbe 
qui  a  deux  points  conmiuns  avec  le  plan  tangent >  on, 
ce  qui  est  la  même  chose ,  a  pour  tangente  l'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  coupant  (67  ). 

143.  La  normale  à  une  surface,  étant  perpendicH- 
laire  au  plan  tangent ,  a  pour  équations  (  Trig,  append.  ) 

x' — a7  +  p(A' — *)  =  o. 

On  parvient  encore  à  fcft  équations ,  en  observant  que 
la  normale  est  la  plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener 
^  d'un  point  quelconque  à  celte  surface;  car  si  a/, y,  z\ 
désignent  les  coordonnées  de  ce  point ,  la  distance  au 
point  de  la  surface  proposée  dont  les  coordonnées 
sont  x^y^z,  aura  pour  expression 

\^^^-^y+(y-yr+iz'-z)\ 

et  à  cause  de  la  dépendance  de  «,  sera  seulement  fonc- 
tion de  07  et  de  j',  lorsqu'on  regardera  comme  inconnu 

ff4 
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le  point  où  la  normale  doit  rencontrer  la  surface  pro-^' 
posée.  En  (lifFérentiant  dans  cette  hypothèse  (i33) 
pour  trouver  le  mihimum  de  l'expression ,  on  obtiendra^ 

(a/-^x)da:'+  (2.'  —  z)d5  =  o 
(/— J')4y  r|-(a'  — 2i)da=bo, 

résultat  qui  devient  aemblable  au  précédent ,  lorsque^ 
Ton  met  successivement  pdx  çt  qdy  pour  dz, 

t44'  n  convient  de  rema.rquer  que  lorsqu'on  cherche 

le  maximum  ou  le  minimum  d'une  fonction  de  z,  dé-i 

pendante  de  x  et  de  j*' ,  on  établit  que  le  plan  tangent 

à  la  surface  qui  représente  cette  équation  est  parallèle 

au  plan  des  x,  y ,  puisqu'on  fait  en  même  lemps 

dz  dz  ,  1  ^  > 

-^  =z=  0 ,    -7-  =  o ,  circonstance  analogue  £^  ce  ^  ar\ 

^  vu  n"  1^  et  134. 
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SECONDE    PARTIE, 


CALCUL    INTÉGRAL. 

Z)e  V  intégratiojn  des  Jonctions  rationnelles 

4Ïune  seule  variable» 

1*45.  Xje  Calcul  intégral  est  Imyerse  du  Calcul 
dilTérentiel  ;  il  a  pour  but  dé  remonter  des  coefïiciens 
différentiels  aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L'expo- 
sition des  principes  de  ce  Calcul  présente  des  divi- 
sions analogues  à  celles  qu'offre  le  Calcul  différentieU 
Il  peut  arriver  que  lafcomposition  des  coefficiens  diffé- 
rentiels de  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédia- 
tement par  les  variables  indépendantes  ^  ou  qu'on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques-uns  de  cea 
coefficiens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre^ 


SOa  TRAITE     ELEMENTAIRE 

xnier  cas  étant  le  plus  simple  ^  c'est  celui  qu'il  convient 
de  traiter  d'abord.     , 

Lorsque  le  coefficient  différentiel  dà  premier  ordre 

d'une  fonction  de  x  est  donné  en  a: ,  on  a  -^  =X,ou 

do: 

ày=Xdx  ;  la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont 
la  différentielle  est  Xdx  ;  et  on  l'indique  comme  il  suit  : 
y  :=:pCdx ,  la  caractéristique  /  étant  l'inverse  de  la 
caractéristique  d  (*).  Pour  trouver  cette  fonction,  il 
faut  renverser  les  règles  de  la  différentiation  ;  mai» 
afin  de  procéder  avec  ordre,  je  m'occuperai  succes- 
sivement des  différentes  foiunes  que  peut  avoir  la  fonc- 
tion donnée  X,  et  qui  se  classent  ainsi  qu'il  suit  : 
fonctions  rationnelles , 

j43c^+Bx*+Cxf+. .  .>^=  U 

jix'^-j^x^'^CxV+, _U 

^'x^'+B'x^'+CxP''^  ..^V\ 

fonction»  irrationnelles  , 


m 


fonctions  transcendantes, 

f(t/,  IC/),     î{Uy  sin/^),  etc. 


(*)  La  lettre  y*  a  été'  employée  par  ceux  qni  ont  e'crii  les  pre- 
miers sur  le  Calcul  intégrai ,  comme  l'initiale  du  jaotfomme,  parcc- 
^e ,  suivant  les  idées  de  Léibntz ,  les  difiPérenticIles  représentant  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables,  il  s^ensnit  qu'une  va- 
riable quelconque  est  la  sdmme  du  nombre  infini  d'accroissemens 
qu'elle  a  reçus  depuis  son  origine  jusqoilNi  moment  oîi  on  la  con- 
sidère ;  et  c'est  pour  cela  qu'ils  ont  donné  à  la  fonction  que  nous  ap- 
pelons primitive  le  nom  à^ Intégrale ,  comme  étant  le  résultat  de 
l'agrégation  de  toutes  les  différentielles  :  ces  dénominations  étant  bien 
entendues,  on  p€fat  se  servir  indifféremment  de  Tune  ou  de 
l'autre. 
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146.  La  différentielle  de  Aaf*+B  étant  jnAx'^^dx, 


ox"**"* 


on  en  conclura  que  Tintégralede  ax"dx  est— ^- \-B , 

car    en  comparant   ax^dx   avec  mAx"^^àx ,  on  a 

CL  ^ 

7fi*-»i=/ij    et    mA^=za    ou    ^  =  — ^ 


m 


n+i* 


Il  résulte  de  cet  exemple,  que  lorsque 

c'est-à--dire  y  que  pour  intégrer  ladiffJérefUitUe  monôme 
ax"dx,  il  faut  augmenter  l'exposant  de  la  variable 
dune  unité,  puis  diviser  par  le  nouvel  exposant  et 
par  dx. 

La  constante  B  est  arbitraire  (8).  On  peut  lui  donner 
une  forme  semblable  à  celle  du  premier  terme  ;  car  si 
on  désigne  par  b  la  valeur  de  x,  qui  rend  la  fonction^ 

nulle  ^  on  aura  — f-^=o,  d'où  5= ; — , 

n  -j-  1  n  "7"  i 

et  parconséquent 

résultat  qui  ne  djffère  du  précédent  que  dans  la  forme 
qu'on  a  donnée  à  la  constante. 

147.  Avant  d'aller  plus  loin^  il  est  à  propos  d'exa- 
miner un  cas  particulier  dans  lequel  la  valeur  de  y 

trouvée  ci-dessus  devient  -;  c'est  celui  où  n — 1      1^ 

car  on  a  alors 

^_^a(a;®— i*) 11(1 — 1)       o 
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Pour  trouver  la  vraie  valeur  de  cette  fonction ,  îl  Ùmt 

{recourir  à  la  règle  du  n**  Sa  ;  et  comme  on  a  vu 

û* j« 

par  cette  règle,  page  yS,  que se  réduisait  4 

la — Ib ,  dans  la  supposition  de  a;t=:o,  on  aura 
dans  l'exemple  actuel ,  en  changeant  les  lettres  co«l- 
nablement,  y=:a(\x — li);  mais  lorsque  n  =  — i  , 

on  a  dy=aar"'dr:  donc  dy= donne 

X  , 

t 

jr=a(la:— li)     ou    yz=:a\x  +  B. 

'    On  aurait  conclu  la  même  chose  du  n®  127,  puisque 

dut? 
par  ce  numéro.  Ton  adljc:^ — .    L'exception    que 

présente  ici  la  règle  du  n®  146,  tient  à  l'impossibilité 
d'exprimer  la  transcendante  Ix  en  im  nombre  fini  de 
termes  algébriques. 

Toute  la  difficulté  de  l'intégration  des  fonctions  d'une 
seule  variable  ne  consiste  plus  que  dans  la  recherche 
des  transformations  propres  à  réduire  les  fonctions  pi*o- 
posées  à  un  ou  plusieurs  monômes ,  à  fchacun  destfuefi 
©n  puisse  appliquer  la  règle  du  n°  précédent. 

148.  Il  est  d'abord  évident  que 

dy  =  ax^àx  +  bx^dx  +  cx^àx  *.!.., 
donne 

Je  n'ajoute  qu'une  constante  arbitraire  ,  car  il  est  aisé 
de  voir  que  si  on  en  ajoutait  une  pour  chaque  monôme, 
elles  n'équiV/audraient  toutes  ensemble  qu'à  une  seule  ^ 
qui  serait  égale  à  leur  somme. 
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En  général;  puisqu'on  a  yu^  n®  lo^  que  , 

d  (u  +  V  —  w)  =dM  +  di/ — dw , 
#n  en  doit  conclure  que 

/(du  +  Hv — àw)  =/di*+/d*' — fàw; 
«t  que 
fiPàx  +  Çdxi^Ràx)  ^fPdx+fQdx—fRdx. 

.  fe  ferai  remarquer  dès  ce  moment  une  conséquence 
de  cette  règle  ;  qui  sera  fort  utile  dans  la  suite.  En 
intégrant  à  part  chaque  terme  de  la  différentielle 
d.uu=:zudv'^~vdu{ii)y  il  vient  uv=ifvàu^fijAv,  ce 
qui  donne  relation  entre  les  fonctions  primitives  des 
différentielles  i/dv^  vdu,  ensorte  que  l'une  étant  con- 
nue y  l'autre  l'est  aussi  :  on  a  ^  par  exemple  j 
fuàv  =  uv  — fvàu.  La  différentielle 

,   M       du  di/  -    ^ 

donnera  de  même 


u pàu       Ç    dv 


d'où  on  tirera 


/4=-;+/t- 


Il  est  bon  d'observer  que  ce  résultat  n'est   qu'une 
conséquence  du  précédent  ;  car  en  substituant  dans  la 

valeur  de  /wdj/,  trouvée  ci-dessus,  -r  au  lieu  de  à.v^ 
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ce  qui  revient  a  changer  v  en  — -,  puisque 
— -  =ir-*dtt  =  —  d.ir"*==  —  d.-  , 

y»  V* 


on  aura 


n  suit  de  ce  que  d.au=ada,  qne/aXdx=a/Xdx^ 
et  qu'on  peut  faire  sortir  du-  signe  /  la  constante  a. 

i49*  Si  on  se  doiKiaît  d^r=:(iiar-f-2r)"dr/  on  dé^ 
Telopperait  la  pniMaoce  indiquée  ,  et  on  intégrerait 
chaque  monôme  qui  résulterait  de  cette  opération  ;  mais 
il  est  bon  d'obsenrer  qu*ov  peut  anivep  a»  résultat  sans 
•ffiectoer  le  développement.  Il  suiBt  de  faire  ox-f-  ^=  a^ 

^   ■}}■  ds 

ce  oui  donne  a:= .  dr  =  —  ;  substituant  dansTex- 

prèssion  de  dy ,  on  trouve  dy  = ,  et  parconséquent 


a«+i 


y=— - — ; — s4-i^.   Mettant  pour  2  sa  valeur,  on 
•^        a(7n+  1;  ' 

aura  donc^  lorsque 

dy=(ax  +  irdr.    y  =  S^^^+B. 

Si  on  avait  dy=:(ûu::"+&)"*x"""'dx,  la  transforma- 
tion réussirait  encore ,  car  en  posant  ax"  +  6  =  2,  il 
en  résulterait  iiaj5""'*dr  =  d5,  d'où 

,j         da      -         2i"»*d5  2"*-^'        .    ^ 

a:''"^dx  := — ,  dy  =: et  y  =  — r  +  -o  » 

na     -^  na    '     -^        naÇm+i) 

ce  qui  donne  ^  lorsque 

dy  =  {oofA^bYx^-'àx,     y  =  ^       ,^    \  ■  +  B, 
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i5o.  Je  passe  aux  fonctions  fraclionnaires ,  et  pour 
conunencer  par  le  cas  le  plus  simple  ,  je  suppose  qu'on 

ait  dy  =  7^— r-TT-;  en  faisant  ax  +  bi=:z,  on  trouv* 

z — b  ,         àz 

X  = ,  dx  ==  —  , 

a  a 

«t  parconséquent 


dy  = 


__  ^(g— fc)'"dg  , 


a"*"*"*z" 


développant  la  puîôsànce  («  —  i^,  multipliant  le  ré- 
sultat par  àz  et  divisant  après  par  2"^  on  aura  une  suita 
de  monômes  à,  intégrer. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  oùm==3et/i  =  a; 
il  viendra 


«n  appliqmant  à  chacun  de  ces  monômes  la  règle  géné- 
rale ,  il  en  résultera 

I 

On  remettra  ensuite  pour  2  sa  valeur,  et  l'on  aura  enfin, 

On  construirait  sans  peine  la  formule  générale  \  et 
si  on  avait 


dy  ut  > m      ■  ^ 


(M-f  i)» 


«••*'•* 
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on  récrirait  comme  il  suit 

et  on  opérerait  sur  chaque  terme  en  particulier^  commei 
je  viens  de  le  faire  sur  le  première 

i5i.  Les  différentielles  fractionnaires  et  rationneUe$ 
iont  en  général  de  la  forme 

ÇAx^  +  Bx''  1-  CxP. . .  .)dx 

que  pour  abréger  je  représenterai  par  .  Il  faut 

.d'abord  observer  que  1* exposant  de  x  dans  le  numéra-* 
téur  peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  dénomi- 
nateur ,  car  si  cela  n'était  pas ,  en  divisant  U  par  ^,  et 
nommant  q  le  quotient  de  cette  division  et  K  le  reste, 

il  viendrait  /  •— -=:/lÇda;+  /  -^;  maïs  Ç  étant 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  ,  fQâx  s*obtien- 
drait  par  Tapplication  immédiate  de  la  règle  du  n^  i^ff, 

et  il  ne  resterait  plus  à  trouver  que  /  — =^ ,  formule 

dans  laquelle  la  fonction  R  est  par  rapport  à  x  d  un 
degré  moins  élevé  que  la  fonction  ^.  La  forme  la  plus 

TTJ 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  --=^  sera  donc 

La  méthode  générale  pour  intégrer  les  différentielles 
exprimées  par  des  fractions  rationnelles  ,  consiste  à 
les  'décomposer  en  d'aïutreS;  dont  les  dénominateur» 

soient 


^ 


soient  plus  simples ,  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  frac* 
tions  partielles^  et  qu'on  obtient  comme  il  suit  : 

En  égalant  à  zéro  le  dénominatenr  delà  fraction 
proposée  ^  on  formera  l'équation 

et  concevant  qu^on  ait  déterminé  les  diverses  racines 
de  cette  équation  ^  on  les  représentera  par 

-— •a^     —  fl^,     — 'flTi     —  û^,    etc. 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes,  inégales  ;  par  ce 
moyen ,  le  premier  membre  de  l'équation  ci-desfus^  ou 
le  déiiQmiiiateutdis  la*  fraction  proposée ,  sera  mis  soui: 
la  forme  d'un  produit  den  facteusi 

X'J^a^     ar-f-ûf,     X'¥^%     jî  +  a^,  etd. 

Cela  Sût,  on  regardera  la  fraction  proposée  conmie 
la  somme  des  fractions 

JV  y  Vf 

ayant  pour  dénommateurs  les  facteurs  du  dénominateur 
de  \h  proposée  et  pour  numérateurs  des  constantes  in^ 
déterminées. 

Je  supposé  ».  pour  fixer  lies^  idées ,  que  ladiffécentitlle 
i  intégrer  soit  ceHe-cr 

-       (Aà^-^Bx  +  CriAx 
et  qu'on  ait  trouvé 

Cale»  intégr.  O 
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En  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractîon# 

I 

mx  N'àx  '        N"dx 

et  en  les  ajoutant  il  viendra 

JV(x+tiO(3;+a'')+A^^(i;-f'«)(g+g')+iV''(a?+a)(a;+</)^ 
;  (x+a)  (x-H»')  (x-f-o»)  ***' 

le  dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée, 
et  le  numérateur  sera  Aébessaîrenientune  fonction  du 
degré  inférievirà  celui  du  numérateur^  c'est-â-ndire ,  du 

second  degré.  £p.  développant,  on  a  en  elFet 

•-.   •      ■  .      . 

n(A'+A"+iV'')a:'+(^V-f-af')-!Hyr(«+aO+^(«»+û')3« 

Cette  fonction 'étant  com'parée  avec  le  numérateur  de 
la  fraction  proposée,  donne  les  trois  équations, 

Na'a'  +N'ac^ ^ N'iat^  =C,  ■ 

<jui  ne  sont  que  du  premier  degné ,  par  rapport  aux 
indéterminées  iV,  A"  et  iV";  et  lorsqu'elles  seront  ré- 
soluês,   on  aura 

.  CJ:^^Bx  +  C)ix:^Nâx   ,  N'àx  ,  TV^^dx 
-  ,^^Jxr^^ JIS'x+C~ x+a ^x-^-al^x  +a^' * " 

En  faisant  x  -f-.az==z,^  oOcVqrra  que  la  différentielle 

Nàx              r               Nàz  ,     ,      ,     ^., 
se  transiorme  en et  a  pour  intégrale  Nlz , 

ou  N\{x-{-a).  On  trouvera  de  même  que-  r    ■ 
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et  on  aura  parconséquent 

X^^A'ai'+B'x+C' 

ï=  m  ix+a)+m(x+a:)  +N''\(x+a')  4-  conft. 
=1  C(*+o)^Cx-h«')'^'C*+a")^"3  +  const. 

Ce  procédé ,  qu'il  est  facile  d'étendre  à  la  formule 
générale  citée  au  commencement  de  l'article ,  montre 
que  l'intégration  des  fractions  rationnelles  n'a  ^  dans  le 
cas  où  leur  4énominateur  ^e  décompose  en  facteurs 
réels  et  inégaux^  d'autre  difficulté  que  cette  décom- 
position, qui  revient  à  la  résolution  numérique  des 

équations.  ^ 

•.       .  '  'j 

iSa.  Ce  qui  précède  suppose  que  tous  les  facteurs 
du  dénominateur  de  la  fraction  proposée  soient  iné- 
gaux; cardans  le  cas  contraire^  la  décomposition  de 
cette  fraction  ne  pourra  plus  avoir  lieu  dans  la  forme 

indiquée  :  on  le  voit  immédiatement  sur  - — ; — ri ,  qu'on 

,       '  -  N  N' 

ne  saurait  représenter  par  -— -  -j — 'TT*  puisque  ces 

.    :   .  ■  N-X-N' 

dètbc  fraôtiohs  ii*en  lohnent  qtruné  seule  — ^- — . 

Si  ledénommateiu:x*+l^a;»-"+^':r»-* +r', 

delà  fraction  proposée ,.  renferme  un  facteur  (x-j-ay, 
il  faudra  prendre  pout  c'e  fabteur  une  fraction  partielle 
de  la'  foiînê  :        . 

00,  déterminera  les  coefficiens  de  son  numérateur  en 
la  réduisant  au  même  dénominateur ayec  les  autres  frac« 
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tions  partielles^  et  en  comparant  la  somme  des  numé«* 
rateurs  avec  celui  de  la  proposée  (  i5i  ). 

On  intégrerait  ensuite ,  par  la  règle  du  n*  i5o  ;  maUs 
il  est  facile  devoir  que  Ton  peut  substituer  à  la  firaction 

(  p^p-x  ^^  Qx?-^ -f  r  )  dx 

•     ■  t  I ...  ■ .  ^  ■  ■  ■  ■  I — -  ■  ■' ■  , 

(x  +  ay  * 

Texpiedsion 

car  en  réduisant  tous  les  termes  de  celle-ci  au  même  ' 
dénominaîteur  ,  le  numérateur  qu'on  obtiendra   sera 
de  la  même  forme  que  celui  de  la  première.  Cela  posé, 
soit  X'4^ç=s=z.,  U  viendra  . 

on  trouvera  4e.  même 

•  .  ,       .•    » 

N'dx  N' 

•t  aind  des  autres  :  testes  ces.  injfcégrales  seront  alg^- 

briques^  la  dernière  seule ^ •. ,  renfermera  un 

logarithme. 

i53.  Si  les  valeurs  de  a,  Q%  iif^etc.  étaient  ima- 
ginaires ,  elles  introduiraient'  dés  expressions  de  cette 
nature  dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles  :  on 
pourrait  à  ^  yézité  faire  disp^r»tPe  les  imaginaires; 
mais  cela  compliquerait  le  càlcurjêt  oîî  évite  cette  diffi- 
culté en  ne  décomposait  le  dénominateur  de  la  fraction 
préposée  qu'en  facteurs  réels ,  soit  du  premier  9-  soit  du 
•ec<Hid  âegréy  ce  qui  est  toujours  posâbIe(  Com/?/.  des 


Â 


>■ 
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Elèm.  d'Alg.  27).  Les  facteurs  du  second  degré,  qui 
contiennent  des  racines  imaginaires^  peuvent  être  re- 
présentés par 

et  s*il  s*en  trouve  plusieurs  qui  soient  égaux ,  le  déno- 
minateur de  la  fraction  proposée  aura  des  facteurs  de 
la  forme 

(a:*+atfx  +  i«*  +  /3»)f. 

Au  facteur  sûnple  ar^  +  ^^^  +  ^^+'^f  correspondra 
une  fraction  partiale  ^e  la  forme 

(/JCy  +  Ljdx 
j:*  +  2ax  +  **  +  i^' 
tt  aux  facteurs  de  la  seconde  espèce ,  la  fraction 

mais  pour  Fac3itèr  Tintégration ,  et  par  analogie  a\cr 
les  formules  du  n**  précédent,  on  substitue  à  cette  dei- 
siière ,  Texpressidn  suivtuite  : 


Les  coeiliciens  des  numérateurspourront  se  déterminer 
ainsi  qu'on  l'a  indiqué  dans  les  n***  i5i ,  'i5a. 
Pour  intégrer  la  fraction 

(Kx+L)Ar        . 
a;*  4- acear -f.  ** + /3*  • 

on  observera  que 

«» + fww:  +  A»+iB*  =  (a? -f  *)•  +  ?•:; 

05 
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on  fera 

il  viendra 

iKx+L)dx  _  (Kz+L—KA)àz  _  (Kz+L,)dz 
(x-flct)*^/?»  ^  ;ç»  +  /3*  "^      «•+!?»       ' 

en  prenant 
Mais 

)a  première  partie  du  second  membre  de  l'équation 
ci-dessus  est  intégrable;   car  en  faisant  z*-^$^=:u^ 

on  a  zd5s=-^,  ce  qui  donne 


'Kzdz      K   ràu 


/KtAz      K   Pau      -,  1,  r>ri  4  /■  ;  ï  ■>, j 

,  •  .1 

Quant  à  la  seconide  partie,  si  on  y  fait  2:s|3u>  on 

la  change   en 

Liâz       Xc     di£ 


1       1 


aV^»^g  it»+i' 


du 
mais  on  à  vu,  n®  35,  que — ; — -  est  la  différentieîU 


'4   U«     •  '  ' 


de  Tara  dont  Jf  tang=:u  ;  donç> 

=  y  arc  r  tang=  |  j  +  const.  ; 
y^unissfmt.çes  deux  résultats,  ob,  ohtieii^dra 


DE      CALCUL,     INTÉGRAL.  SlS 

+  const^  , 

Il  est  bon  de  remarqueî:fl[ue  l'arc  dont  là  tangente  est  g 

z     ■  '■  .  1 

a  pour  sinus    ■  ,  pour  cosinus      .  ;   car 

cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  Tinti- 
grale  proposée  sous  plusieurs  formes  j,  en  désignant  Tare 
par  son  sinus  ou  par  son  cosinus^ 

Lofsqa*on  remet  pour  2  sa  valeur  y  on  trouve 


h 


+/n|/a?»+a*x+«M-iS*+  ^  -arc/taDg=^^V 


Pour  intégrer  la  différentielle 


on  fera-d'^ord  ,a:-|-*:=.at.  et  L^Ka'=iLi\  p^  ce^ 

1      .  r  (Kz+L,')àz 

moyen  on  n  aura  plus  a  trouver  que  I       .^  %x^Q*\q  "  « 

peut  s'écrire  ainsi  : 


fcC    ^dg  r     dt 

La  première  partie  est  intégr^ble  immédiatement  ; 
et  cela  se  voit  en  faisant   »*-f/3*=:u,    puisqu'on    a. 
.Au  • 

o  4 
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d*où  Ton  tire 

et  quant  à  la  seconde  partie  ^  on  fait  dépendre  non 

laquelle  l'exposant  du  dénominateur  est  moindre  d'une 
unité. 

i54'  ^  ^et  A  on  pose  TéquatloQ 

G  et  £r  étaiit  deux  constantes  indéterminées ,  qu'on 
prenne  les  différentielles  de  chaque  membre ,  et  qu'on 
réduise  au  même  dénominateur  tous  les  termes  du  ré- 
sultat ,  on  pourra  supprimer  ce  dénominateur ,  ainsi 
que  le  facteur  commun  àz  ;  il  tiendra 

i  =  G(z»+i8»)— a(qf— i)G2i*  +  H(2^+iS*); 

puis  en  comparant  les  termes  semblables^  on  formera 
deux  équations^ 

i=:Gi3»  +  fli8%       G  — a(7  — i)G  +  ^=o, 
lesquelles  donneront 


on  atira  parconséquent 

r      ^       — f         » g 

J  (a"-f-^*)'~lCfl<7— a)J8»•(**^-/î»)'- 
^._(£i=i)_^__^£ 1 («). 


X 

I 


l- 


î 
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Cette  formule  donne  le  moyen  d'abaisser  jusqu'au 
premier  degré  la  puissance  du  dénominateur  de  la  dif- 
férentielle proposée  ;  xax  si  on  met  9  -—  i  à  la  place 
de  f  ^  on  trouvera 

/*       àz 1  z 

(ag—S)    r       àz 

•ubitîtaant  cette  vdevr  dans  la  même  équation  (a) ,  il 
«B  résultera 

/àz      i         1  % 

I  1.(3^—5)  z 

j    (a?— 5)(a7— 5)    /"       Az  , 

T"(a9-.a)(a^-4W(«*+^)^ ^''-^- 


/àz 

en  changeant  9  en  ^  — >  a;  si  on  remet  ensuite  cette 
valeur  dans  l'équation  (  ft  )  »  on  ama 

de 


y  (»*+^y  ■~^'  {(a^— •);*»  •  («» 


+/8») 


(-ay-5)(ay-^)(a«y~7)    /»       dz        ' 
"*■  (89— a)  (*7i-4)  {tui^^ff^J  («•^-^)<r«, 


^  ft^'^^    j  j'fi^ûon  (a)  la  valeur dd 

^  rf  je^^^         .,  -flfl  nouvelle  valeur  de 

/"Xj^py*  ^,  oa  formera  une  mite,  qu'il  faudra 
liniianf»  '^     /^    ^  ;  car  le  terme  suivant,  af- 

/*^^t;>  aurait  ua  coefficient  infini.  On 
*   /  Lf«r:en'£aii 


^^  •  ^  neni  cène  cm 

j^^^Jjj^^ "Jusqu'au  tenhe  ddbt  je  viens  de  parler, 
^'^algébriquement  Fintégrale  de  la  fraction  pro- 
<J^,  puisque 

■   •••■ 

On  voit  ici  Torigine  d*une  méthode  d'intégration  qui 
^gt  aussi  féconde  qu'élégante  ;  c'est  celle  par  laquelle 
ca  passe  d'une .  intégrale  à  une  autre  :  je  la  dévelop^ 
perai  par  la  suite  d'une  manière  plus  générale. 

En  rapprochant  les  résultats  des  n*"  précéd. ,  on  rc^ 
marquera  sans  doute ,  que  les  différentielles  qui  se  pré- 
sentent sous  la  form&  de  fractions  rationnelles,  peuvent 
toujours  s'intégrer,  soit  algébriquement  ,  soit  par  le 
moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle ,  et  qu'il 
n'est  besoin  pour  les  préparer  ;  que  de  les  décomposer 
en  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  des  binômes 
ou  des  trinômes.  Je  n'ai  encore  indiqué  pour  cette 
opération  que  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés , 
parceque  c'est  celle  qui  se  présente  la  première  ;  mai» 
voici  plusieurs  procédés  qui  exigeât  .moins  de  calcuU 
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u 

i55.  Je  reprend»  là  fraction  -=^,  Soit  x  +  «  un  des 

facteurs  inégaux  du  dénominateur  /^,  ensorte  qu'on 

ait  vP'=(a:  +  a)  Ç,'  Q  ne  contenant  pas  x  +  a;  ai 

(7  ^  p  ^ 

on  fait  •==■=:       ■    '  +  T%  »  -P  étant  une  fonction  indé- 

terminée  de  x ,  mais  dans  laquelle  cette  quantité  n  entre 
point  comme  diviseur ,  on  aura  Uz=zAQ  -f-  PÇjv^a)  , 

d'où  on  tirera  P= -^.  Comme  P  doit  être  une 

X'\-a 

fonction  entière  par  rapport  à  x ,  il  faut  que  la  quantité 
U'-^jiQ  ^  qui  est  aussi  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  X,  soit  divisible  par  x  -f-  a,  ou  ,  ce  qui  est  la 
même  chose,  s'évanouisse  lorsqu'on  mettra  auJieu  de  x, 
la  (Valeur  —  a  que  donne  le  facteur  x  +  a  égalé  à  zéro  : 
désignant  donc  par  u  et  par  q ,  ce  que  deviennent  U 
et  Q  après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à  la 
valeur  de  Tindéterminée  A ,  puisqu'elle  est  indépen- 
dante de  X,  il  viendra  v—  jiq  =  0,    et  parconsé- 

quent  ><=:-. 

Le  facteur  Q  se  trouve  en  divisant  f^  par  x  -{-  a; 
mais  sa  valeur  7,  relative  à  la  supposition  de  x  +  zi , 
f  «'obtient  immédiatement    en    différentiant  l'équation 
/^=(x+a)  Ç,  car  fl  vient 

et  si  on  feit  dans  ce  résultai  x  -}-  a  =  o ,  puis  qu'on' 

d/^ 
représente  par  v  ce  que  devient  alors  -5—  ,   on  aura 

¥z=:q',  d  où  ji^z^^ 


\ 
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L*«xpressiôa  u^=-  aura  toujonn  une  valeur  fiide; 

car  le  numérateur  et  le  dénomûi^eurneBanrateDtdje- 
Teaûr  uuls ,  puiaque  la  fractiou  proposée  e«t  réduite  à 
sa  plus  simple  expression,  et  que  parconséquent  lafone* 
tion  U  ne  peut  contenir  le  facteur  x-f-a  qui  fait  partie 
du  dénominateur  y  et  qui,  ne  s*j  trouvant  qu'une  fois^ 
p'entre  point  non  plut  dans  Q.  En  appliquant  d  une  ma- 
nière convenable  ce  raisonnement  atix  diffërens  cas  qui^ 
peuvent  se  présenter ,  on  se  convaincra  que  la  décom- 
.  positien  d'une  fraction  rationaelle  quelconque ,  dan)i 
ïts  formes  indiquées  ci--deftsus>  est  toujours  possible. 

1 5G.  Voyons  maintenant  comment  on  {)eut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent .  \ 
aux  facteurs  égaux  du  premier  degré.  Dans  ce  cas  on 
a  i^=  QC^r-f-a)",  et  on  doit  supposer 

/ 

en  réduisant  au  même  dénominateur^  il  viendra 

et  comme  P  doit  être  une  fonction  entière ,  il  faudra  que 
le  numérateur  de  son  expression  soit  divisible  n  fois  de 
suite  par  jp-f  â  :  ce  numérateur  s^évanouira  donc  lors- 
qu'on y  mettra  — a  au  lieu  de  x.  On  voit  d'abord  qu'il 
ae  réduit  dais  ce  cas  à  U-^QA  ;  mais  pour  que  U — QA 
soit  divisible  par  x-j-a^ilfaut,  en  conservant  les  mêmes 
dénominations  que  dans  le  n^  précédent  >  qu'on  ait 

u— J-^=:0   ou  Az=S", 
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Cette  valeur  changera  la  qaaatité  U — QAen  U Q 

jqvâ  se  divisera  par  x-j-a]  et  on  aura  en  efiaçaiftenmême 
temps  ce  facteur  dans  le  dénominateur,  et  faisant  pour 

abréger  l/—-Ç=:r^i(j::fû), 

Maintenant  pour  obtenir  ji^  ^  on  fera  x+ai=zo,  et  en 
désignant  par  Ui ,  ce  que  devient  Ui ,  p^r  la  substiti^- 
66n  de — a  à  la  place  de  x,  on  aura  u^ — f^^=;o». 

OUI  Jlt  =  — . 

M ettantensuite  aulieude\//i  sa  valeur  dans  r/i— Q^,, 

il  en  résulter^  la  quantité  l/j  —  -»'  Ç ,  qui  >  n'évanoiûs- . 

daat  lorsque  a[r-f-a=o,  sera  diWsible  para?-f"^>  ^^ 
parconséquent  P  se  réduira  à 

^- (x+a)--   —'— • 


u, 


^4  représentant  le  quotie^tde  la  division  de  {/i  -^  -^  Q 

V 

par  JD-f-a.  En  eontinuant  le  même  procédé  et  la  même 

notatio^^  on  trouvera  encore  Utr^A»^o.  d'où^tf^zz^*-  , 

et:  «inâ-  des  autres. 

Le  Calcul  différentiel  facilite  beaucoup  les  opérations 
précédentes.  En  effet  si  on  différentie  successivement 
jt^-^i  fols  réquation 

iy=Q[^  +  ^,('x  +  a)+^,(x  +  a)V.; 

tft  qu'on  fasse  ensuite  x-f-a=o,  dans  cette  équation 
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et  dans  celles  qu'on  en  aura  déduites ,  il  viendra 

ÛU=  j4dQ+A,Qdx 

à*U=Ad''Q+ QA,àQdx+2AaQàa^ 

d3  Uz=Ad^  Q+5A^d^  Qdx+GA^d  Q^dx»4-6^3  Qdr^ 

etc. 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnuei 
A  y  Axy  A^y  etc.*,  par  celles  qui  la  précèdent*  bien 
entendu  qu'il  faudra  écrire  après  les  diiFérentiations. 
*— a  au  lieu  de  x. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  valeur  de  Q, 
dans  ce  cas,  est  de  diviser  /^par  (a; -(-a)",  cepend^t 
on  peut  y  parvenir  par  la  différentiation,  conime  dans 
le  n*  précédent;  car  puisqu'on  a  ^=Ç(j?  +  a)Veii 
dilFérentiant  un  nombre  n  de  fois  chacun  des  membres  d^ 
cette  équation,  et  taisant  ensuite x-{~a=o,  on  trou- 
vera d*/^=i  a....7iQdx"  (Sa),   et   parconséquent 

^        1 .  a ndx^ 

On  parviendra  à  l'expression  des  différentielles  de  Ç 
dans  l'hypothèse  de  x  -f-a=.o,  en.  prenant  successive- 
ment celles  de  l'ordre  7t+ 1,71  + a,  etc.  de  l'équation 
/^=Ç(x-f  a)";  car  il  estàise  de  voirj  d'après  la  remarque 
dun»  5a,  que  dans  ce  cas  d^-^-^^rz^d""^*.  Ç(aî-f-a)«^ 
par  exemple,  se  réduit  à  d"-^-*/^=i ,  a .  3 . . .  («4- 1  )d  Çdi". 
Il  suit  de  là  qu'on  pourra,  exprimer  les  indétermibéé» 
Axy  A^y  A^9  etc.  à  l'aide  des  dilFérentielles  du  ntinié^ , 
rateur  U  et  de  celles  du  dénominateur  /^,  de  la  fraction 
proposée.   • 

iSj.  Le  procédé  du  n°  i55  étant  très-peu  modifié  ^ . 
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9èrt  aussi  à  trouTei^  k  numérateur  d*iuie  ïîraction  par-* 
tielle  de  la  forme     . 

Ax  +  B 


Soit 


«*+.2«u:  +  **  +  i8»' 
U  Ax+B         -P  , 


•n  réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur 
que -le  premier,  on  trouve   • 

d*où  on  tire  ensuite  .  >     . 

p_t;—QiAx+B} 

Comme  P  doit  toujours  être  une.  fonction  entière  par 
rapport  à  X ,  il  faut  que  la  quantité  U —  QXAx  +  B^, 
•oit  dÎTisibie  par  x*  +  a«tx  +  *•-+-  jS*  ;  elle  doit  donc 
t^nfenùer  au  nombre  de  ses  facteurs  ."  ceux  de  cette 
/dernière ,  et  s'évanouir-  parcox|Béqiient  dans  les  mêmes 
circonstances.  Mais  les  facteurs  de  x^+hax  +  flt*+i3% 

sont  x  +  k  +  fi  y-^i , X  +  et — jS  V^— i  ;  si onles  égale  à 

zéro,  on  aura  x=^(^ct+^[/^^}f  xrz;  —  Ça, — R  \/—ï)  ' 

ces  valeurs  étant  substituées  succesÂvemcnt  dans 

U —  Q  (Ax+B)  y  doivent  faire  évanouir  cette  quantité. 

Désignant  donc  par  ùdtiu'  ^ — i ,  et  par  qdo.q'  ^ — i , 
iceque  deviennent  £/  «t  Q,  aprè»  cette.. transformation 
aaaura  •  ?.,     .... 

u±ju!  /HT— (<7=t9'  /^)C— ^(*±^  y/—{)+By=^o. 

.-  -     .  ■      t, 

Cette  équation  est  double  à  cause  du  signe  ±:  dont  sont 
^^fièctés  plufienrsdel'ies  teriues,  et  elle,  est  équivalente 
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à  celles  qu'on  formerait ,  en  égaUmt  séparément  à  zéi^i 
la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  ;  d'après  cett» 
considération  on  aura     ' 

u'  +  qM  +  (fciA  —  q'B  =  a, 

équations  qni  donneront  les  valeurs  de  >f  et  de  B. 

On  peut  trouver  f  9t  <^  à*peo-près  comme  on  a  trouvé 
q  dans  le  n*  i55.  En  efFât ,  si  on  dUFérentie  Téquatioa 

et  qu*on  fasse  ensuite  j 

af  +  ikear  +  «■  4- /8»  =  o , 
il  viendra 

qiaxàx-fj^y^àr,  ou  Ç=— _^_g-; 

substituantàùlieu  d»  x  ses  deux  valeurs  — (*±:i3  v/ — i) , 
rcprésentiatptt:  V  ±5/  V^— 1 ,  ce  que  devient  alors -^^ 
et  écrivant  ç±:^  V^ —  1  pour  Q,  il  viendra 

qraiSv^— i 

multipliant  les  deux  termes  de  la  fractioa  du  second 

mâmbre  par  \^  "^^y^  et  égalant  eiauite  ks  parties 
réelles  et  les  parties  imaginaires  de  chaque  membce,  on 


aura 


i58.  Si  le  facteur  JS^fhflflMe-ff-  tf^^-/!*,  que  pour 

abréger. 
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abréger,  je  représenterai  par  /{,  se  trouvait  plusieurs 
fois  dans  le  dénominateur  V  ^  et  qu'on  eût 

on  prendrait  dans  ce  cas  (  i53  )  » 

— ^r-+     ^«-.      +     ^n^     +^> 

réduisant  au  même  dénominateur  ^  et  tirant  la  valeur 
de  P.i  on  trouvera 

En  raisonnant  dans  ce  cas  comme  dans  lesprécédens , 
on  conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression 

doit  s'évanouir  parla  substitution  de  -^(*  zhiS  v/—  i  )> 
41Û  rend  aussi /{=o;  et  gardant  les  mêmes  dénomina- 
tions que  ci-dessus  9  on  aura  après  cette  opération 

ce  qui  donnera^  pour  déterminer  A  et  B ,  les  mêmes 

.  équations  que  dans  le  n*  précédent.  Ayant  trouvé  les 
valeurs  de  ces  quantités ,  on  les  substituera  dans  le  nu- 
mérateur de  P  ;  et  les  termes  U. —  Q(^Ax  +•  iff  )  deve- 
nant divisibles  par  /l,  ou  a:*  r+r  aewc  +  «*+  j^ ,  l'expres- 
sion entière  le  deviendra  aussi  ':  nommant  donc  Ut  y  U 
quotient  de  17—  Q{Ax  +  B)  par  jc»  -(-  a<«j;  +  «*  -f  ^* , 
on  aura 

U,^QlA,x+B,  +  (^AaX^B^^R+,,,J 

En  remettant^  dans  ce  nouveau  numérateur^  pourjr,  lâ# 
Calculintégr^  P 
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> 

yaleurs  que  donne  l'équation  /{  =  o ,  et  égalant  le  ré^ 
'  sultat  à  zéro ,  on  déterminera  Ag  «t  Bi ,  comme  on 
a  déterminé  plus  haut  j4etB,  et  on  continuera  d'opé- 
rer de  Ja  même  manière/  pour  parvenir  aux  yaleuri 
des  lettres  jé^,  B^,  A$,  B3,  etc. 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on  a  traité 
dans  le  n^  i56;  et  le  Calcul  différentiel  s'applique  de  la 
même  manière  ^  à  l'un  et  à  l'autre ,  au  moyen  de  l'équa*- 
tdon 

Vz=;QlJx+B^{J,x+B,)R+iA^x+Ba)R''i ] 

,     +PR% . 

•t  de  ses  différentielles ,  dans  lesquelles ,  jusqu'à  l'ordre 
n-^  1  inclusivement,  le  terme  P/î"  s'évanouit  lorsqu'on 
fait  A  =0.  On  obtiendra  de  cette  manière  les  équations 

U:=:iAx  +  B)Q 

dï/=  (Ax  +  B)dQ  +  AQàx  +  QA,x  +  B,  )  QdR , 
etc. 

chacune  desquelles  deviendra  double ,  lorsqu'on  mettra 
pour  X  Ips  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de 
l'équation  A  =  0,  ou  j::^  +  flaw:  +  «t*  +  jS*  =z=  o.  JEn 
égalant  séparément  à  zéro ,  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire,  on  obtiendra  un. nombre  suf&sant  d'équa* 
tions ,  pour  déterminer  A  ^  B ,  Ai,  B^,  etc. 

Il  faut  encore  remarquer  que  de 

jr=  Q  (a*  +  atfo;  +  **  +  jg*)», 

on  tirera 

d«/^ 
0  = — - 

lorsqu'on  supposera 

«*  +  a*» -f- *' +  ^*  =iO. 
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On  trouvera  dÇ,  d*Q,  etc.  dans  la  même  hypothèse, 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  ^  -|- 1 ,  » + a,  etc. 
de  l'équation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse 
rend  nuls. 

169.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  applications 

',  dx 

de  ce  qui  précède.  Soit  la  fraction    g        — -- — -^  : 

les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à  décou- 
vrir ;  car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x^{x^^a^-~^x —  1  )  =a:^(jî+.i  )  (x^ —  1  ), 

Le  facteur  x*—  1 ,  se  décompose  eux*— 1  etx*+i, 
ou  a:  —  i,a:-J-T  eta;*+i:  on  a  donc 

a?-+-x7 — 3[A — 3C?=x!^(^x — 1)  (x  +  i)*(a:*-)-i); 

€t  parconséquent  la  fraction  proposée  est  décompo- 
iable  comme  il  suit  (  i5i  ^  i5a,  i53  )  : 

j4dx  Bdx  Cdx 


X —  1       (x+i)*  ^  x4-  1 
Ddx      Edx       Fdx      jGx  +  H)dx 
.  "^    j?^    "^    X*    "*■    X    "*"       i+x» 

En  réduisant  au  même  dénominateur^  et  comparant  le 

dx 
résultat  avec    g         ^       -4  ^  -^  >  on  déterminerait  les 

numérateurs  inconnus  -,  mais  je  vais  faire  usage  des  pro- 
cédés indiqués  cir-dessus. 

Pour  cela  je  considère  séparément  les  quatre  facteurs 

o;— 1,     («  +  0%    x^etx^  +  i, 

P  a 
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qui  forment  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée; 
au  premier  répond  une  fraction  de  la  forme 


x—x' 


dont  le  dénominateur  étant  égalé  à  zéro ,  donne  x=  i  ; 
les  quantités  c/=  i ,  et  -r—  =  — ^^ -= , 

deviennent  i  et  8  :  on  a  donc  (  i55  )  ^  =  g ,  et  pour 

la  première  fraction  partieDe  ^. . 

Au  facteur  (x  -f- 1  )*  répondent  deux  fractions  par- 
tielles  de  la  forme  ^^^^y  +  —7;^  (  i56)  ;  ayant 
trouvé  immédiatement  que 

je  fais  07+ I  =0,  d'oùa?=— 1,  9=4i  ct-=-; 

9      4 

ainsi  la  seconde  fraction  partielle  est-^ — ; — --. 

Mettant  dans  l'expression  Ux ,  du  n»  cité  ,  au  lieu 

de  ji  sa  valeul-7  ,  j'ai 

4 

— X*  4- 2x^— 3x3  +  4a:*  —  4r +4 

4 

4l*où  il  vient  —  =z=  -7;  =  §  >  on  a  donc  pour  la  troisième 

9       ib       8  '^ 

fraction  partielle  '^  . 
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Pour  appliquer  ici  le  calcul  différentiel,  on  formerait 
(i56)  réquation 

qu'il  suffirait  de  différentier  une  fois;  et  posant  en« 
suite  a;  =  —  i ,  il  viendrait 

Q  étant  x^—  a:*  +  a:*  —  x',  la  première  de  ces  éqtut-* 
lions  donnerait  u^  =  j,  et  la  seconde  ^,  =3 1. 

Le  facteur  x^  fournit  les  trois  fractions  partielles 

_L.        '      I      '^* 

qu'on  détermine  au  moyen  de  l'équation 

et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  ob- 
servant que  Q =x*  -f-  x*  —  x—  i ,  et  faisant  x  =  1  , 
dans  Q,  dQ  et  d*Q  ,  on  trouve 

-r^=r*t,   -^1^1,   .//s  =  — 1*. 

on  a  donc  —  -^  +  -r  •—  ■'• 
x'    *   X*        X 

Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  la  fraction  partielle 
correspondante  au  facteur  x*4"  >  >  ^^  dont  la  forme. 

est    ■       '    .  On  pounrait  la  conclure  en  retranchant  da 

la  proposée  toutes  les  précédentes  ;  mais  je  vais  y  par- 
venir directement  par  les  foqnules  du  n®  iS/.  On  a 
d'abord  Ç=x*  +  x^ — x^— x^;  puis  le  facteur  x*+», 
étant  égalé  à  zéroj  donne 

P3 
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o:  =  ifc  y — 1 ,  «  =  o  ^  jS  =  I ,  d'où  on  tire 
q'iiq' V — 1  =  — aitay/— 1,      tt=T,  et  u=o: 
les  équations  qui  déterminent  ji  et  B  ^  deviennent 
1 -(-2^  +  a^=:o,      a-<<-^a^  =  o; 

et  on  trouve  parconséquent  A^^B  =—  -. 

4 

d^ 
Voilà  donc  la  fraction  proposée 


décomposée  dans  les  suivantes  : 

1      dx     ^    1         dx  g     dx 

dr      dr      dr       i  (x-}-i)dj? 
î?"*"x*       "x       4      a;*-f-i 

L'intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
difficulté  ^  et  on  obtiendra  pour  le  résultat 

o  4 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la 

fraction -7-^;? — \ — r-,  et  celle  des  termes  logarithmi- 

ques  donnera 

il(x— i)+il(a;+i)+K^+0— IK-^  +  O— 1^ 
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on  aura  donc 

/*  àx fl — ax — 5a^       i ,  /"x* — 1\ 

+  Jr  )  —  {arc  (tang=a:)  +  const. 

De  r intégration  de9  fonctions  irration^», 

nelles. 

160.  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regar- 
dées comme  intégrées ,  toutes  les  fois  que ,  par  quelque 
transformation  ^  on  les  a  rendues  rationnelles ,  ou  da 
moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  à  une  suite  de  monômes 
irrationnels;  car  alors  on  peut  y  appliquer  inmiédiate^ 
ment  les  règles  précédentes. 

Soit  pour  exemple  ^^ — î— ^ ^ ~ —  :  il  est  éyi- 

dent  qu'en  faisant  a;  =  2^ ,  toutes  les  extractions  in- 
diquées s'effectuent .  et  on  a  ^    .    , :  divi- 

•ant  par  1  -}-  z*,  il  vient 

— erz^dz—fi^dc— z5d5+24dB— ti^dc+dB en» 

dont  l'intégrale  est 

— 6[^-g— -—■ g-+-5— g+2  — arc(tang=»)J  +  co/wf. 
et  remettant  pour  z  la  valeur  |/a:,  on  aura 

— far  yj^+^x[/x+x-^l  \/x^+2  |/x-6|/a7+6arc(tang 

=Va;)-|-conj|. 
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161.  La  première  esj^èce  de  fonctions  irrationnéilet 
dont  je  vais  m*occnper ,  est  celle  qui  ne  renferme  qna 

le  radical  V/^^-f^jSx-f-Ciç*,  et  qui  ne  saurait  avoir  que 

Tune  ou  Tautre  des  fonnes  Xdx  ^  A  -f-  -ôj?  +  Câ?  et 

Xdx 
*■    _  ,  X  étant  i|ne  fpnotion  rationmelle  de 

;r.  Il  &ut  d'abord  remarquer  que  Tune  de  ces  formée 
rentre  dans  Tautre;  car  on  peut  écrire  la  première 
lûnsi  qu'il  suit  : 

^g^  ^  ^  * 

X(^+Bjg+Ca:*)d3: 

et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle. 

Avant  d'indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle  ^ 
par  rapport  à  x  ,  l'expression  V^^i  +  ^x  +  Cx* ,  je 
mettrai  la  quantité  A-^Bx^  Cx^ ,  sous  U  forme 


^(^+l"+*0' 


et  faisant  pour  abréger 

A  B_ 

a  en  résultera  \^A+Bx  +  Cjf  =  y  t/*+i3x+x=». 


Cela  ppsç ,  si  on  prend  ^/rt-f-/3x  +  a:^  =  x  +  s  ,  en 
élevant  au  quarré  ,  il  viendra  «c  +  j8x  =  ax«  -f-  sj',  ce 


A— a* 


ipu donner» x  =  ^   _^ ,  d'où 
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Par  le  moyen  de  ces  valeurs ,  on  chang^era  la  dififé- 

Xdx 
rentielle  —    — r--  en  une  autre  de  la  forme  Zdz  ^ 

{/ji+Bx+Caf 
Z  étant  une  fonction  rationnelle  de  2^  et  réelle  tant 
que  Ç  sera  positif*,  mais  si  C.était  négatif^  y  devien- 
drait imaginaire  et  la  transformée  pourrait  le  devenir 
anssi. 

Dails  ce  cas^  on  aurait  v/^-f-^^-"^<^>  et  faisait 

C=>',      ^  =  *'       C"^^' 

il  viendrait ^^  \/rt+j8a;— j:*.  La  quantité  ac^-^jSx — et, 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre^ 
mier  degré  ;  si  on  les  représente  par  x— 'O  etx — a\ 
il  est  évident  que 

Faisant  ensuite  y(^x — a)(^a' — ^)  =  (r— a)^,   éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équation^ 
elle  deviendra  divisible  par  x— a,  et  on  aura 
a'— a:=  (x — o)z* ,  d'où  on  tirera 


02*4- a'    .         ^        (a' — à)z    ,        Q(a-^a^)zâz 

valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle 
proposée. 

iÇa.  Je  prends  d'abord  pour  exemple  la  différentieUè 
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,       ..      ■      .    ■  ;  la   première    des  transformationf 

précédentes  donnera  ^r ,    dont  l'intégrale  est 
I(2z— jS)  +  const:  Remettant  pour  z  sa  valeur 

y       

— x  +  v/flfc+jSx+x',  et  pour  <e,  13  et  y  les  quantités 
qu'ils  représentent^  il  viendra 

— i=ir^C — ^-x\rc+{/u+£a^+cAl 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

-f-  const. 

En  réunissant  les  termes  constans,  et  en  observant  que 
le  radical  {/C  est  susceptible  du  signe  dz,  on  aura 

J   Y^J+Bx+Cx'     V^cLaV/C 

+con. 

djc 
l63.  Soit  pour  second  e^gemplfi     ■  •    en 

{/A+Bx-^Cj[^ 
faisant  usage  de  la  dernière  transformation  du  n**  iSi  ^ 

on  aura  -7-r-r— r,  dont  Tintéerale  est 

—  -  arc(tang=2)-f"^0"^^«  *. 
Substituant  au  lieu  de  a,  sa  valeur  ■  y  ,  tirée  de 
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réqaation  d —  x = (x— a)z^ , 

et  mettant  (/C  pour  y,  on  obtiendra 

f  ^ r= ^.arcf  tang=.î-7^^^  l+con^^^ 

m  et  af  étant  les  racines  de  Téquation 

a^-^x-^=zo. 

Si    on  prend  -^=C=ati,   et    J5=o,    la  diffé- 
rentielle   proposée   devient  dans   ce   cas   particulier 

dx 
■  ^  3  et  la  formule  précédente  donne  pour  son 

X/i—af" 

intégrale  — a. arc  [  tang  =  '  ]  +  cojist.  car* 

y  yi  +  xj 

et  (/  étant  alors  les  racines  de  a:*— ir=o,  il  faut 
prendre  a = — i  et  a'=i,  pour  ne  pas  tomber  dans 
l'imaginaire. 

Je  vais  montrer  que  ce  résultat  revient  à  l'arc  dont 
le  sinus  =  a;,  et  dont  on  sait  que     . ,  exprime  la 

différentielle  (35).  Pour  cela,  je  rappellerai  que 
(7>%.  aG), 

tanga^=    ^*^"g^     , 
^  1  — tang^»' 

d'où  il  suit  que  Tare  double  de  celui  qui  est  indiqué 
dans  la  formule  précédente,  a  pour  tangente-^- , 

X 

et  que  parconséquent  il  est  le  complément  de  Tare 

X 

dont     .  serait  la  tangente  et  xlesinus.  {Trig.  a6). 
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Nommant  donc  s  ce  dernier^  on  aura 

àx 


et  comprenant  Tare  — -  -  dans  la  constante  arbitraire  ^ 
il  viendra    /      ^  =  5  +  con^f . 

J'observerai  quon  peut  ramener  inmiédiatement  la 
différentielle  ■  = » ,     à 

celle  d'un  arc  de  cercle  ;  car  en  faisant  d'aborda; = «» 

2 

àz 
on  aura ■  -^  •,  posant  ensuite  a6+i/3*=:fi* 

dl^  m  1»*        r  1 

et  £=ffu^  on  trouvera       ^„,,-;^g  ^  dont  1  mtegrale  est 

-.arc  (sin=u)  +  con5f. 
> 

dj? 
164.  L'intégration  de  la  formule  —r=±=;  peut  aussi 

y  i — or* 
s'effectuer  par  le  moyen  des  logarithmes,  et  conduit  alors 
à  des  expressions  imaginaires  du  sinus  et  du  cosinus  ^ 
qui  sont  très-remarquables. 

Ô.X 

En  comparant  cette  formule  avec  ^'  ■■    .  , 

*^  \/  A+Bx^Cjc^ 

on  trouve yf=i ,  i5=o;  C=—  i;  et  Imtégrale  gêné-» 

raie  devient  (162) 

— ;L=.  1  (x  v/^+  kT^IT?)  +  comt. 
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fk  Von  représente  par  z  Tare  dont  est  la  diffé-* 

rentielle^  on  aura  donc 

z=  -7^=  1  (xy/^+V/T^^^)  +  consU 

y/—\ 

Mais  si  l'on  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps  que 
Xy  il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ;  car ,  en  fai- 
sant x=o,  le  second  membre  ^  réduit  à  cette  cons- 
tante ,  à  cause  que  h  =  o. 

Cela  posé^  en  observant  que  x  étant  le  sinus  dd 

Tare  Zy  V^i — x*  en  est  le  cosinus^  Téquation  ci- 
dessus  deviendra 

2^/ — 1  =l(cosz+  V^ — isinz); 
et  si  Ton  suppose  z  négatif^  comme 

ain  (—  a)  = — sin a ,    co«  (— »)  =cos  z , 
on  aura  encore 

—  a  V^ — 1  =l(co^a— j/^^sma), 

résultat  qni  se  réunit  au  précédent  ^  dans  Téquation 

dtaV^ — 1  =l(cosa±:j/— 1  sina)  (*). 


(**")  L'expression  dz=        _         se  change  immédiatement  en  dif" 

kl— a:" 

ferentieUe  logarithmique ,  lorsqu'on  mnhiplie  son  numérateur  et  son 

dénominateur  par  le  facteur  x  V^^^+Ki— x".  Il  vient  par  cette 
opération , 


"^'^•'+dx  dx]/:rï_-^- 


àzzzL 


V  I— x' t y  i~x'  , 
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Prenant  dans  chaque  membre^  au  lieu  des  loga* 
rithmeSy  les  nombres  auxquels  ils  appartiennent ,  il 
Tiendra 

é^^^^zzzcosz  ±  V^^^  sinz, 
équation  qui  fournit  les  deux  suivantes  : 

c*v^  =  cos  2  +  v— 1  sin  z , 
6"^*"^-^=  C08  2  —  \/ — 1  sin  z. 

Si  Ton  ajoute  celles-ci,  on  en  tirera 


cos  z  =  — ; 

et  en  retranchant  là  seconde  de  la  première  ,  il  en  r^ 
sultera , 


sm  z  == 


a 


v/^ 


Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sym- 
boles algébriques,  qui  représentent,  sous  une  forme  abré- 
gée, les  séries  du  n°  36,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assu- 
rer, en  mettant  pour  les  exponentielles,  c^^'^'"^,  e"**^— '  ^ 
leurs  développemens ,  formés  d'après  la  série  du  n®  q5  ; 
mais  ces  symboles ,  quoiqu'on  ne  puisse  leur  assigner  de 
valeur  sous  aucune  forme  finie,  ne  s'en  prêtent  pas  moins 
au  calcul  avec  la  plus  grande  facilité ,  et  manifestant 
toutes  les  propriétés  dont  jouissent  les  lignes  trigono- 
métriques  qu'ils  représentent. 

et  Pon  voit  bien  alors  que  le  namëratenr  de  la  seconde  fraction  est 
la  différentielle  de  son  dénominateur,  ensorte  q[u'on  en  conclut 
«ojome  ci-dessus, 

z  y~i = 1  (xV^ + Vï^^)' 
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En  mettant  nz  au  lieu  de  z  dans  l'équation 


,""*  =  C08  z  ih  V^— 1  sin  « , 
tll«  deyient 

e=*=«*K!~  =z=  cos  nz±  j/ — i  sin  tu. 
Mais  on  a  aussi 

■ 

donc 

(cos  z  dz  v/ — 1  sin  2)"  =;  cos  nz  rfc  ^ —  1  sin  nz.    • 

Cette  dernière  équation  conduit  à  des  conséquences  très- 
importantes  ,  que  je  développerai  successivement ,  à 
mesure  qu'il  en  sera  besoin.  Ici  je  m'arrêterai  ^  sur 
l'usage  qu'on  en  peut  faire  pour  découvrir  les  facteurs 
des  binômes  de  la  forme  x"=pa"^  parceque  cette 
recherche  est  nécessaire  dans  l'intégration  des  fractions 

ïadoimeUes  4-=^. 

i65.  La  fonction ar^qic*  se  transforme  en  a"(^"qri)  ; 
lorsqu'on  faitx=fly;  et  pour  en  connaître  les  facteurs^ 
il  suffit  de  résoudre  l'équation 

qui  revient  à 

L'expression  j'sr  cos  z+  ^/^  sin  a  .satisfait  à  cette 
équation ,  par  unç  détermination  très-simple  de  l'arc  z; 
car  on  a 

^*:=(cosz  -j-  V^—  1  sina)"=a  cos  nz  -f-  ^^^  sinnz; 
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et  comme  ^  en  désignant  par  tr  la  demi-clrconférencs^ 
et  par  m  un  nombre  entier  quelcon^e,  il  vient 

flin  mv  =  o ,        coa  m^  =:  ±  i , 

•elon  que  m  est  un  nombre  pair  ou  impair ,  on  n'aura 
qn  a  supposer  nz  =  ttit,  pour  obtenir  ^"  =:±:  i . 

'  Afin  de  distinguer  plus  pafticulièrement  le  cas  où  m 
est  pair ,  de  celui  où  il  est  impair  y  on  écrit  pour  le 
premier  am  au  lieu  de  thi  et  pour  le  second  am-f-i  « 
et  on  fait 

Dans  la  première  hypothèse^  il  viendra 


cos 


tntiT  ,  ^  / »    stu^ 


+  1/— ism ,    et    y«=:+i, 

^  n  u  ^         « 

et  dans  la  seconde. 

j;^=:cos-^ i-^i--f.y/— .ism^ ^— -^^  et^*=— 1* 

Au  moyen  du  nombre  indéterminé  m ,  chacune 
des  expressions  de  y  fournit  toutes  les  valeurs  dont 
cette  quantité  est  susceptible  ;  car  on  peut  prendre 
successivement 

77l=0,       771=1,      77l  =  a,      771=3,      etCé 

La  première  formule  donnera 
^=z=coso.^=i 

y  =  cos,—  -(-  V  — 1  sm  — • 
■      n  n  . 

y  =  cos  ^ [-  y  —1  sm  -ï— 

•^71  /> 


etc. 


et 


fin 
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et  il  est  visible  qu'on  trouvera  toujours  des  résultats 
differens^  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  771=71— i  ; 
car  ^ >en  supposant  71  =  771 ,  on  a  j^=cosaT=  1 ,  et  on 
retombe  fiur  la  première  des  valeurs  déjà  obtenues , 
puisqu'en  prenant  tti  =  71  +  1 ,  il  vient 

coô^ — ^— =cosi  fl^-{ —  )  =  cos — (Thfif. aa.) 

71  \  71  /  71  ° 

.   (a7i  +  a)T       .    /       ,  ûtN        .    a-T 

mi ! — 1— ;=smi  a^H j  =  sm  —  : 

n  '       \  n/  71 

ce  qui  ramène  àla  deuxième  valeur,  et  ainsi  des  autres. 

La  seconde  expression  générale  de  y ,  relative  à  l'é- 
quation jf*»  + 1  =  o ,  ne  donne  de  même  des  valeurs 
différentes  que  depuis  771  =  o ,  jusqu'à  771  =  71  —  1  in- 
clusivement; puisque  si  on  prend  771  =  71^  il  vient 

(371  +  1  )t  /^         f  ^\  '^ 

COS^ ^— =  C08(  aT  +  -  i  =  cos- 

71  \  71/  n 

.    (a7i-f-i)T       .    /       ,  t\        .    t 
sm  ^ • — =  sm  I  aT-f- -  )=  sm  - . 

71  -       \  71/  71 

166.  Non  -  seulement  on  trouvera  par  ce  procédé, 
précisément  les  71  racines  de  réquationj'"ip  1  =  0, 
mais  on  reconnaîtra ,  avec  un  peu  d'attention  ;  que 
ces  racines  peuvent  s'arranger  par  couples ,  en  réunis- 
sant celles  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical 

|/ —  1 .  En  effet ,  puisque 

cos(aT — p)=cosp    et   sin(aT— p)=^— sinp, 

« 

il  en  résulte  que 

(71-f  a)^     ,     „/— —    .     (71  +  Cf)T 

y=cos^ — ï-2-îi \-  y — I  sm^^ — !— li— 

•^  71  71 

(71 ûf)T  / .      (71 ^)t 

r=COS  ^ ii—  —  1/ •— 1  sm  -^ 2jL-., 

71  ^  '  n 

Cale,  intégr.  Q 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  n-f-qr  et  n—^  sont 
tons  deux  pairs  ou  impairs  en  même  temps  ;  on  peut 
donc,  dans  les  expressions  de  y^  rapportées  ci-dessuSi 
te  borner  aux  multiples  de  ^  qui  ne  Surpassent  point  ut  ,_ 

pourvu  qu'on  prenne  le  radical  V^ — i  alternativement 
«n  «f-  et  en-«-,  et  elles  deviendront  en  conséquence , 

,  2  TïiTT  _.      .  /""~    .     2  TUT 

y=cos — r-i:!/ — 1  sm , 

Lorsque  n  est  paire.^  les  valeurs  de  m  dans  la  pre^ 
mière  doivent  être  tous   les  nombres  entiers  depuis 

o  jusqu'à  -  inclusivement ,  et  seulement  jusqu*a 

dans  la  seconde  ;  et  quand  n  est  impaire,  l'une  et  l'autre 

doivent  être  poussées  jusqu'à , 

I^es  ^eux  valeurs  comprises  da>is  la  formule 


dhv/HTsi 


=  cos --2-  V  — 1  sm 


^  .71  n 

donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité 
•y»  —  1 ,  les  deux;  expressions  imaginaires 

('  2mT\  / .    am^ 

_y_C0S-^j-V/_18in-- 


(y- 


cos )  +  y — 1  sm 


et  en  4es  multipliant ,  on  obtient  l'expression 


y—aycos— — +1, 


qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  du  second  degré. 
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Oa  trouve  de  même  que  les  facteurs  du  second  degré 
de  la  quantité  j'*  +  i  sont 

167.  Voici  pour  servir  d'exemple  de  la  formula 
y  i=  cos 3;  y  —1  sm  — —  ^ 

le  tableau  des  facteurs  du  premier  degré  contenus  dans 
la  fonction  jf*—i 

^  _  ^co8  ^  ±  i/=r  «n  ^) 

La.  formula 

^                aror  , 
^  — lycos -f  t 

donne  les  facteurs  du  second  degré 

•  aT   ,       •     . 

j^-aycos-^-f-i 

y— âycQs^-fi 

Le  preiui^  «t  le  dernier  des  facteurs  du  second  degré 

sont  les  quarrés  des  facteurs  du  premier  degré  y  —  1 
et  y  -|-  1  ^  qui  n'entrent  qu!uBe  fois  dans  la  proposée  ;  il 

faudra  don^ ,  lorsqu'on  emploiera  les  facteurs  du  sar 

fi» 
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cond  degré ,  remplacer  le  preiûier  et  le  dernier  par'. 

Cy— OCy+Oouy*  — 1. 

On  a  pour  la  fonctioxi^  —  i  les  facteurs  du  premier 
degré 

Ceux  du  second  degi^é  sont 

y^^-  s^y  cos  -p-  + 1 

y  — ûjfcos^  +  i; 

miûs  il  faut  encore  observer  que  le  premier  facteur  du 
second  degré  est  le  quarré  du  facteur  y  —  i  >  qui  u  entr» 
qu'une  fois  dans  la  fonction  proposée. 

Par  la  formule 

y  =  cosiî i — s— d:  y—i  sm^^ '- — i— , 

les  facteurs  du  premier  degré  de  y^+i ,  sont 
j^  —  r  cos  -^  ±1  v/— 1  sin  -c- ) 

^  — ^cos-gr±ï/— ism-g-^ 
J'  +  i; 
tt  la  formule  y*— ^  ^ -f- 1  confluit  à 
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y  — 2ycos-g-  +  i, 
La  fonction  ^^+  ^  ^  po^  facteurs  du^  premier  degré 

jr— ^cos-g-±K— isin-g-^ou^qi/— 1 

Gos  ^±:  J/-1  sin -g-^  , 
et  pour  facteurs  du  second, 

y— ayco8^  +  i 

J^— 5X5^008-^-+  ^  0UJ'*  +  1 

y— aycos-^  +  i. 

i68.  Les  fonctions  de  la  fbrme  a:**  t-  âpa:"  +  f 
peuvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renferment 
que  deux  termes.  En  les  résolvant  à  la  manière  des  équa^ 
tions  du  second  degré  ^  on  en  tirera  les  facteurs 

qui  seront  réels  y  tant  quep*  surpassera  9;  et  en  faisant 
alors  '    ; 

il  viendra  des  fonctions  de  la  forme 


x^ 


QS 


f^S  TRAITA     ÉLéMENTAIRS 

à  décomposer  en  facteurs.    / 

Lorsqu'on  aura /)*<  ?,  onferap=:*»,  9=i8*^  ^^=Py» 
et  il  viendra 

inais  la  condition  /)•  <  ç  ou  «t***  ^  jS**»  donnant  a*?  <^  ^" , 

la  quantité  ^  sera  une  fraction,  et  p  pourra  être  repré* 

sentée  par  le  cosinus  ^*ùn  arc  donné  i"  ;  la  fonction 
proposée  reviendra  donc  à     . 

^a«  Qyû»  _  ay»  COSiT  +  1  )  , 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  Téquatioi» 

y^^  —  ay"cos«f-f- 1  =  0. 
On  en  tire  d'abord 

y""  =  cos  S"  rh  V^.^^sîn  J  ; 
puis  prenant 

j^  =  cOsa  zh  V^— 1  sin  z  , 
il  vient  (i  64) 

y^  =  cos  nz  zh  y —  i  sin  nz. 

et  en  comparant  avec  l'autre  valeur  de  j/",  on  obtient 

-  co»nc=cos«P,         sin  712  =r:  sin  (T. 

On  satisfait  en  général  à  ces  relations ,  en  supposant 
nz  =  SLiTiTr  -^fyTn  étant  yn  nooibre  entier  quelconque , 
Puisque  

cos  (amT  +  <r)  =  co8<P,  8in(amT+<'^)  =  sinJ;  ^ 

on  aura  donc 

?= -?— ,^  =  C08^       "^     d:V/--isin ^; 

et  les  façtejj^rs  dvi  premier  degré  de  la  fonction 


\ 


-[ 


€t* 
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yn  —  oyfi  COS  J"  +  1 

seront  parconséquent  coxuprîs  dans  la  formule 

cos ! —  ±  V  — 1  fiïD- f  • 

•    n  '  n       y 

Si  on  avait  x^  +  apx"  -f-  ^  =  o ,  on  ferait  encore 
^  =  cos  «f  ;  mais  on  prendrait  , 

j^« — i^»cos(9r — <r)  +  i- 
puisque  cos  ( t — J)  = — cos cT.  Cela  fait ,  il  viendrait 

C087iz  =  C08(^  — cT)  ,      sinnz  =  sin(a' — i)\ 
et  parconséquent 

nz=z,  2mr  *-\-"T —  J=  (  am -f- 1  ) '^•— <f  (*)• 

Zîe    r intégration   des   différentielles 

..  binômes. 

169.  Ces  différentielles  sont  représentées  par  l'a  for- 
mule 

p 

dont  on  ne  diminue  point  la  généralité  )  en  supposant 
^e  m  et  n  sont  des  nombres  entiers. 

Si  on  avait,  par  exemple,  x%r(a-f^^)' >  ^^  ferait 


(*)  Lw  formules  des  n*^'  1G6,  167,  168,  contiennent  implici- 
tement les  tb<;oréme$  de  Côtes  et  d«  Moiure  ,  et  remplacent  avec 
avantage  ces  théorèmes,  qui  ne  sont  plus  maintenant  qa'uu  objet  de 
pare  curiosité'  \  je  n^ai  pas  cru  par  cette  raison  devpir  les  insérer  ici  : 
on  les  trouve  dans  le  Traité  du  Calcul  différeujiiel  et  du  Calcul 
intentai, 

Q4 
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P 


a:  =  z®,  d'où  a  résulterait  62^cIb  (a +iz^)'.  On  peiif 
aussi  regarder  n  comme  essentiellement  positive^  parce^ 

£ 

que  dans  le  cas  où  on  aurait  x^^àx(^a  -|-  har^y ,  on 

1  l 

«upposeraitj;=-,  et  il  viendrait— 2r"*'*"*da  (a +  &t")^. 

t 
Pour  chercher  dans  quel  cas  j::""'dr(a+fta;")^  ,  peut    , 

devenir  rationnelle ,  on  fait  a-J-  6a:"  =  a^,  ensorte  que 
fa  +  ix')*  z=zzP\  puis  on  trouve 

et  la  différentielle  proposée  devenant  par  là 


â^'^C^T"-' 


on  voit  alors  qu'elle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  que  — 
sera  un  nombre  entier. 

l 
L'expression  a^Ax^ja-^r^oc^y  satisfait  à  cette  condi- 
tion, puisque  771=9,  '^=3*  — =3,  et  se  transforme  en 


i 


i-^H^'- 


L'expression  a?^"'Ma7(a+ Jx")5  est  susoeptible  d'une 
autre  forme,  en  rendant  négatif  l'exposant  de  x  dan» 
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la  parenthèse^    ou    en  divisant  par  x^  la  quantité 
a  -j-  bx*  :  il  vient  ainsi 

l  l 

=  x"»-'dx  (  aX-^+byx  1 

z=  X       *       dx(ajr»+  &)'  ; 

et  d'après  le  calcul  précédent ,  la  dernière  de  ces  ex^ 

m  +  ^ 
pressions  peut  être  rendue  rationnelle ,  lorsque  2- 

est  un  nombre  entier,  ou^  ce  qui  revient  au  mêmej 

lorsque  —  +  -  en  est  un. 
n       q 

La  différentielle 

oMxÇa  +  bj^)^ 

est  dans  ce  cas^  puisqu'alors 

m 5    p 1     m      p 6 

n— 3*  q—V  H^q  —  ^  —  ^' 

En  appliquant  à  la  différentielle 

X      1      dj:(ajr-»+J)% 

la  substitution  indiquée  pour  la  première  forme  de 
cette  différentielle  y  on  fera 

d*où  on  tirera 

a-}-6x"  =  x"*^; 


on 


' a5o         traité    élémentaire 
et   si    l'on    transforme    immédiatement    Texpressioir 

£ 
a:'""'dx(a  +  J.r")^  par  le  moyen  de  Téqaation  précé- 
dente ,   on    obtiendra   évidemment   le  même  résultat 
que  si  on  lui  avait  d*abord  donné  la  forme 

X       '       dx(ax"'*  +  J)î'. 
170.   Puisqu'il  n'est  i>as  possible  d'intégrer  en  gé- 

néral  la  formule  yx*""''da:(a  +  6j:")^,  l'idée  <jui  se  pré- 
sente d'abord  ,  est  de  chercher  à  la  réduire  aux  cas 
les   plus    simples    qu'elle    peut    renfermer ,    comme 

ramène  à  /  &  ■_  /ga*  ^^  7  parviendra  par  la  re- 
marque du  n°  148,  en  vertu  de  laquelle  on  a 
fudi^zzzuv — fvàu'y  car  si  on  décompose  la  quantité 

p 
cxf^^^àx  {a  +  bx^y  en  deux  facteurs  ,  dont  l'un  pou- 
vant s'intégrer,  soit  représenté  par  di/,  et  l'autre  par 
M,  on  fera  dépendre  lintégralion  de  la  formule  pro- 
posée de  celle  de  fvdu  y  qui ,  dans  certains  cas ,  sera 
plus  simple  que  la  proposée  ,  ainsi  qu'on  va  le  voir.  Ce 
procédé  ,  très-fécond  et  très-remarquable  ,  s'appelle 
Intégration  par  parties. 

Pour  abréger  un  peu  les  résultats ,  j'écrirai  p 
au  lieu  de  -;  «t  il  faudra  supposer  que  p  est  un  nom- 
bre fractionnaire  quelconque  :  on  aura  alors  la  formule 

Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  cette 
différentielle  en  facteurs,  je  choisis  celle  qui  tend  à 
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dinûniier  l'exposant  de  x  hors  de  la  parenthèse ,  et  qui 
«'opère  en  écrivant  ainsi , 

a        ■  r 

la  '  formule  proposée.  Par  ce  moyen ,  le  facteur 
sc^^dx  (a  +  bx^y  est  intégrable ,  quel  que  soit  p  (i49)  • 
pa  le  représentant  par  di/  ^  on  a 

v=^r-ï^ é-r-È     et     14  =  0;**  "; 

d'oà  n  résulte 

/x""~*dx(a+Jx")P=ï 

a:''-"(a+^x»)P^-_    ^-\>/x°'-"-'dx(a+&x")P^' 
(p+i)/»*  (p+i)n6^  ^  -r      ;      , 

#r 

/a:^-«-^dx(a+6x")'^'  =z 

fx^'""-"dx(^a+b:v^y(^a+bx^)=z 
af^  "  "da?  (a  +  ix")?  +  J/a:*-'dx(a  +  bafy  ; 

mettant  cette  dernière  valeur  dans  Téquation  pré- 
cédente ,  et  rassemblant  les  termes  affectés  de  Tinté- 
grale  /r'*"*»"'dj:(a+^^)''>  il  vient 

Cp+i)/i6 

à*où  on  tire  {A) fx"^'âx(a+bx^y=s 

sf^-"^  (a  +  &a;»)H-»  —  g  (m — ra)  /j;"'^--'dx(fl+6j:"y 

Il  est  aisé  de  voir '.que  puisqu'on  peut  ramener,  par 
cette  formule^  l'intégration  de/a;'"""'dr(a+ix*y  à 
celle  de  /r^T''-'dr(a -|-Ja:")'',    on    ramènera    aussi 
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cette  dernière  à  celle  de  faf^^^'^dxÇa'i'bx^y ,  en 
écrivant  m—- n  à  la  place  de  7ndan8réquation(^  ;  puis^ 
changeant  encore  m  en  771 — 22/1  dans  cette  même  éqna- 
tion  ,  elle  fera  connaître  /a:*""*'*"*djp(a-f- Ja:*y ,  au 
moyen  de  /a:'"r:3'«->da:(a+6a;")'',  et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  si  r  désigne  le  nombre  de  réductions 
effectuées,  on  parviendra  à/a:"VT^""*dx(a-f-ix*)',  et 
la  dernière  formule  sera 


Il  est  évident,  par  cette  dernière  formule,  que  si 
m  est  un  multiple  de  n ,  l'intégration  de  la  formule 
yV""'dr(a+ia:"y s'effectuera  algébriquement^'  puîs-^ 
que  l'anéantissement  du  coefficient  m^^rn  qui  aura 
nécessairement  lieu ,  fera  disparaître  la  dernière  inté- 
grale f  cif''-^^àx{a^bx^y ,  Ce  résultat  s^accorde  avec 
celui  du  n*  1S9. 

171.  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle l'exposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de  l'uni- 
té; pour  cela  il  suffit  d'observer  que 

/a;«-'dx(a+ix»)''=/a:«-»da:(a+6a7»)P-'(a+Jx") 

et  que  la  formule  {^A) ,  en  y  changeant  m  en  m+ji , 
et  p  en  p  —  1 ,    donne 

sf^  {a+bx'y^am  /^c^-^dxCû+ftx")?-^ 

bÇjjn-^m) 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation   précédente; 
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on  aura  {£) faT-'dxÇa+bx^y  :m^ 

Ayec  la  formule  ÇB)  ,  on  ôtera  successivement  du 
nombre  p  toutes  les  unités  qu'il  peut  contenir  ;  et  par 
le  moyen  de  cette  formule  et  de  la  formule  (^)  ^  on 
fera  dépendre  Imtégrale 

fjf^^dx(a+ba^y    de    /a;"-^»-'da:(a+ix»)P-', 

m  étant  le  plus  grand  multiple  de  n  contenu  dans  m — i^ 
•t  s  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

i 
L'intégrale /a:^dx(a4"^^)%  P^  exemple,  sera  ra- 
menée successivement^  par  la  formule  (^A),  à 

5  S 

fxMLrÇa+bj^*,    fxdx(a+bx^y  ; 
et  la  formule.  (5)  fera  dépendre  /xdr(a-t-ix^)*  de 

/xdx(a+^x^)*  et  celle-ci  de  fxdxÇaJ^-bx^y . 

172.  n  est  évident  que  si  Tiiet  7t  étaient  négatives, 
les  for  nlbs  (^A)  et  (^)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites:  elles  augmente- 
raient alors  les  exposans  de  x  hors  de  la  parenthèse , 
et  celui  de  la  parenthèse  ;  mais  en  les  renversant ,  on 
en  trouve  qui  s'appliquent  aux  cas  dont  il  s'agit. 

I 

On  tire  de  (^A) 

3^-\a+b3[^)P^^  —b^m-A-  np)  /r^-"'da:(a+  bx'^y 

a(jn  —  n)  ' 

st  mettant  m+n  an  lieu  de  m,  il  vient  (Q 
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1*  ■  Il 

0771 


formule  qui  diminue  les  çxposans  hors  la  parenthèse , 
puisque  m  +  n — i  devient  —  m+ji— i ,  quand  on  a 
Inis  — •  m  à  la  place  de  m* 

Pour  renverser  la  formule  (-fi) ,  on  prend 

^  pna  * 

^uis  on  écrit  P'^-i   au  lieu  dé  p  ^  et  il  vient  (Z>) 

fx^-^àxia+bx'y  =3:1 
a7«(a+  &a:»)'*:*-*-^(m-|-7i4-np)/a:"»-'dx(a+*x")P-^-» 

(p+i)na 

Cette  formule  atteint  le  but  proposé',  puisque  p-|- i 
se  change  en  — p  + 1  >  lorsque  p  est  négatif. 

Les  formules  (-^),  (^),  (^)i  (^),  deviennent  illu-» 
«oires,  lorsque  leur  dénominateur  s'évanouit.  Cela  ar-* 
rive  pour  la  formule  (^A),  par  exemple^  quand  m= — np\ 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  espèce ,  la  fonction  pro-* 
posée  est  intégrable  soit  algébriquement,  soit  par  loga- 
rithmes. 

/od^"^  ^d^ 
—    ■        ,  m  étant  un  nonl* 
V/i— X» 

bre  entier  positif;  on  trouve  par  la  formule  (A) y  en 

y  faisant  a=i,è= — i,  7ii=fl,pr=*— 7, 

/x'^-'dx  af"-*v/i— x^  ^  771— a  p  x^^^àx 


=—  V^i  —  a:*  +  const. 
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écriyafat  m  au  lieu  de  m  -—  i  ^  il  yient 

/af*àx  af"~^\/i — oc^      m— i   /*  x*'~*dr 

-■  ^^  "^  I  ■  — *—      ■  ■      f  ■      ^ 

En  donnant  successivemeot  à  m  dilFérentes  valeurs^ 
en  commençant  par  les  nombres  impairs  ^  on  aura 

J    |/ÏII]? 

/aPdx  1         y a  P   ■  xdx 

|/i— x*  7  7-/    /i 

etc. 

On  tirera  de  là 
xdx 


/; 


= — y/i—a^  -f  cOTist. 


•  etc. 
la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 
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Passant  aux  valeurs  paires  de  m,  et  supposant  m  =2^ 
m-sz/^i  771=  6,  etc.  on  trouve 

etc. 

dans  ce  cas  toutes  les  intégrales  proposées  dépendront 
de 

/»    dx 
=  arc(sin  =  3:)  +  consU  (35)  , 
l/i— X* 

et  en  représentant  par  A  Tare  indiqué ,   on  aura 
da: 

C  cc^àx  1        y 1    ^ 

/     .  = a;V/i— a;*+--rf  +  co/wf. 

ï    /  —  = — (-;^H — ^jc  )l/i — a;* H — '—zA.  +  cojist. 

J  V  1— 0^        \4        2.4/'^  '12.4 

/■  ^^dx    _     /i         1.5   ,  ,  1.3.5  \.y -2  I  ^-^-S  j  I 

etc. 

174.  Je  vais  chercher  maintenant  les  formules  qui 
répondent  aux  cas  ou  m  est  négative.  On  a  alors  par 
la  formule  (C)  (17a) 

/ 


1/1— or» 


I'' 

f 
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en  écriyant  i—  m ,  au  lieu  de  —  tîi  —  i ,  il  vient 


/*       àx         V^i — a:*      ,  m — a    /^         dr  • 

On  ne  peut  pas  supposer  m  =  i ,  puisque  cette  valeur 

rend  le  dénominateur  nul;  il  faut  donc  chercher  à  priori 

dx 
l'intégrale  de On  la  trouvera  facilement 

xV/i — Jc* 
d*après  ce  qui  a  été  dit  n^  161  ;  mais  on  peut  y  par- 
venir aussi  de  Ja  manière  suivante  :  on  fera  1— >x*  =;&*^ 
d'où  il  résultera 

a:=V^i— a*  Ax=i 


et  parconsequent 

àx  .  — dz 


i .     » 


équation  dont  le  second  membre  a  pour  intégrale 
remettant  au  lieu  de  z  sa  valeur  y  on  aura 


f.i  .j  ' 


•jnultipliant  par  1  +  V^i— x*,  les  deux  termes  de  la 
fir^tion  copiprise  sous  Je  signe  1 ,  on  obtiendra    .  '  ' 

Cale,  intégr.  R 
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.  1 


'  en  aura  donc  enfin 

,     J  x\/.i—3^  \  je  / 

Ea  pcSj^abt  »i = 3*,  m  ==  5 ,  '  etc.  fl  '^àèndrâ 

/^      dr         _       y/i— x^    •  1. /*       àx 

/*      .dx ^i—af      5   /]|__2É£_ 

etc. 
Faisant  ensuite  m=û ,  nt=4 ,  m==6,.etc.  on  trouvera 


dx        \/i — X* 

dx    .  .  ..  1^1 — X*   ,  a  r        -dx 


r_dx__^_^ 

Jx«|/i— x^ 


+  COTIJ^ 


/•^     dx   .  .  K 1— X*  ,  îi  y*       dx 

J'^J^/T—^  '     3x^     ^?J   x^V/^"=^ 

/*       jx        ._,:::  ^t/;i-*-x*       4   /^  '       dx 
xVî^^^~       5x^       sj  x^v/iz:^ 

etc. 

De  ces  deux  suites  d'équations  on  tirera ,  comme  dans 
|e  n*  précédent ,  une  classe  de  formules  intégrées  pat 
logarithmes,  et  une  autre  classe  qui  sera  âlgébHque. 
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De  V intégration  pat  les  séries. 

1^5.  L'jntégrale  fXdx  s'obtient  facilement  loii- 
qu'on  a  développé  la  fonction  X  en  série  ,  parcequ'on 
n'a  fllu  à  intégrer  que  des  monômes  auxqueb  s'appli- 
que immédiatement  la  rèj^e  du  n*  146.  En  effet ,  soit 
X=jiaf  +^a^"+  Ca****'^  Zïj*M«  +  etc.  ;  si  on 
multiplie  le*  deux  membres  de  cette  équation  pardf , 
et  qn'on  intègre  séparément  chaque  ternie  du  Second, 
il  viendra 

Lorsqo'on  rencontrera  dans  le  dsvelopp«nent  de  x 
un  terme  de  la  forme -^ ,  il  en  résultera  dans  l'intégrale, 
letent][e  !/([x(_i47')- 

176.  La  fonction  la  plus  nmple  qu'on  puisse  réduire 
«a  série ,  est  ,  et  il  en  résulte 


aSo  traité    élémentaire 

et  parconséquent , 

l(a+x)-la=l(.+î)=î-J^  +  g_^  +  etc. 
résultat  conforme  à  celui  dîi  n<*  09. 

fld.27 

Soit   la  diflFérentielle   — -j— j,  quipeut  setaettr» 

.    ..  "..     ^^  .  ■        ■       • 

c 
tous  la  forme    ■  ,  et  qui  appartient  parconséquent 

■  ■         . •'   ■■<     ■   *^^ 

/  i        ^A 


«•  1. 

X  ...  a 


j&  l'arc  dont  la  tangente  =  -  r  en  réduisant  ■  ^        ~    en 
«érie^.  il  viendra 


fl"-[-j:?        a         ar         (r         cû 
intégrant  chaque  terme  en  particulier^  on  aura 

--— — -  =:  arc  (  tahff  =  -   1  +  const,  = 
X        x^         x^         x^ 

Si  on  veut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plut 

X 

petit  des  arcs  dont  la  tangente  est  -  ,  il  faudra  suppri- 
mer la  constante  ai±)itrarrre ,  puisque  Tare  cherché  est 
nul ,  lorsque  j:  =  o ,  et  on  aura 

(:  : .-.  ,       x\       X        x^       ■  x^         x"^     , 
tang  =  -  )= -^-T  +  ^E— -  +  etc, 
,      °       a  /       a        6a^       ba^        jdJ 

résultat^conforme  &  celui  du  ,n°  Sj  \  mais  ici  la  loi  est 
évidente^ 

Eu  opérant  de  même  sur  -^ —       ,  on  trouve 


arc 
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m  -f-  71  + 1  )  a** 
—  etc.  +  con<st< 


177.  L'objet  de  l'intégration  par  les  séries,  étant  de 
86  procurer  des  valeurs  approchées. des  intégrales  qu'on 
ne  peut  obtenir  rigoureusement ,  il  est  important  d'avoir 
plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  intégrale,  afin 
de  choisir  celle  que  rend  convergente  la  valeur  par- 
ticulière qu'on  se  propose  de  donner  à  x.  Les  séries 
qui  procèdent  suivant  les  puissances  positives  de  x , 
dont  les  exposans  vont  en  croissant ,  où  les  séries  as^ 
cendantes,  ne  convergent  en  général  que  dans  le  cas  où 
la  variable  x  demeure  très-petite;  tandis  que  celles 
qui  procèdent  par  des  puissances  négatives  de  x,  où 
lés  séries  descendantes  ^  le  font  dans  les  cas  où  cette 
variable  est  très-grande.  • 

Pour  parvenir  à  line  série  de  cette  espèce  ,  dans 
l'exemple  ci-dessus,  il  faudrait  changer  l'ordre  des 
termes  du  binôme  a"  -{~  x'* ,  ou  mettre  x  à  la  place 

dt  a  dans  le  développement  de ,  et  on  aurait 

^  a^+x**' 

1       1  a*   j^  û"        a^" 


x'*-f-a'*       X*        X*"    '^x^*        x^' 

et  il  viendrait  ,  après  avoir  multiplié  par  x"dx  et 
intégré , 


/ 


X 


m 


dx 


x"  +  a"  (n— m—  i)x"^ 

a*  a*» 


(2/1— m—  1  )a^-r"»-*  *~  (3»— m—  Ox*'»-*»^ 

+  etc.  +'  const 

Cette  série  deviendrait  illusoire ,  si  quelqu'un  de  ses  dé- 

R  3 
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nominateurs^  compris  dans  la  forme  fn*— tti-*— t,  s*éya« 
nouissait^  ce  qui  arriverait  sim+i  était  un  mi}ltiple 
de  n;  dans  ce  cas  la  diffërentielle  développée  contien-* 

drait  un  terme  de  la  forme  a^**'>  — r,  doat  l%itégrale 

ce 

serait  a  C*-*>lr. 

Si  on  fait  dans  le  résultat  ci-dessus  m  =  o,  n=z^ 
et  a  =2  1  >  il  devient    . 

dj7 
mais  quoi^e  Texpression  ■  ■.  .^^  soit  la  différentielle 

de  l'arc  dont  la  tangente  est  x,'û  nen  faut  ips»  conclure 
que  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc  >  puisqu'elle  devient  infinie  lorsque  x  ^=  o.  La 
considération'  de  la  conatante  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté ,  si  Ton  fait  att^tion  que  pour  connaître 
la  -vraie  valeur  d'une  sérié ,  il  faut  toujours  partir  du 
cas  où  elle  est  convergente.  Or  la  ^rie 

Test  d'autant  plus ,  que  x  est  plus  grand ,  et  elle  s'évas 
nouit  lorsque  x  est  infini  ;  l'équation 

arc  (tang=x) =— ^  •+"  3^  —  5;^  +  ^^^'  +  ^^^^* 

se  changera  dans  cette  limite  en  arc  de  1^  =  ~  =  consU 
substituant  cette  valeur  de  la  constante^  on  aura 

arc  (ti«g=x)=. î -^4- gi^  -  gi|  +  etc. 

On  poun*aît  intégrer  ^  aussi  la  fraction  rationnelle 
T-T^ribi),  en  développant  çn  série  l'expression  —  ; 
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mëàs  et  moyen  ne  conduirait  qu  à  des  résultats  fort 
compliqués  et  rarement  convergens  ;  d'ailleurs  ces  çal^ 
culs  sont  à  peu  près  inutiles ,  puisqu'on  sait  ramener 
cette  djifférendelle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de  cer* 
des  ^  &ciles  à  évaluer  par  les  tables  qu'on  en  a. 

178.  La  formule  yà:"""*dx  (  a  +  ix"  )î  est  fscile  i 

m 

intégrer  par  le  développement  de  la'  quantité  (a +60:")* 
en  série; ,  et  il  vient  pour  résultat 


/a;"^dx(a+ix''y=a^i h*- 


Si  on  voulait  avoir  une  série  descendante  par  rap^ 
port  six,  il  faudrait  donner  à  la  différentielle  proposée 

la  forme  x     "^      d  jr(  J  -if-  axr"  y-,  et  on  trouverait, 

après  avoir  développé  (6+aar-»)?,  multiplié  le  résultat 

par X        «      'dx  et  intégré, 


/x~-«dx(a+ix'')?=  J^  ]5f. 


«1.4.51 


mç + np 

^pa  qx  1  p(p—q)a?  qx  1    ' 

qbmq^  Qj — ç)ii        1.2.9*^»»  mq  +  (p — s^q)ii 

Tant  q^è  les  quantités  a  et  b  seront  positivai' 
deux^  ou  que  q  sera  un  npmbre^impair ,  on  p 
jse  servir  indifféremment  d^  cette  série  ou  de  la 

R4 
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cédente  ;  mais  lorsque  q  sera  pair,  la  première  formtdei 

p 
deviendra  imaginaire  par  le  facteur  a^",  si  aP  est  néga- 
tif ^  et  la  même  chose  arrivera  à  la  secondé v  si  6^     . 
est  négatif. 

17^.  oo3t      — ==r ,  expression  qui  est  la  différen- 
y  1 — x* 

tielle  de  Tare  dont  le  sinus  ==  x  ;  on  aura 

-J=^,+  i^+i4x4+i44a:.+l-44:|x»  +  etc. 
yi — jt^  ..    '  a        fl.4        3.4.6      *  fl.4.6.8 

et  de .  là 

/'    'àx            •    ,    ix^    .   i.Safl,  1.3.5a:'    .    ^      . 
=  3! -4 =--! ;-=--f r-7s |-etc.  +  con5f. 
V/iIZ^         ^a  3  ^a. 4  5-^3.4.6  7  ^       ^ 

En  supprim^ant  la  constante,  la  série-s'anéantira^  lors- 
que a;  =  o;  elle  donnera  parconséquent  la  valeur  du 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  =  x  ^  comme  dans 
le  n?.  37.  . 

^  Voici  encore  quelques  résultats  faciles  à  obtenir; 

d'a^irè»  ce  qiii  .précède  y  mais  qu  il  est  bon  de  conn^tre. 

dx  dx 

I  o 


1". 


yx-^xx   y  X .  y  i 


;  faisant  y  x  •=.u  ^ 


on  a     '  ;  mais  par  la  série  précédente  il  vient 

K  1— >* 

/Vidu  /.  ,.  lu^   ,   i.3u^    ,   i.3.5u7    ,     ^    S   , 

y/i^u"^       \^a3   \a.4  5      a, 4.6  7^       J' 


donc 


/dx  /    .   la:  ,   i.3a7*   ,  i.S.So:'   •     ^   \ây     1  ♦ 

— —  -  ^     /        x\- 

a*».  do? .  V^aao:— X*  =  C  2a  )  *a?*d jcf  1 — —  J  *  5 
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/     ^\ïl^'   1-^        1.1  x^       Ui*5  ^      ^xlj 

donc  i  . 

^ ,      y  /a    I     1    ax*       1.1    aa:' 

/dx/aax-x^=(^gx  --g—-  ^  ^ 

-      1.1.3    20^ 


-^^--  — r^v^ —  etc.  )  V/  fla  +  const , 
û,4,b^.oCr  / 


/•j    //rrr-r ;         /l       IX'       1.1      «* 

j      Y^uju^-^  ^y^     a  5.aa       2.47.4^^ 
1.1.5    x^    /       ^  \      ,/-^—   ,  ,  • 


,  *   #      ■    ■  •         ■  1 1  ' 


.MdnnngL  après  la  réduction  de  V'  i-f-x* 

yi+x* 

^cii  série;  et  Tintégration , 


■A 


•    dx  i.x^  ,   r.3x^       i.3.5x'     ,     ^ 


V/i+x*  a3T«-^5       a. 4.6  7 

-f-  con5f . 

Ç    dx      .  1  1.5 1.5^5 

*  •/  V/x* 1  i.ax*     .a.4.4x*     a.4-6.Gx* 

—.  etc.  -f*  const* 

Cette  série,  qui  renferme  la  transcendante  Ix,  est  d'au- 
tant plus  convergente  que  x  est  grand  ;  on  peut  fen  ob^ 
«tenir  une  autre  entièrement  algébrique ,  et  d'autafiC 
plus  convergente. que ^^  diffère  moins  de.  Vunité*  Pour 
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cela,  il  faut  faire  xznii  ^^u,  ce  gui  donne 

développante i+-V^,    multipliant    chaqtfe  terme 

_t  

pv  u  *éu,  el  intégrant,  on  trouye  ' 


/i 


eu 


V/2M-f-l^* 


»  T 


et  puisque  usj;— *i,  les  termes  de  cette  çérie  sont 
Tautaqt  ^nt  pt^éqius  ùp-^  l  tH  p^  çon^idézable. 


180.  Le1>ut  de  la  réduction  âea  ^iff^^^^tî^U^  ^ 
série ,  est  de  les  transformer  dans  une  suite  de  termes 
dpnt  chacun  soit  intégrfJde  en  particulier ,  et  il  n'est 
pas  nécessaire  pour  cela  que  les  termes  soieiit  de#  mo-; 
somes. 

Si  on  a,  par  exemple^ 


_et  foe  4?  Soft  ^ne.quaiUité  fort  pi^tiçe.}  ew|)eirt:  déyelop- 

f^  V^'7^^?  dans  une  série^très- convergente ,  parce- 
que  dans  la  .différentiéHe  propose  o^  e$t  toujours  -^i, 

à  caute  du  radical  y^t — n^  -;  ou  «to«ve 


* 
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H 1/1 — é*a?=i— -6*07* —.e^x^ ^^e^x*— etc. 

^  2  2.4  2.4.6 

Bt  il  vient  à  intégrer  la  suite 

dont  chacniè  terme  rentre  dans  la  formule  /  — ^  , 

traitée  n^  173^  174*  En  substituant  au  lieu  de 

/do?  /^  ar^djg  r  x^dr 

les  expressions  données  dans  le  n®  173,  il  en  résultera 

•       •  

+  etc ,....; ^  const. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  la  différentielle 

dx  dx  1 

1/(1— x*)(a+x)       V/r:^"|/â+x* 

on  réduirait  eh  série  la  quantité 

R* 
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Il  est  bon  de  remarquer  que  la  formule 

au 


V/(2mu  — M*)  (/i— a) 


qui  se  rencontre  dans  quelques  applications  à  la  méca*' 
nique;  se  ramène  à 


en  faisant 


—  1    r àx 

\/mJ  i/(i— x»)(a  +  x) 


71  — 7?l 

m'^u=zmx    et    =  û. 

m 


De    ^intégration  des    quantités   logarith* 
miques  et  exponentielles. 

i8i.  Soit  d'abord  la  formule  fPx([xY,  P  étant 
une  fonction  algébrique  de  x  ;  en  y  appliquajit  la  ré- 
duction que  donne  la  formule  /udi/=:ai^  — /vdu ,  et 
faisant  pour  abréger  fPdx  =  N,  il  vient    . 

fPdxÇ^\xy=N(ixy^nJ  —  o^y-'N. 

f^dx  * 

Si  on  désigne  /  —  iVpar  If ,  et  qu'on  change  N  enJU 

,  et  71  en  n—  1  ,  dans  la  formule  précédente  ,  on  aura . 
T— iV(Lr)«->=:ilfClx)»-'—  {n—i)f^Qocy-^M. 

Par  une  suite  de  réductions  semblables^  on  obtiendra... 

/Pdx(lr)«=;V(bc)'*— niï/ClJc:)"-' + 71(71— i  )L(lx)«»-*  1 

.  — nC/i-OCTj— s)A:(la7)'»-^+etc./* 
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et  parconséquent  Viotégrale  proposée  sera  algébrique 
dans,  le  cas  où  n  sera  un  Aombre  entier ,  et  où  les  quan- 
tités iV,  M,  L,  K,  etc.  seront  toutes  des  fonctions  algé- 
"briques;  c'est  ce  que  les  exétnples  stiiyans  vont  éclaircir. 

i8a.  LadifiFérentielle  a:*"da;  (Ix)  donne 

■   /i>dx=/x»dx=— Y  =  Ar,    • 
et  parCMfséquent 

-  '  Si  dans  cette  équation  on  change  successivement  n 
•n  71  —  1 ,  en  n —  a ,  etc. ,  on  trouvera 

/x»»ax  (Lc)^-»  =  ^  m^.lrr"''  "^  St  ^-^^  0^)*^^ 
etc. 

En  poursuivant  ces  réductions  ,  puis  remontant  de  la 
dernière  à  la  première  ^- on  construira  la  formule  g^ 
ttérale  suivante  ; 

x'"djc(lx)"  =  - 

^      '  771+1 

n  est  visible  que  cette  série  se  terminera  toutes  les 
-fois  -que  n  sera  un  nomj^re  entier  positif. 

En  prenant  tisx  i  et  tï  =  a,  on  trouve 

■  jj"*^'  'r  ■"  1       î  ' 


r 
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/ 


En  général,  la  différentielle  —  27 «  dans  laquelle  t/ 

désignerait  une  fonction  algéhnqtie  de  \x,  deviendrait 
algébrique  en  faisant  Ix  =  zt.j 

Lorsque  n  est  négatif  où  fractionnaire ,  la  série  se  pro^ 

longe  à  rin&ni;  en  faisant  71=: ,  par  exemple ,    il 


nent 


a:"-»"  \     i  i 1.5 


a(m+iXl40"      4Cm+i)*G'^* 

-) 7  4"  -etc.  l  +  ctynst» 

8(m+i)3(lxy  j 

i83.  Au  lieu  de  se  servir  de  la  formule  du  n°  précé- 
dent,  dans  laqtràlle  Texposaiit  -de  Lr  augmente  saps 
Cjssse,  lorsque  n  est  négatif;  on  peut,  en  opérarft 
comme  on  va  le  yoir^  ramener  l'intégration  de  la  formule 
fPdxÇ^lx)^"^  aune  autre  de  la  forme  fFdx{lx)^<^, 
«  7t  est  iin  nombre  entier ,  ou  au  n^oins  dé  la  foirme 
/^dx(lx)'"î^'">  m  étant  k  {>lu8.gcaiid  nombre  entier 
contenu  dans  n.  .t  ■  . 


La  différentielle  Pda;(lj;)":'*  peut  être  mise  sous  la 

forme JPo;.  —  (Ix)'^'*;  mais  le  facteur  —  (Ix)"""  ayant 
X  ^  X  ^ 


1>X     CALCUL     INTEGEAL.    '  «71 

pour  "^^^^^  (n^iyiyjn-»  >  '^  yiendia, 

ï>dx  Px 


/( 


(Ix)»  (n— i)<Lr)*-» 

Si  on  fait  successivement 

diPx)=Qàx,    d(Qx)=/làr,     d(/lr}==5d«î,  «te; 

puis  qu*on  change  n  en  n —  1 , 7»— a ,  etc*^  on  aura^  mm 
poursui?afifllaTédttcttp&  ci^easns-^- 


•j: 


»**      Il  't    't   II  llii  !>*— "gtC^ 

(u-i)  Cii.i-a)(n-3)(Lr)»-« 

cette  suite  ^ant  poussée  jusqu'à  ce  qu*QQ  rencontre  un 

terme  +; r-^ ^  ■'    *  ■    f  -t —  ,* si  nestunnom« 

Jire  ei^er^  on  «n  Vmiie 

,  :i ^   rfVbc    ^ 

■*"  (n-^^i^n^a) ....  (ii-4if*f^iî)  J  QkY^'* 

•  • .  -  >  ...  -.  .    » 

•    ,  ..  ■  > 

m  étant  le  plus  grandfnond>re  entier  (contenu  dans  n.* 
184*  Si  onprend'Prîisjf  ^oniujra 

(Le)-  (i»-i)  (Le)—*  +  STFT  J  (LÔ==^' 


•t  répétant  eette  rédaction,  «o  dMQfaaat  11  iH 

fa  »— a,  #tç,  ftt  ^blifliidm  .       i 


■ '  /■  (m+iyjg^n'^  \ 

{Hr^i  >  C^— a)  (71  —3)  •(  Ir)  — 3 
'    "^"(tt— i)<>r— 2)....rj      L 


n fl; 


Lr    


en  supposant  qae  n  soit  un  nombre  entier 

*    IjA.  formule  précédente  conduit,  lorsque  m^rz^-^i^  4 

Elle.  ne. doime. rien  lorsque  n:^i.;_mais  si  Ton'atait 

en  itfême^^^i-m^ti:— 1   et7t=:±T/'ia   difFérentieHe 

dix  ■  i\  ,      V 

-7—    qui     yieni^JÛt-;:^lor^>  -aurait > -pour    intégrait 

1  (\x)  -f>  coTi^^ ,  puisqu*en  faisant  Ix=:u,  elle  se  trant- 

formerait  en — '.'•  ■   .       ' 
....        :  u'ï  •  '  \  .        '  .^ 

•t'-'i.i     .......id,'---,  ^-...  _-.  ....  j.jj 

/* X^OiX    **      '  '  ".'  V  '  /* X^  ClX 

L'intégrale  /   — j — ,  de  laqueUe  -dépend  /  :  i     v.y 

quand  ni  ettlKn  nombre  entier ^i paraît  devoir  constituer 
une*tran9ce>aaai^t^3rx'piut  On  ïa^ràçç^pipIÀ  une  forme 
plus  simple,    en   faisant  jf^'^^-=:z\    car    il    vient 

alors  oc^QX  =  — ; — ,     Ix  =  — - — ,  et  parconsequent 

.J^FVT-^^^j..     :':"'.^ -•      ^'^ 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de 

.^dettei'ctetrtièf «v'^ii^  lappow^  ïiUèfiif  ^k  fonctions  ejet- 

ponentielles  ^  ce  qui  donji^  en  i^késÉBl^  Li/bb u  ;  z^^, 

d» 
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djB=e*    et     /  y-=/  ' — -,  formule    dont  Tinté- 
gration  exacte  est  encore  à  désirer. 

i85.  Je  Tais  m'occuper  maintenant  de  Tintégratloo 
des  fonctions  exponentielles;  je  ferai  d'abord  remar- 
quer que  Féquation  d .  a* = a*  dr  la  (27)  donne 

1  a^ 

fl'dr^T-d.c*.  d*où  ya'dr=-r-  +consU 
la  la 


d'à* 
On  tite  aussi  de  làda?î=  -^  ;  par  ce  moyen  la  dif- 

férentieUe  Vax  détenant  -— j — ,  se  change  en— r— , 

lorsqa*on  fait  a':=^Uy  et  est  algébrique  par  rapport  à  u 
lorsque  ^  est  une  fonction  algébrique  de  a*.  Oix  trouve' 
c^dr  au 

*^^  l/ir+-a«'~lflV/i+u»; 

186.  Soit  la  différentielle  Pà'àxf  on  la  décomposei^a 
dans  les  deux  facteurs  a*.da:.P;  le  premier  étant  in- 
tégré donne  r-cf  '^  et    il  en    résulte   parconséquent 

■  '  ..." 

/Pa*dj:=  pPo*^  —  y-  fà^àP.  Faisant 

dP=Çdx,    dÇ  =  /î4r,    dR  =  Sép,  etc. 

et  continuant  la  rédfhction  jnrécédente ,  on  trouvera 


/  • 


cette  séné  : 


1 


Cale,  intégr. 


--—J^^^^'^^ 
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le  signe  +  répondant  au  cas  où  n  est  impaire^  et  le 
feigne  —  à  celui -où  n  est  paire. 

En  intégrant  d*abord  le  facteur  Pdx  de  la  différen- 
tielle proposée /Pa'dj?,  et  faisant  fPàx^izNy  on  au- 
rait cette  réduction 

^        fPa'dx  =  a'N  —  (la)  fNa'àx  ; 

«t  en  la  continuant ,  après  avoir  supposé  fNdx  =  M, 
/ilfdr=X»,  etc.  il  viendrait 

/Pa'dr==a'A^— (la)a'ifer+Gû)*o*^---  ±(}ayfGaFdx. 

187.  L'application  de  la  première  formule  de  l'article 
précédent  conduira  à  l'intégrale  exacte ,  toutes  les  fois 
que  F  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière ,  parce- 

qu'alors  le  nombre  des  quantités  Q  =  -j — ,  /l =-— ^  , 
,5  =  -ï —  ,  etc.  sera  limité  :  la  dernière  sera  constante 

QX 

(  18  )  ,   et  parconséquent  fp^a'àx  se   changera   en 

a* 
VfiJ^àx  ==  /^  j-  +  consU 

Soit  pour  exemple  Pz=zx^:  l'équatioa 


f' 


Pa^dx  =  -^P(^ —-^fa'àP 


la  la 

devient  dans  ce  cas 


/" 


c^xi^       n 


cfoi^àx  =  -j y-/à*x"""'  dr  ; 

fl 

•n  en  déduit 

/a*x"-"'da:  =  — = j /a*a;»-*dr. 


et  en  continuant  on  parvient^  lorsque  n  est  un  nombre 
entier  pofiiUf,  à 
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Ï^P         la^    (la)»    ^  (kO^  ^ 
-          (la)«       /  + 


COTlSt, 


188.  La  seconde  formule  du  n*  186  ne  convient 
^*au  cas  où  les  quantités  N=ifPdx,  M=zfNâx, 
L=fMdx ,  etc.  peuvent  s'obtenir  algébriquement; 
mais  elle  s'applique  ayec  succès  à  l'exemple  ci-dessus , 
quand  n  est  un  nombre  entier  négatif.  On  a  alors 


x^  •'  (/i — i)x'*"-* 

/g^da?  g*  1     ^^      /'o'dr 

d'où 


/^g*dx 


(n— Ox»»-»       (71— i)(« — 2)x'*-* 

«*(!«)•  fl^(lg)"-^ 

(/ï— i)(/i— a)(/i-3)x«-3*  •  •  •      (;»— i)(/t-2)...ix 

(la)"->  ro'da; 


Qonst. 


(la)"-'  i^g^dx 

(n— l)(7l — 2)..,lJ        X       * 

On  ne  saurait  pousser   la  réduction   au  -  delà  dtt 

/o'dx  rr       ^ 
;  car  1  équation 

/a*dx_ g^  la      /*a^dx 

X*  ""      (/i — Ox"-:«"*"j» — ij   x"T'«' 

ne  donne  rien^  lorsque  /i  =3  1. 

$  a 
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On  retombe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  trans- 

tendante  /  ,  dont  j'ai  déjà  parlé  n®  184  ;  et  si  on 

— '  J      oc      . 

pouvait  obtenir  son  expression ,  on  aurait  en  même 

temps  l'intégrale  fa^x^Ax^  pour  tous  les  cas  où  n  est 

un  nombre  entier. 

^89.  Lorsque  n  est  un  nombre  fractionnaire  ,  les 
deux  séries  dont  on  vient  de  faire  usage  ^  ne  se  termi- 
nent point.  Si  on  avait,  par  exemple ^  7i  =  —  r,  on 
■    trouverait  par  la  première 

/(fax  a^    r         _j i:5 

X/x'^lay/iV       a^îû       4^  (  W  ^ 

I-3-5      ,  )    .  . 

g__^3+etc.j+co;a.^ 

et  par  la  deu5cième 

^^+ etc.  }+con.t. 
Il  faut  observer  que  dans  le  cas   où  la  formule 

proposée  serait  fa^x      iqx  ^n  étant  un  nombre  entier, 

l 
on  pourrait  la  ramener  kfd'x^dx,  par  le  moyen  de 

Ja  première  série  ,  si  n  était  positive,  et  par  le  moyen 

de  la  seconde.,  si  n  était  négative. 

igû.  En  ^remplaçant  a*  par  son  développement  (a5) 
dans  la  fonction  fPd'&x ,  on  aura 

fPafàx  =fPàx  +  —fPxàx  +  ^^fPx^àx  + 
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ee  qui  fournira  un  nouveau  développement  àefPa'àx, 
toutes  les  fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fisnctîons 

JFdx,  fPxAx, /Px^àx,  etc. 

SiP=a:",  il  Tiendra 

+  ....5(.  +  4)^-"°-+'°""- 
«t  dans  cttte  série ,  il  Faudra  mettre  Ir  au  lieu  de  — —. , 
lorsque  n  sera*  on  entier  négatif ,  égatà  — i. 

L'application  de  ce  moyen  à  l'intégrale  /  — — , 
donne  le  développement 

J        X  l.I    '      I.fl.8      '     l.a.3.3 

+.. ...3.4.4 +"°-+"""- 


et  Ix=lLr — lia,  transforme  en 

J    la  _        1    ^2   1.3  ^3i.3.3  , 

(lO* 


i()i.  Il  7  a  encore  un  autre  moyen  d'intÂ^ 
fonction  exponentielle ,  telle  par  exempte  que 

;--v-  ri  ;  c'est  de  cherciier  à  la  rapporter  à  la  a 


TRAITÉ     ÉLÉMENTAIRE 

^  >  la  fonction  e*/* ,  qui  est  e'^dP  +  Pdx)  ,  et 
.u.^  iaquelle  P  représente  une  fonction  algébrique  de  or. 
^  c3t  principalement  la  sagacité  et  Thabitude  du  calcul     ' 
qui  peuvent  guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé     , 
étant  fort  simple  >  il  suffit  de  faire   i  -|-  x  =  2  :  on  a 
alors 


é'xdx  c*^'(z —  i)dg ir     /i,       ^^\\ 

dz 
et  avec  un  peu  d'attention  on  voit  bien  que  — ^  — j- 

I  *  1 

étant  la  différentielle  de  -,  il  faut  prendre  P  =  - ,  d'où 

e* 
il  résulte  l'intécnrale  — '+'Const,  Remettant  au  lieu  de  a; 

°         ez 

p^xdj? 


sa 


7— -1 — TT  =  — ; f-  consL 


De  rintégratîon  des  fonctions  circulaires. 

192.  Soit  la  formule   /Xdxarc  (sin  =  j:)  ;  si   on 

intègre  d'abord  le  facteur  Xdx ,  en  observant  que 

d^ 
d .arc  ( sin  =  a: )  =  ,  et  faisant  fXdx  =  V ^ 

y  \  —  x* 
on  aura 

/Xda:.arc(sin=x)=:^.arc(sin^=x)—-  /  : 

l'intégration  de  la  formule  proposée  sera  donc  ramenée 
à  celle  d'une  fonction  algébrique,  si  ^est  algébrique. 

En    prenant    pour    exemple  yà7"dr.arc(sin=x), 


.x"-^» 


on  trouvera  V-=. ,  et  fx^àx  arc  C  sin  ==  x)  =i 

71  -(- 1         "^  ^ 

— 'r — .arc(.sm=.T) ; —  /       .       -r-,  : 


^^  i 
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— ==:  a  été  traitée  dans  les  n**   173 

€t  174' 

iq3.  Commed.arc(cos==x)  =  — — 7=1==.; 

yi — X* 

1         r  ^  dr 

d.arc  (tang=a:)  =  ^       ^ , 

I 

on  aura  ^  en  opérant  de  la  même  manièrç  que  ci-dessus^ 

/Fax 
— =. 

fXdar,  arc(tang=x) = JT.  arc(tang=x)  — J  ^-r-^  ; 

et  rintégration  de  ces  formules  ne  dépendra  que  de 
celle  d'une  fonction  algébrique,  toutes  les  fois  que  F 
fera  algébrique. 

194.  Si  a  représente  un  arc  dont  le  sinus  ,  ou  le  cosi- 
nus, ou  la  tangente,  etc.  soient  exprimés  en  fonction 
de  X,  c'est-à-dire,  qu'on  ait  dz=Xldx,  Xl  étant  une 
fonction  donnée  de  x,  on  obtiendra  fXz^dx  par  un 
procédé  semblable  à  celui  des  articles  précédens.  Soit 
fXdxz=:F',  on  aura 

mettant  pour  àz  sa  valeur,  on  trouvera 

/a»Xdz  =  ^a»  —  7i/a»-»  FXidT. 

En  suivant  cette  marche ,  on  abaissera  de  plus  .en  p 
l'exposant  de  2 ,  et  on  parviendra  enfin  à  faire  difl 
raitre  cet  arc ,  si  n  est  un  nombre  entier  positif. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  X=  i  ,  où  z 
Y  arc  dont  le  sinus  =:x:  on  trouve  alors,  successb 
ment 

^4 
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=/ 


et  ces  Valeurs  donnent  /i"dx=: 

—  n(n^-i)  (ti— a)z»"^V^i — x*  4-  etc. 
série  qui  s*àrrête  lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif . 
Si  on  atalt  Xdjc  =  dz  »  ou  X=:  Xi  ^  Tintégrale 


2^114-1 


/Xa"dj;  se  changerait  en/z"dz  =  -— f-  coTwf .  ;  et  si 

oA  substituait  à  z"  une  fonction  algébrique  quelconque 
de  z,  Tintégrale  considérée  par  rapport  à  z  rentrerait 
dans  quelqu'une  des  formules/traitées  précédemment. 

195.  Avant  de  passer  à  des  fonctions  un  peu.  gêné-- 
ralesj  des  quantités^  2 ,  sin  z,  cos  z,  etc.  il  faut  se  rappeler 
que  par  les  nos  32  ^  33  ^  on  a 

d.sin   ^2=      niscos/tz,  d'oùy3zcosiiz=:      -  sin  nz  +  ^O'wl. 

-  «  «  ■ 

d .  cos  nz=:-«-nâz8in  nz,         fàz  sin  izz  = cos  nz  rf-  consî. 

-  ndz  /•       dz  T^  ,• 

d.tang/iz=     7 r-i7î>     f   7 ""Tî^     - tang nz  +  cotw/. 

^  (cosnz)*     J    (cosnz)*  n       ° 

-  ndz:  /*        dz  1 

d.C0t7lZ= rr-: rr  ,      I    7-: rT= COt  nZ -4- COnj/. 

«  Tidzsinnz        /^dz&innz  1 

G.sec7iz=    ,7^7-- — rr,     /   y- rr=      -  sec  nz -f  co/wr. 

I^coinz)*'  J    ( cos  nz)*  n 

+  const. 


■'  ■   ■  1 


n  cos  nz 


*  ndzcosnz       /*  dzcosnz  i  , 

dxcsccnzrs— 7-: r-,    1  -r— : rnr= cosec  nz+cons^ 

(  SBa  HZ  y  J    (  sm  nz  )*  n 


n  sm  n 


1 

—  +  const. 

^9 
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igÇ«  De  ces  intégrations  résulte  celle  des  expre»- 
nons 

dz(^ji  '{•Bsinz  +  CBmiiZ'i-D  sin  5z  +  etc.  ) 
àz(^A+B  cosa-f-  Ccosaa  +  D  cos3a  +  etc.  ) 

qui  donnent 

^2.-.;^  cos  2  •— f  Ccosaz— »  I  DcosSs— •  etc.  +  coTuf. 
j4z+B  sin  z  +  {C  sin  22+  fD  sin  3a  +  etc.  +  consU, 

197.  II  est  très-important  d'observer  que  Ton  peut 
ramener  à  des  termes  de  la  forme 

A  sin  mz^y    ou  A  cos  mz , 

tonte  fonction  rationnelle  de  sin  z  et  de  cos  z.  Cette 
opération  qui  réduit  Tintégration  d'une  différentielle  de 
même  forme ,  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n^  précédent , 
facilite  encore  le  calcul  nuiçérique  des  formules  résul- 
tantes ,  parcequ  il  y  a  beaucoup  de  cas  où  l'usage  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  d'un  arc ,  est  plus  coni« 
mode  que  celui  des  puissances  de  ces  lignes. 

Les  formules  (  Trig.  2S  ) 

fin  a  cos  6=      -j  sin(a-|-&)-f-i  sin  (a— 6) 

cosasin&:=      ^sin  (a+t)  — -^  sin  (a — 6) 

sinasin  6=— 2Cos(rt  +  i)  +^cos(a  —  i) 

■  cosacos6=:     ïCos(a4"^) +i^^(^'^^) 

sont  les    éléméns  de  la  transformation  que  je  tîi 
d'indiquer  ;  car  si  l'on  prend  bz=z  a  dans  les  deux  ( 
nières,  elles  donneront 


sin  a*^=?=  •— ^5  cos  £a  -f"  • 
cosa*3=      Jcosaa-f-f, 
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en  faisant  attention  que  cos  (  a — &  )  =  coa  o  =  i .  Puis 
comme 

8ina^==sina* .  sina^    co6cfi7=:icosa*.co$a, 

il  viendra 

sin  a'  =( — f  cos  5Mj  +  5)  sînû 
=  — ^cosaasina  +  |sina 

cosa'=   (  îcosaa  +  i)^^^^ 

=       l^cossacosa+icosa. 

Ces  deux  résultats  renferment  les  produits 

cos  2  a  sin  a        etcosaacosa 

qu'on  exprimera  en  sinus  des  multiples  de  <2 ,  au  moyen 
de  la  première  et  de  la  dernière  des  formules  rapportées 
plus  haut^  et  en  y  faisant  b  =  aa. 

Ce  calcul  est  trop  facile  pour  que  je  m'y  arrête  ;  et  il 
est  évident  qu'en  procédant  de  proche  en  proche,  comme 
on  vient  de  le  voir ,  on  s*élevera 

de  sin  a^  à  sin  a^ ,  à  sin  a^  ,  etc. 
de  cos a^  à  cos  a^,  àcosa^,  etc. 

198.  Au  lieu  de  construire  ces  formules  particulières, 
j'en  vais  tirer  de  générales,  des  équations  (i64) 

(  cos  X  +  y — 1  sinx)"  =:  cos  nx  -f-  \^ — 1  sin  nx , 
(cosa:— v/ — 1  sinj:)"=?:cos7w:  —  y — 1  sin/tr» 

En  ajoutant  ces  deux  équations,  et  dégageant  cos  nx^ 
on  trouve 

(cosa:4- 1/ —  1  sinx")  "  +  (  cos  x  —  t/ —  1  sin  jc)  *. 
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puis  en  retranchant  la  seconde  de  la  première^  et  déga- 
gent sin/zx,  on  obtient 

(cos.r-f-  V — 1  sinx)"—  (cosa>—  v/ —  i  sin  a:)* 


tin/ix= 


Ces  expressions ,  quoiqu*a(Fectées  d'imaginaires ,  n'en 
sont  pas  moins  réelles  ^  parceque  ces  signes  disparaissent 
tous  par  le  développement  des  puissances  indiquées.  En 
effi^t  on  a 

(cos X — V^ —  1  sin  a:)  *  =  cos  x*+  -  y —  i  cos  x"""'  sin  x 

—  — ^ '  cos  x""^  sm  X*—  etc. 

1.2 

Xcosx+ V — 1  8injp)'?=co8x" V^^-ri  cosx'^*sinar 

'^C'i  —  1  )  «_-  .     .  . 

—  — ^ cos  x"~*  8mx*+  etc. 

i.a 

et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus ,  on 
arrive  a 

n(n — i) 

cosnx=:co8x— — ^- ^cosx*"^smx* 

i.a 

+  "^ cir  y cosx»- ^sinx^— etc. 

1.22.0.4 

sm/ix=  -cosx»-'8inx ^ i\- 1  cosx^-^sinx' 

1  1.2.3 

1 .2.0.4*^ 

199.  Par  les  formules  ci-dessus,  on  développ 
sinus  et  les  cosinus  d*arcs  multiples ,  suivant  les  j 
sauces  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple  ;  v 
comment  on  peut  résoudre  la  question  inverse  «  c* 
à-dire ,  celle  où  il  s'agit  d'exprimer  les  puissances , 
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sinus  et  du  cosinus  de  Tare  simple  ^  par  les  sinus  et 
les  cosinus  de  ses  multiples  : 

Soit  __ 

€08 X  -f-  y^'-^i  Aaxzzzu 

cosx—  V^— i  sina:  =  v, 
on  aura  ^ 

1 

et  de  là  on  tirera  d*abord 

cos  x* =— (m -f- V  )". 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second 
meàibre  de  cette  équation,  il  tiendra 

C08X*  =  — î<U*H — U"    *V+— ^^ ^U"-*|/* 

a*l         1  1  .a 

+         i.a.5 — ■  "^        j  ' 

mais  dans  l'expression  (m+^)^  ^»  P^^t  changer  v 
en  i/,  et  réciproquement,  ce  qui  donnera 

cosx»=— (t/«  +  -v«-'u  +  ^^^^m^v»— u» 
a"  l  1  a 

+  -i^ ^-\ ^  v'^'u'  +  etc.  \  ; 

et  en  ajoutant  ces  deux  résultats ,  on  aura 

i  f  n 

a  C08  x"  =  —  <  u" -}- v" -}- -  (  u"-'i/ +  v""' w  ) 
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On  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante , 

14"+  ^^'^  "•"*'  (U""*  +  V""^) 

\ 

mais  réquation 

co3nx=i  (C0SX+  v/m8inx)»+5(cosx—  ^/^^sinx)* 

ayant  lien  quelle  «{ne  soit  n  (  ig8)  conduit  à 

u"  +  v''=iiC08/ta:, 
et  en  général ,  à 

j^ii-^^y»-iii--i2C08(n— m)x; 


de  plus ,  il  est  aisé  de  voir  que  uuszi  :  on  aura 
donc 

a"^"co$a;r"=: 


{•    ^'^        r        \      I  an(i»—i) . 
2C0S  /lo:  -| cos  (/i  — fl)  X  -j i cos  (/i— 4)  r 

+  — -i ~ ^coscy» — o)x  +  etc.  >, 

.ou  bien,  en  diyisant  tout  par  n, 

{»  n    ^        N     .  n(/i— i)       ^ 
cos/ia;+-cos(ii — a)xH —  -aost 

,  n(n — i)(n — a)        -       /U      . 

formule  toujours  applicable ,  quelle  que  soit  h. 

'  En  continuant  cette  formule^  comme  celle  dxtik 

de  Newton  y  on  arrivera ,  lorsque  n  sera  un-aondii 
lier  y  à  des  cosinus  d'arcs  négatifs^  qui  sont  préciséfi 
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les  mêmes  que.  ceux  des  arcs  positifs  correspondans  ;  on 
écrira  donc  cos(m— 71)0:  au  lieu  de  cos  (ti— m)x, 
et  dans  ce  cas  la  formulé  s'abrège  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
Dans  le  déveleppemerit  de  (i4  +  v)" ,  lorsque  n  est  un 
nombre  entier  /  les  termes  placés  à  égale  distance,  des 
extrêmes  ont  le  même  coelHciênt  ',  pareille  chose  aura 
lieu  dans  l'expression 

cos  nx  +  -  cos  (/i — 2)  jc  -| _    ■'  cos  (  71 —4  )  x 

JL^^ i-1- L  cos  (n — 6)  a:  +  etc. 

1.2.3  , 

et  de  plus  les  cosinus  placés  à  égale  distance  des  exttêmet 
de  cette  formule  sont  égaux.  En  effet,  le  premier  terme 
étant  cos  tix,  le  dernier  est  affecté  de  cos  (/i —  2n)x 
ou  de  cos  —  nx^  qui  est  égal  à  cos  nx  :  au  terme  affecté 
de  cos  {n —  ^m\x ^  qui  en  a  m  a.vant  lui ,  correspond  au 
terme  affecté  de  cos( — 7i-f-27ii)x,  qui  en  a  m  après 
lui -^  et  comme  .  ;  :. 

cos  (—  n  -f-  27n)  X = cos  —  {n — 2m)  a7=cos(n  •— 2m)  x', 

on  peut  omettre  les  termes  affectés  de  cosinus  d'arcs 
négatifs ,  en  prenant  le  double  de  chacun  de  ceux  qui 
en  contiennent  de  positifs. 

On  pourra  donc ,  en  «'arrêtant  au  terme  où  les  arcs 
deviennent  négatifs ,  écrire 2"  cos  a:"  = 

{.    2n        ,           ^      ,   271  (n—i)        ,  '       /v      ,  1 

2  cos  nx  H cosfn — 2jx-| ^ ^cosQ/z — ^4)a;-j-etc.  > 

•'  Il  faut  néanmoins  observer  que  dans  le  cap  où  n  est  un 
nombre  pair ,  la  fommle  a  un  terme  moyen  également 
éloigné  de  l'un  ou  de  l'autre  extrême ,  et  représenté  par 

n{n  —  i)...fn l-ij 

— .■■ — \ — ' cos  (rt— 71)  X  :  à  cause  de 

n 

1.2 - 

a 
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coso=  1 ,  il  se  réduit  à ;  et  parce- 

1.2 - 

qu'il  est  unique ,  il  ne  doit  pas  être  multiplié  par  2  comme 
les  autres^  à  moins  qu'on  n'en  prenne  préalablement  \^ 
moitié^  ou  qu'on  n'écrive 


{ 


nf/i— ij. . .  .-+1 
1      ^         ^         2 

^»  ^^^^■"""■^^■^^'■"""^■^"^""■^« 
a  '  n 

2 
D'après  ces  remarques  ^  on  aura  enfin . .  a"*"'  cos  x"  z= 

co8/ïa?  +  -co8(/i— 2)a;H — ^ ^  cos  (71—4)  x^ 

-^^ ^ i  cos  (»— G)  X  +  etc. 

1,2.3 


en  observant  de  s'arrêter  dans  cette  formule ,  lorsqu'on 
rencontrera  un  arc  négatif^  et  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficient  du  cosinus  de-l'arc  nul  qu'on  trou-* 
vera^  si  n  est  pair.  Avec  cette  attention  ^  il  sera  facile  de 
former  les  valeurs  de  la  table  d-jointe  : 

cos  X  =;  cos  X  ■ 

H  cos  a:*=:  cos  ox-^i 

4008x5=  cos  3x  +  3  cos  X 

8  cos  x*=  cos  4^  +  4  cos  2X  -f-  3 
x6  cos  x^  cos  5x+  5  cof3x  -f- 1  ocosx 
S2  cos  x^=  cos  6x  4- 6  co94^  + 1 5  cos  2X -f«  1  o 
64  cos  x^=cos7x-(-7co85x4-2i  cos3x+35co8x 
c      etc. 

.  200.  Pour  déterminer  sinx*^  oa  fert  usage  deTé^^. 
çiatiou  *    ' 


i 
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•îna:  =  — ;=(«— v), 
2/— i 


et  on  trouvera 


ou 


Jl(7l 1)  (71—2)      «    0    ,    ,  1 

—  -^ —  ^ ^  tt«-V+ etc.  J. 

1.2.0  '         J 

1*.  Soit  n  un  nombre  pair^  ou  une  fraction  de  nu« 
mérateur  pair;  dans  ce  cas,  (u — v)"  =  (r — w)",  et 
parconséquent  on  aura  encore 

sin  x"  = ,  (y — u)". 

En  développant  le  second  membre  de  cette  équation 
qu'on  ajoutera  à  la  première,  il  viendra 

if  M 

n{n—\)  ,   n^a^a _^ v»^*uO 
•        i.a 

1  •  2  f  o 
ou  bien 

.    .         1      r  » . 

ssm 


(2y/_i)«l  1 

n(n— 0  ^a^«(j,«-4+^» - 4) 
1  .a 

_7<ii^0  (n— a)  ^s^3(^«^^^n-^)+etc.^ 
i.a.o 


résultat 
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résultat  qui  est  le  même ,  aux  signes  près ,  que  celui  du 
vP  précédent  ;  on  peut  donc  écrire  tout  de  suite 

(aV/^)"8inx^=s 

^       r        ^      t  ii(ii— 1) 
cwnx co^(;>— a)  x  i cos  (»— 4)  ^ 

m 

n{n — 1)  (71—2)         f       a^      ,     ^ 
^i ^-^ cos  (»— b)a?  +  etc. 

L'imaginaire  disparaît ,  parceque  n  est  un  nombre  pair  ; 
et  on  a  (aV^ — i)"  =  db2",  le  signe  supérieur  ayant 
lieu ,  si  71  est  doublement  pair  y  c'est-à'-dire  multiple  de  4, 
et  le  signe  inférieur^  s*il  est  simplement  divisible  par  a. 

On  fera  sur  le  second  membre  de  cette  équation  les 
mêmes  raisonnemens  que  dans  l'article  précédent  ;  et 
parceque  n  est  un  nombre  entier^  on  en  conclura  qu*oa 
peut  se  borner  aux  termes  qui  ne  renferment  que  des 
arcs  positifs,  pourvu  qu*on  prenne  le  double  de  chacun. 
De  plus  y  conune  n  est  paire  ,  il  j  aura  un  terme 
dégagé  àfi  cosinus ,  qu'il  ne  faudra  pas  doubler  ;  et  en 
divisant  tout  par  a ,  on  aura 


ita"^*sinj:": 


{ 


cos  nx cos (fi— a)x  -j — ^^ — r— i  cos  (ji — 4)  ^ 

7i(7r — 1)  (n — a)        ,       ^. 
i i- cos  (71—6)  X  +  etc. 

1.2.3  ^  ^        ' 


en  observant  de  s'arrêter  lorsqu'on  trouvera  un  arc 
nul,  et  de  ive  prendre  que  U  moitié  du  coefficient  de 
ce  terme. 

a^.  Si  n  est  un  nombre  impair ,  il  vient  alors 

{v—uy  =  —  (tt  —  v)*, 
Cale.  inUgr.  T 


'         _?    _    -^ 
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parconséquent 

et  le  développement  de  la  seconde  expression  est 

•in  X"  = 7==^-|  —  ï'"  +^V''*~"'  tt ^V^~U^n-a^fl 

(2^/_l)«l  I  1.2 

•J-  -i: ^  \,       ^  v'»-^:^^ —  etc. 

1.2.3 

En  Fajoutant  à  celui  de  la  première,  et  faisant  les  ré- 
ductions nécessaires ,  on  trouvera 


asm 


ina;»  = 7==— |  u" — v» — -ui/(a»"-* — v"-*) 

(2^/— i)"l  i 

n(yi— 1)  ^^^  (j^„-4_ v»-4) 
'       i.a 

_„(;n-l)(^-2)  j,3^3(^,e-6_^n-6)^  etc. 
1  .2.3 

Mais  par  le  n«  198 , 

sin»j:=^ ={  (cosa:  +  t/ — 1  sino:)* 

2V/  — 1 

—  (coso;—  V/^  sinx)«}  =  — -7=  (a»—  v/«) , 

quelle  que  soit  n  ;  quant  au  proàuit  wv ,  il  est  toujours 
égal  à  l'unité  :  ainsi ,   on  aura  en  général 

•   u""*" — v*"""*  =  2  \/— 1  sln  (/i— m)  or, 
•t  parconséquent 


/' 
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a»mx"==  — '• — {  sin/ix  — -sin  (n  —  ajx 

n(n — i)   .    ,        «. 


X 

i.a 


n(n — i)  (n — a)   .    ,       ^^       ,     . 
—  -^ ^A^ s  sin  (n — 6)  X  +  etc. 

L'imaginaire  n  afiFecte  pas  plu»  cette  formule  que  les 
précédentes;  car  n  étant  im  nombre  impair, 

(a  x/^y^  =  ±.  a"-* , 

le  dgne  supérieur  ayant  lieu  si  ti  —  i  est  un  multiple 
de  4  >  le  ûgne  inférieur  ai  ii— -  i  est  seulement  un  mul- 
tiple de  a.  ' 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de 
«nus  d'arcs  positifs ,  en  prenant  le  double  de  chacun. 
Car  il  est  d'abord  évident  ,  par  les  mêmes  raîsoiis 
que  précédemment  3  que  les  termes  placés  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes ,  ont  le  même  coefficient ,  et  que 
l'un  est  affecté  d'un  arc  positif ,  et  Tautre  d'un  arc 
négatif  :  à  la  vérité ,  cenune  le  nombre  dès  termes  ^e 
la  formule  est  pair^  et  qu'ils  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs ,  les  termes  correspondans  seront  de 
signe  contraire;  mais  aussi  le  sinus  de  Tare  négatif  est 
lui-même  négatif  :  cette  différence  de  signe  se  trouve 
donc  corrigée ,  et  les  termes  dont  il  s'agit  se  téunissent 
dans  un  seul. 

D'après  ces  considérations,  et  en  divisant  par  a,  il 
viendra 


smnxi — sin(ii<r-â)x 
•^-J—-  «"C"  -4)  ^ ^.a.5.      ^"^  ("-5)*+ etc.  I , 


T  a 
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On  déduira  des  deux  formules   de   cet  article ,  les 
Vtaleurs  contenues  dans  la  table  suivante  :  ^ 

sinx  =3      sinx 
flsinx*= — cosax  +  i 
48inx^=— sin  3r-f"3sina: 
88inx*=      cos4j? — 4cos2x+  3 
iSsinx^rs      sin  5j:— «Ssin  ax-f- losinor 
Sa8inx^=— cosGj?  +  6cos4j?—  i5co8î2JC-f-  lo 
64aina:^=.-— sin7x+  7sin  5j;— fli  sin  3jp  +  35  sin  jt 
./etc.      .    .. 

Yoilà  pour  les  cas  où  n  serait  un  nombre  entier  ;  s^il 
était  fractionnaire  ^  il  faudrait  avoir  recours  à  la  pre^ 
mière  formule  du  n*  précédent.  On  j  ferait  a:  =  i^  —  s, 
ce  qui  donnerait  cosa7=:sin2;  et  parconséquent  Tex^ 
pression  de  ces  x*  par  les  cosinus  des  multiples  de  x , 
serait  celle  de  sin  z'^  par  les  cosinus  des  multiples  de 
Il  —  is ,  ou  du  complément  de  Tarez. 

•  ■ 

.  aoi.  Soit  à  intégrer  la  différentielle  fdx  coso:^  ',  Qti 
tirera  d*abord  des  formules  du  n*  139 

11  3 

8         .    '  s^  '8' 

,  ••  r» 

et  pli  aura 

1  1  3 

/axcoarx*=gy3xcos4a:'4 — fix  cosax  +  -nfdx 

m 

1  1  3jî 

=^8in4a:  +  "/Si»^^H — s"  -j- comt, 

'      Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudrait  opérer 
sur  tous  ceux  qui  pourraient  s'oiFrir, 
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â02.  Les  formules 

sinof  = — s*  ^ 

2V^— 1 


«osx: 


changeant  les  fonctions  de  siniis  et  de  cosinus  en  expo- 
nentielles y  ramènent  l'intégration  des  unes  à  celle  des 
autres. 

On  peut  aussi  cliangpr  la  différentielle  dr  sîn  x"  cos  oc^, 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  :  il  suffit  de  faire  sina:=2^  d'où  il  résulte 

cos  07  =  1/1 — 2i*,    dr  =  — 7==.  (35); 

1/1 o-a 


cft  on  obtient  ensuit» 


v^ 


n-^i 


/Hojsin  a:*cosa:"=ayz"4B(i— '*■)*  *  . 

En  appliquant  à  la  dernière  expression  les  réductions 
des  n°'  170-17» ,  on  Tintégrera  si  771  est  ui  nombre  im- 
pair ;  on  la  fera  dépendre  de 


lu-i 


si  m  est  paire  :  et  on  ramènera  cette  dernière  à  /  — ^ 

J  y/i—z" 

ou  à  un  arc  de  cercle ,  si  n  est  un  nombre  entier.  Dans 
tous  les  autres  cas^  on  jéduira  l'intégrale  de  la  formule 
proposée  à  celle  de  la  différentielle  analogue  la  plus 
simple. 

Il  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  même  ma- 
nière les  différentielles  contenant  les  autres  lignes  tri- 
gonométriques. 

T3 
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aô5.  Lesformules  (^) ,  (i9) ,  (C)  et  (Z>)  des  n"»  îjo; 
171 ,  173,  pourraient  être  facilement  transformées^  par 
rapport  à  la  diiFérentielle  d^sinz^^coss";  mais  on  par- 
vient imméâiatemrnt  aux  même  résultats^  en  décompo*- 
aant  en  facteurs  cette  différentielle. 

Si  on  la  met  d*abord  sous  la  forme  da8Înzcosa".sînz""*j, 
le  premier  facteur  dzsin s  coss**  pouvant,  à  cause  que 
ds  sin  z  =  d .  cos  z ,  8*intégrer ,  on  trouve 

fàz  sin  z"*  cos  2*  =  fàz  sin  z  cos  z'  sin  a"""*  = 
— cos  a""*"*  sin  a"—*  H 7-*  fàz  cos  z^*"^  sin  a"*""*  ; 

et  parceque  cos  z""*^ = cos  a' .  cos  z*  =  cos  *"(  1— sina*), 
en  obtient 

fàz  cosz"**""  sinz"*""*  z=fàz  cosa"  sina"*^  — fàz  cosa"  sina". 

Substituant  dans  la  première  équatioQ ,  et  prenant  la 
valeur  de  /dasina^^tîosa*,  il  en  résultera  (^A) 

^,    .                        sina^^^^cosa""*"*   ,  m — 1  rj     •     «  « 
/aasma'"cosa''= : 1 ; — /dasma^^^cosa*. 

On  a  aussi y3a  sin  a"*  cos  a"  z=zfàz  cos  a  sin  a"*  *  cosa"~' = 
sin  a"**"*  cos  a";~*  -f- — j — ydzsina"*"^cosa"~*; 


de  plus, 

sin  a"*"^* = sin  a"* .  sin  a*  =  sin  a"*  (1  —  cos  a*  )  , 
et  parconséquent 

yda  sina"***^  cos  a»~*=yaa  sîna"*  cosa""* — fàz  sin  a"  cos  a». 

Cette  valeur,  mise  dans  celle  de  fàz  sin  a"*  cosa",  conduit 
à  une  équation  de  laquelle  on  tire  ÇB) 

«     .     _    ■         sina'""*-*cosa»--*  ,  "ti  ^j     •    « 

/da  sma'^cosa"!::^-. ; -| — fàz  sma"»  çosa' 

^  m  +  7i         '  m+/r 


.«— § 
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En  cbangeant  successivement  m  en  m— a  ^  ^^^4»  ®^c* 
dans  la  première  formule,  n  en  n — a,  n — 4>  ®tc. 
dans  la  seconde  ,  et  en  les  employant  alternativement , 
on  parvient  à  ôter  des  exposans  m  et  n  sous  le  signe  /*, 
le  plus  grand  multiple  de  a  qui  puisse  y  être  contenu  ; 
ce  qui  conduit  à  l'intégration  algébrique  de  la  ^r- 
mule  dssinz'^cosz" ,  quand  Tun  des  exposans  m  ou  n 
est  impair ,  et  fait  tomber  quand  m  et  n  sont  paires , 
sur  la  différentielle  di  sin  2^  cos  2* ,  dont  l'intégrale  ren* 
ferme  Tarez. 

Si  Ton  applique  ,  par  exemple  ,  ces  formules  à 
fdzsÀnz^cosz'^y  la  première  dopnera 

/a     •   ^        a—      sina^cosz^  .  5  -j     .     , 
/a58in«*cosz*= g 1-  -^fdzsmz^coiz^  ; 

puis  on  trouvera  par  la  seconde 

rj     •     «jflL     »      slnz^cosz   ,   i  /.,     .      .       " 
faz  sma*  cbs  a*c= -^  -yVia  sin  *•  cos  «•  ; 

revenant  ensuite  à  la  première ,  on  obtiendra  >  en  jr 
faisant  ?n  =  a  et  n=:o, 

^    .  8in£cos2  ,  1  ^.  ànzcosz  .  s 

a         '  a*'  a         '  a 

enfin  remontant  de  cette  valeur  à  celle  de  la  différent 
tielle  proposée,  il  viendra 

1  3  1 

/cU8iA24cosÀ*  =  — ^siDz^cosz^'^'^^sinz^cosz 

b  0.4 

5.1 .1  .  ,3.1.1 

— g-T — 8macos2-f-=— ; — z  +  consi; 
6. 4. a  6-4«ii 

La  différentielle  /d&sinz^cQSz'  étant  traitée  de  la 
mêmennanière^  conduirait  successivement  à 
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7  7 

ydB8mt^co82^==     = (•^/d&smA^oosft 

>t,     .    ^  sînzcosz*   ,   1  ^- 

ycU(81Ill^C08JB=: —  '-  +  s/os  C08»  î 

a 

et  comme  fàzcosz  =  -**-  8in  a ,  on  en  conclurait 

/îl5sin2^cosz^=: sinz^C08z4-j — ^aina'co8a* 

3.fl.i  .            ^     3.3.1         . 
—  — 3-=  sin  z  C08  a* =-=  oo8»+coiwf . 

7.0.0  y.O.O 

so4-  Ce  dernier  eJ:empIe ,  et  tous  ceux  où  Tun  des 

'  exposans  m,  jty  est  impair,  se  ramène  sur-le-champ 

aux  fonctions  algébriques  entières ,  en  observant  que 

/dz  sin  z^P^^cos  z^  =  fàz  sin  z .  cos  z*  (  sin  z*  )'' 
y3z  sin  2?  €08  ft*^*"' =  ySz  cos  z .  sin  z»*  (  cos  a*  y  , 

que  . 

(sina*)''=(i  — cosz*)^  (coê »*)»  =  (  i — sina*)^, 

et  que 

dzsinz  =d.cosz,     dzco82  =  d.  sinz. 
Par  là  on  arrive  à 

fu'idu  (  1  —  u*»  )^ ,    fuPàu  (  1  —  u^y, 

en  faisant  cosz  =  u,  ou  8inz=:u;  et  ces  intégrales 
s'obtiennent  en  développant  les  puissances  entières  de 


1 — u^ 


ao5.  Lorsque  n  =  o ,  la  formule  (^A)  devient 

-,     .     ^            sinz"~*cosz  ,  m — i  -,     . 
/dz8ma**=:  — 1 yazsmz' 
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et  conduit  '  à  ycUsin£^  ou  à  fàz,  selon  que  m  est  im- 
paire ou  paire. 

La  formule  (^)  quand  on  y  fait  m  =  o ,  se  change  en 


sm  z  cos  z"""*  .   n  —  1 


y3»co&5"= + fdz  cos  a"~*  , 

et  mène  à  ySs  cos  s ,  ou  à  /(I2 ,  selon  que  n  est  impaire 
ou  paire. 

ao6.  Les  réductions  du  n"  ao3  peuvent  s'employer 
pour  les  deux  différentielles 

*àz  sin  z"*  àz  cos  z* 

cos  A*    *  sina"*    * 

mais  j'observerai  qu'il  suffit  de  s'occuper  de  Tune 
d'elles  ;  car  si  on  fait  «  =  i<  — ^  ,  on  aura  dz = — dy  ,^ 
sin  z  =  cosj^ ,  cos  z  r=z  sin  y  ;  et  la  substitution  de  ces 
valeurs  dans  la  première*  lui  fera  prendre  la  même  forme 
que  la  seconde,  et  réciproquement. 

En  changeant  -}-  71  en  —  71 ,    dans  la  formule  (>0 
du  n**  cité,  il  viendra 

dzsinz"*  1  .  sinz"*"*  .  m— 1   /^dzsmz*'^ 


cos  s* 


/dasma" 1     smz"*"*      /n— 1   /* 

cos  a*  Tit— Titîosz*""*      nîr^nj 

On  voit  que  cette  réduction  conduit  à 

/dz  sin  z               ,         /•  dz  -^ 
r-,       ou  a     •/ -, 
cos;5"                      j.coji  z*  ' 

selon  que  771  est  impaire  ou  paire. 

La  première  de  ces  formules  revient  à  —  / .  —  , 

lorsqu'on  fait  cosz=:u,  et  s'intègre  facilement;  la 
seconde  se  traite  par  la  réduction  dobt  je  vais  parler. 
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Si   on    fait  n    Hégatiye  dans  la    formule    (J?}  dm 
n*  3o3,  on  trouvera 

/dz  sin a** ;    i     sin a""^*       ('i+i )  /^dz  sîn  a"* 

d'où  on  tirera 

I 

/dzsinz"*_^     1     sins"*"*"'       /n^— ti  /^dz  sin  «"•  ^ 
cosz""^"*       /t+i  cosz"**"*       n-^i  J     cosz"     * 

et  changeant  ti  en  ti*— 2  ^  il   en  résultera 

/dzsinz"* 1     sinz"***"*       m — 7i+3  /'dzsinz'* 
cosz*         n — 1  cosz"—*  71—1     J    cosa""^* 

Cette    formule    comprenant    le    cas    où   tti  :;;=  o , 

/•  ds 
;j  ;  et  en  générale  elU 
cos  z  • 


conduit  à 


/ 


» 


dzsinz"*  ,        ^j     .     _ 

,      ou  a      /dzsmz"*, 


cosz 

I  ' 

selon  que  n  est  impaire  ou  paire. 

La  seconde  de  ces  intégrales  a  été  traitée  dans 
le  n*  ao5*,  et  la  première,  au  moyen  de  la  for- 
mule (^A)  du  n**  ao3 ,  où  Ton  fait  71  =  1 ,  se  ra- 
mène à 

/dz  sin  :ç              ,       ràz 
,      ou  a      / , 
co?  z                      J  cos  z 

1 

selon  que  m  est  impaire  ou  paire  ;  il  sera  donc  à  pro- 
pos de  considérer  à  part  ces  intégrales  ;  c'est  ce  que 
je  ferai  plus  loin. 

On  observera  aussi  que  la  première  des  réductions 
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de  cet  article  devient  illusoire  quand  m^=::in,  et  la 
seconde  quand  /t=i^  et  que  cette  dernière  donne 
sur-le-champ  Tintégrale^  quand  m=zn  —  2. 

-: — ^ -',  en  changeant  à-la-foîs  +  m 

sin  2  cos  2» 

en— m  et  -J-^cn— n^  dans  les  réductions  du  n®  âo3, 
on  trouvera 

7ii4-i  r     •  d» 


/ds ^_i 1 7ii4-i   r 
sin  a*  cos  a*           m-f-'»  «in  s"***"'  cos  a"^*  *  m-^nj  si 


sinz'^+^cosa" 


/dz         _^__i ij re+i   r       dz 
sin  a'"  cos  s«          m+n  sin  z"*^*  cos  z""*"*      m-j-nj  sinz^'cosz***^ 


d*où  il  résultera 


/*       dz         1     f           i m+n  r       dz 

sinz^^cosz"  m+i  «inz"^'cosz"~*  m+ij  Mnz^cosz* 

/dz          ^j 1  m+re  /*        dz 

sinz^cosz""*^  n-f-i  sin z"*^* cos z"^*  n -p  1  j  sin z"»  cos z*' 

Changeant  m  en  tu*— s,  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions, et  n  en  7z— 2  9  dans  la  seconde^  on  aura  deux 
nouvelles  formules  (C)  et  (D) , 

y^       dz 1 I m+n — Q  r       ^       ^ 
•inz"co8z»          m—  1  sinz-^'cosz'^*        m— 1   J  sinz"»-*cofiz* 
/*      dz       ^jL 1 m+n — 3  r       dz 
8inz"*co8z*          n  —  1 8inz"*~*co8z*~*         n — 1    J  sinz^cw 

Ces  deux  formules  peuvent  être  employées  alterna:- 
tivement  comftie  Tout  été  celles  du  n®  flo3 ,  dans 
l'exemple  /dzsinz^cosz*  ,  et  diminueront  ainsi  suc- 
cessivement l'exposant  de  sinz^  puis  celui  de  cosz; 
9t  en  continuant  les  rédnotions  autant  qu*il  sera  pos- 
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sible ,  on  parviendra  à  Tune  des  trois  intégrales  ci- 
dessous  :  ^ 


/*dz  riz  r 

sina  '         J  cosz  *         J  si 


àz 


8102  C0S2 


208.  Je  vais  en  conséquence  m'occuper^  dans  cet 
article  ,  de  Imtégration  des  quatre  différoitieDei 
suivantes  : 

àz  àz  àz  cofl  2  dz  sin  z 


sinz  '  cos  2  '  sio2     '  cos  z 

La  première  devient  successivement 

àz   dzsinz dzsinz    — da? 

sina         sinz*         1 — cosz*       1 — x*' ' 

.  tn  faisant  côs  z  ==  a?  ;  son  intégrale  est  donc 


f-. 


àz    ,  .  l+X Il  l  +  COSZ I  t/l--C08g 

sinz""'     '    \—x~      *    1— .cosz"*"    V^i  +  cosz 

Pour  la  seconde  on  a 

àz        dzcosz        dzcosz  dx 


+  ccmsU 


cos  z        cos  z*        1  —  sin  z*       1 — x*  ' 


en  faisant  sinz=x;  et  parconséquent 

^  J  cos*     *  \i— x/        1— sinz      |/i— sinz 

La  troisième  et  la  quatrième  sont  évidemment  des 
dilTérentieUes  logarithmiques  y  ensorte  qu'on  à 
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/— : :=       lsizU  + roiut.s  / =  /d5C0t« 
smz                                      J  tanga 

=E  —  Icosa  +  const.  =/32tang2=  /  — -— . 

En  ajôutaift  .ensemble  ces  dçox  dernières  formules  > 
on  trouvera 

/-: = 1 H  const. =1  tang24-<^o/u^ 
unz  com        ootz 

*  —  • 
On  peut  donner  aux  intégrales 


ràz  _^V^ 

J  mz        i/i 


1— cosz    , 

-  -f-  const. 


|/i-f-cos» 
et 

cosa        V^i— sin» 
iiiie  fon&e  pVis  simple.  On  sjfit  cpie 

•  m 

Ctlaposé^  an  preoaat  qq%B:^i,  cos-rf  =  coaz,  on 
aur»J?z:o,  ^s=2;.Ia  première  formule  deviendra 

rs^       1    N.         1 — C0S« 

(tangin)*gs  ■  ■  M 

l-lflps«* 

et  donnera  -parconsâcjuaot 


r 
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/-: — ^=:\ktangiz+const. 

Si  on  fait  ensuite  dans  la  seconde  formule  sin^=i 
et  sini7=8!n2>  il  viendra  j4=zi*i  et  £=z, 

d'où.  i+8inz^tang(oi,5+ia)^ 

1 — éins      tang(oi,5 — l:z)  * 

mais 

donc  / = 1 .  tang  (o^,  5+i«)  +  const. 

En  rémarquant  avec  soin  la  liaison  des  diverses  fop* 
mules  construites  précédemment,  il  sera  facile  de 
voir  que  l'intégrale  de  dzsinz^'^cod^'^  s'obtiendra 
toutes  les  fois  que  m  et  n  seront  des  nombres 
entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs  ;  il  n'en  est  pas  de 
même  quand  ces  exposans  sont  fractionnaires.  Il  faut 
avoir  recours  aux  séries ,  excepté  dans  un  petit  nombre 
de  cas  où  l'intégration  se  présente  d'elle-même. 

Méthode  générale  pour  oh  tenir  les  valeurs 
approchées  des  intégrales. 

209.  Le  développement  des  intégrales  en  série,  ne 
conduit  à  une  appro^mation  que  dans  le  cas  où  les 
séries  qu'on  obtient^nt  convergentes,  ce  qui  n'ar- 
rive pas  toujours;   c'est  pourquoi  les  Analystes  ont 
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cherché  les  moyens  de  parvenir  à  des  valeurs  appro- 
chées des  intégrales ,  quelles  que  soient  les  fonctions 
différentielles  proposées.  Le  théorème  de  Taylor  mène 
d*une  manière  très  -  simple  aux  formules  qu'Ëuler 
a  construites  pour  cet  objet  ;  mais  avant  d*y  parvenir, 
je  ferai  connaître  quelques  dénominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  soi^  lesquels  les  analystes  envi-- 
sagenjt  les  intégrales. 

La  nécessité  d'ajouter  une  constante  arbitraire  à  une 
int^ale ,  pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu'elle 
comporte ,  fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement 
indéterminées  y  puisqu'on  ne  saurait  assigner  leur  va- 
leur lorsqu'on  en  fixe  une  pour  la  variable  dont  ellet 
dépendent  ;  mais  qu'il  faut  encore  déterminer  leur 
constante  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles. On  détennine  ordinairement  cette  constante,  en 
assujétissant  l'intégrale  à  s'évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  x.  On  en  a  déjà  vu  plusieurs  exemples 
(  i64>  176  ,  177  )  >  et  cela  revient  en  général  à  ce  qui 
luit  : 

Si  fXdx  -s^P-^C,  P  désignant  la  fokction  variable 
déduite  immédiatement  du  procédé  de  l'intégration  , 
C*  la  constante  arbitraire^  et  que  l'intégrale  doive, 
s'évanouir  pour  une  valeur  x  =  a  qui  change  P  en  A; 
on  posera  l'équation  ji  -^  Ct=:o  ^  de  laquelle  on  tire 

C  =  —  A  et  pCdx=zP^A. 
'  Sous  cette  forme  l'intégrale  fXdx  n'est  plus  que  la 
différence  entre  la  valeur  que  prend  la  fonction  P 
lorsque  x  =  a  ,  et  celle  qu'elle  acquiert  •  pour  toute 
autre  valeur  de  la  même  variable.  Si ,  par  exemple , 
a;  =  i,  change  P  en  ^ ,  il  vient 

fXàx=LB  —  A. 
n  est  à  propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s'ob- 
tieut  immédiatement,  sans  qu'il  soit  besoin  de  détenm^. 
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ner  la  constante  ;  mais  seulement  en  prenaxii  la  difFé* 
renée  des  résultats  que  donnent  les  substitutions  des 
valeurs  x=aptx=ib,  qui  changent  respectivement  en 
A-\'C  et  en  B+C,  Texpression  P^C, 

La  valeur  x=::  a  y  pour  laquelle  Tintégrale  s'éva- 
nouit,  en  est  l'origine;  et  Ton  dit  alors  que  Yinté-* 
grale  doit  commencer  lorsûfue  x  =  a.  La  valeur  à 
laquelle  on  «*arrête ,  répondant  à  a?  =  i,  on  dit  en  con- 
séquence que  \ intégrale  est  complète  lorsque  x  21=  b.    ' 

Les  deux  valeurs  x=ia  et  x=^b  sont  désignées  en 
commun  sous  le  nom  de  Umitesi  de  ^intégrale* 

Toute  intégrale  qu'on  énonce  sans  fixer  sou  origine 
ou  sans  .indiquer  ses  limites ,  se  nomme  intégrale  in^- 
céfinie,  et  doit>  pour  être  complète,  renfern^er  une  co/u- 
tante  arbitraire. 

Lorsqu'on  assigne  ces  limites /Tintégrale  est  définie. 
Si  elles  sont  "a:  =3  a  et  x=^b,  ^ax  e^cémple,  on  dit  * 
alors  que  Vintégrale  pCdx  doit  être  pris^  depuis 
x  ==:  a  jusqu'à  x  =  6  ;  et  cela  s.eff^ctue  en  calcukuU 
successivement  ce  que  devient  l'expression  variable  d^ 
l'intégrale  lorsque  x^=a,  puis  lorsque  x  =  b,  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second  :  dans  ce 
cas  ,  il  est  inutile  d'écrire  à  la  suite  de  l'intégrale 
la  constante  arbitraire,  puisqu'elle  disparaîtrait  par 
la  soustraction. 

Il  est  important  de  se  familiariser  avec  ces  expres- 
sions qui  reviennent  souvent ,  et  que  les  considérations 
que  je  vais  exposer  rendront  'encore  plus  i>ignificatives. 

210.  Cela  posé,  la  série  de  Taylor  donnant  lorsque 
X  devient  x  -f-  ^  >  » 

-y  +  dïi+di^i.a^a^  1.2.3  + ^*''- 

ne  peut  déterminer  la  valeur  que  prend  dans  cette  cir- 
constance une  fonction  dont  on  ne  connaît  que  les  coef-     ' 

iiciens 
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ficiens  différentiels ,  même  à  partir  du  premier  ordre , 
puisque  la  valeur  primitive  y  reste  indéterminée ,  et 
Teprésente  parconséquent  la  constante  arbitraire  ; 
mais  la  différence  entre  cette  valeur  et  celle  qui  ré- 
pond kx'-^h  yXi^  dépendant  que  de  la  série 

«st  entièrement  connue» 

Si  on  fait  /Xdr  '=zy ,  on  aura 

les  coefiiçiens    différentiels  seront  tous  déduits  de  la 
Fonction  donnée  x^  et  il  viendra 

X- 4- —  — -4- — -^  4.  etc 

Pour  tirer  de  cette  fom^ule  la  valeiu:  de  fXAx ,  de-l 
puis  X = a  jusqu'à  a;  ^=  6,  il  suffira  de  prendre  h^zib^^a^ 
et  de  remplacer  x  par  a ,  dans  la  fonction  X  et  set 
çoefficiens  différentiels,  que  je  représenterai  alors  par 
j4 ,  A',  Jf ,  etc.  :  on  trouvera,  entre  les  limites^=a^ 
^  =  b, 

.  La  série  précédente  est ,  en  général ,  d'autant  plus 
convergente  que  l'intervalle  b  —  a  est  plus  petit  :  mais 
-lorsqu'il  a  une  valeur  trop  considérable  ,  on  le  partage 
«BL  un  nombre  de  parties  assez  grand  pour  former  des 
intervalles  suitisamment  petits  ;  et  on.  calcule  à  part 
1r  valeur  de  l'intégrale  relative  à  chacun  de  ces  inter- 
Calcul  intégTt  .  V    . 


/ 
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valles.  3e  suppose ,  afin  de  simplifier  les  formules  ^  que 
la  différenee  b  —  a  soit  divisée  en  n  parties  égales  à  «^ 
et  que  les  quantités  A,  j4^ ^  A^  ,  etc.  se  changent  res* 
pectivement  en  Ai ,  A*,  A",  etc.  A^,  Aa,  As!',  etc. 
lorsqu'on  y  met  a-^a,,  a-^-aet,  etc.  au  lieu  de  a  ;  oà 
aura  d'abord^  entre  a  et  a-f-«^> 

Aa    ,  A'ce'    .    A'it^     . 

.— -  +  -' 1 w+  etc. 

entre  a-^-  Aet  a+2ct , 

AiA       Ax  «t*        Ax  tt 
1      '     i.a     '   1.2.3 

entre  a  -f*d^  et  a  -f-  3« ^ 

1 =  +  etc. 

1      '     i.a        1.2.3 

etc. 

La  somme  de  toutes  ces  séri^  y  dont  le  nombre  est 
n ,  composera  la  valeur  totale  de  fXdx  entre  les  li- 
mites x=  a ,  x=:b  y  qui  sera  parconséquent . . (I) 

^     (^A+Ax  +  A, +  ^„--.) 

•        H  1 


rt* 


Ad.=(+T:^^^'+^^'+^^' +^'«->) 


efc3 


-f.  etc. 

211 .  Si  on  prenait  a  assez  petit  pour  pouvoir  se  borner 
à  sa  première  puissance,  le  résultat  ci-dessus  se  ré- 
duirait à 

fXàx=zAA  4-  A^a  +  A^a +  A„^iA, 
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êérie  dont  les  difiTérens  termes  ne  sont  autre  chose  que 
les  valeurs  successives  de  la  quantité  Xdr;  lorsquoa 
y  substitue  a,  a^^^A,  a-\'  Qa,,  etc.  à  la  place  de  x, 
et  qu'on  prend  do:  =  tt.  C'est  sous  ce  point  de  vue 
que  l'on  conçoit  l'intégrale  fXàx  comme  la  somme 
d'un  nombre  infini  d'élémens  >  égaux  aux  yaleurs  con* 
sécutivesque  prend  la  différentielle^  par  les  divers  chan- 
gemens  qu'éprouve  la  variable  x.  (  Voyez  la  note  de  la 
page  âofl  de  ce  volume.) 

Il  est  encore  à  rem^quer  que  la  somme  de  cette 
Bérie ,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  dç  ses  tcrçies  ^ 
pourvu  qu'ils  aient  tous  le  même  signe  ^  sera  moindre  , 
que  n^Am,  si  A^^  désigne  la  plus  grande  des  quantités 
A  y  Aiy  A^y^ . ,  •An-.i  y  et  que  le  contraire  aura  lieu 
ei  A  m  désigne  la  plus  petite.  On  conclut  de  là  que  . 
si  la  fonction  X  ne  change  pas  de  signe  entre  les 
limites  a:=a,  xz=zb ,  et  que  M  et  m  soient 
sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  dans  cet  inter-* 
valle ,  Tintégrale  fXdx,  prise  entre  ces  limites ,  sera 
^ilfCA— a)  et>TO(i  — a). 

aifl.  La  différence  entre  les  deux  valeurs  de  y,  re- 
latives kx-^a  etx  =  i,  peut  aussi  s'obtenir  en  par-     - 
tant  de  la  dernière ,  par  le  moyen  de  la  £6rmule 

^'     -^      dri^dx*i.2      dr3  1.2.3^         • 
dans  laquelle  y^  répond  à  x  —  A  ^  ce  qui  domie 

_     _dy  h      à^y  ft^       d>      }? 
y     y'~dxi      dr*  i.a'*"dx»7TâT3~^^' 

Pour  appliquer  cette  dernière  àfXdx,  tlfaut,  dans 
X.et  dans  ses  coefiiciens  différentiels ,  changer  x  enb  , 
et  supposant  qu'on  en  tire  les  quantités  B,  ^,  JV ^  etc. , 

Va 
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on  trouvera  entre  les  limites  a:  =:  a ,  a?  siz  i , 

''  I  1.2      ;     •         1.2.3 

Lorsqu'on  partage  Tenace  h — a  en  n  parties  égales  à 
ee,  on  obtient  par  la  formule  ci-dessus  ^  entre  les  limite« 


A  A        jl di^         Ad? 

--i Î-+— ^— etc. 

1  1.2  1.2.3 

âitre  a  +  sitt  et  a  +  ^ 

A%A       Â  è^        Ad? 
2_  +  _l.^-.etc. 

1  1.2  1.2.3 

entre  a^Zdu  et  a-f-2« 

AjL       Aa^         A['  di^ 
1  1.2     '     1.2.3 

etc. 

la  somme  de  ces  séries ,  pareillement  en  nombre  n  ^ 
donne ^  entre  les  limites  a?  =  è,  x^za^ (II) 

?        (J,+^,  +  ^3 ^.^„) 

a?     /Il         II         u  ii\ 

—  etc. 

2i3.£n  réduisant  cette  dernière  série  aux  termes  affec- 
tés de  la  première  puissance  de  «t^  on  aurait  seule^ 
ment 

fXàx'=^Ax<f^  -^  A%fi  +  ^386. . .  -f"  -^,« I 
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expression  dont  Terreur  serait  en  -H,  si  ceUe  de  Tex- 
pression  du  n**  précédent  ét^t  en  — ,  et  vice  versa , 
pourvu  toutefois  que  les  quantités  >^ ,  ^, ,  ^a ,  etc. 
fussent  toutes  de  même  signe  et  composassent  ^e 
•uite  tout-à-fait  croissante  ou  tout-â-fait  décroissante. 

On  peut  prouver  1?  même  chose  des  séries  (I)  et 
(II)  ;  mais  je  ne  m'y  arrêterai  pébtici  :  je  me  borne- 
rai à  observer  .qu'en  conséquence  de  cette  remarque, 
,on  prend  pour  plus  d'exactitude  la  somme  de  ce» 
dernières,  et  entre  les  limites  x=a,  x=b,  on  a 
la  formule  (III}' 

+  etc. 

fil 4-  La  considération  des  courbes  conduit  aus5i 
d'une  manière  très-simple  aux  principales  conséquences 
établies  dans  les  articles  précédens. 

fXdx  exprimant  Taire  du  segmentd'une  courbe  dont 
l'ordonnée  est  x  (76),  si  BCZ,Jig,  35,  représente p,c. 35. 
cette  courbe,,  que  Torigine  des  abscisses  soit  en  u4 ^ 
et  que  X=.PM ^  l'expression  XAx  sera  aussi  bien  la 
différentielle  des  segmens  BMP ,  DEMP,  que  du  seg- 
ment ACMP ,  '  qui  commence  à  Torigine  %  ainsi  Tcwr- 
donnée  qui  borne  le  segment  de  ce  côté  sera  absolu- 
ment indéterminée.  L'ordonné»  MP  qui  forme  Tautre^ 

,V3 
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Umîte  Test    p£^reillement,  tant  qu'on    n'assigne   an-« 
Giine   valeur  à   l'abscisse  APi  mais  lorsqu'on  aura 
.  fixé*  les  abscisses,  de  la  première  et  de  la  dernière  or-« 
donnée^  le  segment  sera tout-à-£ût  déterminé. 

Si  la  fonction  variable  P  de  l'intégrale /Xda=P+C^ 
8*évanouit  d'elle-même  au  point  j&,  cette  fonction  ex« 
prime  immédiatement.  les  aires  BCAy.  BED  ^  BMP\ 
alors  si  on  veut  faire  partir  les  segmens  de  l'ordon-"^ 
TiéejiCi  il  faut  retrancher  de  ces  aires,  l'espace  jSC^; 
cet  espace  représente  la  constante^  déterminée  pour 
que  la  quantité  jP  +  C  s'évanouisse  au  point  ji  ;  maia 
en  considérant  à-la-fois  les  deux  limites  d'un  seg^ 
ment  j  il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  constante  ;  car 
soit  que  Ton  compte  les  aires  à  partir  du  point  B 
ou  du  pointa,  sur  l'axe  des  abscisses^  le  segment 
DEMP,  par  exemple,  s'obtiendra  également  par  la 
différence  des  segmens  BMP  ^  BED  ^  ou  par  celle  de& 
segmens  ACMP  et  ACED. 

fli5.  L'inspection  de  la  figure  35  fait  voir  que  l'aire 
du  segment  d'une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d'une  suite  de  rectangles  inscrits 
PR,  P'R^  P"R",  etc.  et  celle  dune  suite  de  rec- 
tangles circonscrits  P'S ,  P"S^,  P^S^,  etc.,  les  pre- 
miers construits  sur  la  plus  petite  ordonnée  de  chacun 
des  trapèzes  curvilignes  PM\  PM\  PM"',  etc.  et 
les  seconds  sur  la  plus  grande.  Il  est  visible  que  si 
l'on  prend 

AP=a,  PP'  —  P'P'^P'P",  etc.=:«, 
on  aura 

PM=A,  P'M'—A,,  P'M"=Aa,  P'WzzzAzy  etc. 
la  somme  des  rectanglw  inscrits  sera 
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A(L  -f-  AxA  -f-  ^aflt  +  etc.  (i  y 

et  celle  dei  rectangles  drconscrits  ^ 

Axft  +  A%%  -f-  ^3*  +  ete.  (2) 

On  verra  facilement  que  la  difFerence  des  rectangle», 
inscrits  aux  rectangles  circonscrits ,  est  égale  au  rec-^ 
tangle  MRQN ,  équivalent  à  la  somnie  des  rectangles 
MM^,  M' M" y  M" M* y  etcv,  et  que  parcqnséquent 
cette  différence  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
voudra  y.  en  rapprochant  les  ordonnées. 

Dans  la  figure  35  >  ou  les  ordonnées  vont  toujours 
en  croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur 
la  première ,  ordonnée  de  chaque  trapèze  ciuviligne, 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  dernière  ;  mais  si 
elles  passaient  par  un  maximum^  comme  dans  la 
figure  3S ,  it  n'en  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM'^y^^^  36^ 
antérieure  à  ce  maximum ,  et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  postérieure  M"Z\  alors  la  série  (1),  d'a- 
bord moindre  que  l'espace  curviligne  ,  deviendrait  plus 
grande ,  et  la  série  (  2  )  ,  d'abord  plus  grande  que 
cet  espace  ,  deviendrait  plus  petite. 

216.  On  approchera  davantage  de  lat  vraie  valeur  du 
•egment  de  la  courbe  proposée ,  en  prenant,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits,  la  somme  des 
trapèzes  terminés  par  lès  cordes  des  arcs  MM\  M'M'*^ 
M' M'',  etc. 

Ces  trapèzes  ayant  même  hauteur  PP',  et  chaque 

ordonnée,   excepté  la   première,    étant    commune  à 

deux  trapèzes,  leur  somme  sera  précisément  égale  à« 
Xa  série 

fui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (1)  et  (2), 

V4 
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PIC.  3;:  Enfin  il  est  évident ,  par  la  figure  87 ,  qne  Taire 
curviligne  PMNQ  est  <Cque  le  rectangle  QEy  et> 
que  le  rectangle  PF,  construits  l'un  sur  la  plus  grande, 
et  lautre  sur  la  plus  petite  des  ordonnées  comprise! 
çntre  les  limites  AP  et  AQ  de  ce  segment. 

317.  L'emploi  de  la  formule  (III)  du  n*  2i3  p«eut 
\  présenter  quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  ^  fonction  X  devient  infinie  ;  et  aux  envi- 
rons des  valeurs  de  rajjscisse  qui  donne  cette  circon-. 
stance^  il  ne  suffit  pas  de  diminuer  l'intervalle  â& ,  ou  de 
resserrer  les  ordonnées ,  pour  compenser  l'effet  de  leur 
rapide  accroissement  :  il  faut  encore  avoir  recours  à  des 
transformations  convenables. 

Soit,  par  exemple,  X  =      . ;;  il  est  évident  que 

y  1 — X 

lorsque  x  approche  de  l'unité  ,  un  très-petit  changement 

dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  très-grand 

dans  celle  de  X;  si  donc  on    demandait   l'intégrale 

/,  depuis  a;=o  jusqu'à  x=i  —  <f,  «T  étant 
y  i — X 

une  petite  quantité,  il  faudrait,  vers  la  dernière  li- 
mite ,  multiplier  beaucoup  les  valeurs  intenuédiairet 
données  à  x. 

La  même  intégrale  ne  peut  se  calculer  immédiate- 
ment jusqu'à  a*  =  1  ;  car  alors  X  devient  infini,  sans 
que  pourtant  la  valeur  defXdx  le  «oit,   puisque 


/; 


r  t=  —  yi — X  +  const. 


Cette  difficulté  ^  tient  à  ce  que ,  dans  l'intégration ,  lo 

I 
facteur(i— a;)*  passe    du  dénominateur   au  numéra- 
teur; et  ellç  aura  lieu  en  général ,  lorsque  X  *era 
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de  la  forme et  qu'on  aura  p<C9«  ^omx  la  le- 

(a— x)7 
ver,  on  fera  a — a;=iz^,  ce  qui  donnera 


quantité  qui  ne  deviendra  plus  inGnie  quand  a;=a  ou 
% — G ,  si  lafonction/^  reste  finie  dans  cette  circonstance; 
on  calculera  donc  alors  l'intégrale //^z^^'^'dz,  de- 
puis z=o  jusqu'à  zr=zii  ^  étant  une  quantité  assez 
petite,  et  on  aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur   de 

y  ■   '  correspondante  à  Tintenralle  compris  entre 

x:=a  et  a:==a— <r. 
On  peut  encore  obtenir  l'intégrale  f-^ — -^ — depui$ 


a?=ra  jusqu'à  x=a — «T ,  en  faisant  seulement  ar=sa— «  ; 
parceque  la  petitesse  de  la  variable  z  renfermée  entre 
les  limites  très-étroites  o  et  J ,  permet  de  simplifier  beau- 
coup le  coefficient  différentiel.  Si  on  avait  ^  par  exemple, 

'    ' ,  la  différentielle  à. intégrer  après  la  trans- 
ya^ — x^ 

formation  indiquée  ,  serait 

—  (fl  —  zydz  — (g*— gflz  +  z*)dz 

V/4û32;_6aV+  4az^—z^~  \/z.  {^4a''^a^z+4az^^£^' 

En  réduisant  la  fraction 

Û*  —  ÎMZ  +  Z* 


\/4a^  —  ea'z  +  4az^  —  z^ 
en  série  ordonnée  suiyant  les  puissancee  de  z^  et  en 
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«^arrêtant  au  quarré  de  cette  variable  ,  ox^  aurait  çnfiift 

Ce  résultat^  qui  s'évanouit  lorsque  2  :=  ô ,  donnera ,  par 
la  substitution  de  J^  à  2  ^  la  valeur  de  l'intégrale  cherehée^ 
depuis  a; =â^  jusqu'à  x^zzza^^^.  Le  reste  de  cette  inté- 
grale pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du 
n**  2i3. 

En  général ,  des  transformations  que  f  habitude  de- 
Tanalyse  peut  seule  suggérer,  rendent  ces  séries  appli- 
cables dans  un  très-grand  nombre  dé  cas  qui  paraissent 
d'abord  se  refuser  à  la  méthode  proposée^ 


I  e   *da? 


a  18.  L'intégrale  I ,  ne  pouvant  s'obtenir  par 

•/        oc 

la  réduction  de  e  'en  série,  que  pour  le  cas  où  x 
serait  très-grand ,  je  vais  montrer  comment  Ëuler  en 
a  calculé  la  valeur  depuis  a;=;o,  jusqu'à  x=^  1 ,  aa 
moyen  de  la  formule  lïl  du  n**  2i3. 

On  peut  d'abord  changer 


P 


—  enyô: — -— =e   *x — Je  *a:c; 


x^ 


la  partie  e   *a:,  s'évanouit  lorsque  x=o,  et  il  en  est 

t 
de  même  de  la  seconde  partie  fe   *dx ,   ainsi  qu'on  va 
le  voir.  On  a  pour  cette  intégrale 

àx  x'^'     dx^  \x^       3c^/ 

dx^  —^      Vl^  ~  ï^  +  ^y  *  ^*''' 
Si  on  fait  a;=o^  ces  expressions  s'évanouiront  (58)^ 
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et  parconséquent  les  quantités  A ,  A\  A'\  etc.  seront 
nulles  :  mettant  ensuite  ce,  24^  Za^  etc.  à  la  place  de  x  , 
on  obtiendra  les  valeurs  de  Ax ,  Ai\etc.  A%^  A%\  et, 
depuis  o  jusqu'à x=:itct2  on  aura  , 


J  c* 


e*dx 


î[e'-  +  e''-...+e"(r^-]+l^' 


I 
1 


1  £e    "**  1^ 
a  i.a       jiV 


+7X3  b  *(i""5)  +  *  "'(Tèi'è)+" 


I 

3o       n* 


I 
a  1.2,3.4  \»^        î??"  "*■  714*4/ 

+  etc. 

Lorsqu'on  veut  s'arrêter  à  la  limite  x=  i,  il  faut 


faire  «t  ==  - ,  et  il  vient  alors 
n 


î  te    ^da;=: 


il         "        _'*  *  «      I 

+  >[<ïz:î}r"^+Ça^.-;+(f;:2rï 


i6  •       81 


n— an+a  -~^~] 


t  1 
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En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrits,  et  faisant 
n=  lo^  on  trouvera^  suivant  £uler,  la  valeur  de 

fe    'dx^  à  un  millionième  d'unité  près^  et  on  Taura 

avec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore,  si 
on  prend  71  =  so. 

Les  détails  renfermés  dans  cet  article,  et  dans  le  pré* 
cèdent ,  suffisent  pour  montrer  comment ,  avec  le  se- 
cours des  transformations ,  et  en  calculant  la  valeur 
d'une  intégrale  en  plusieurs  parties ,  on  parvient  à  en 
approcher,  lorsque  les  séries  qui  l'expriment  ne  sont 
convergentes  que  pour  un  intervalle  limité. 

2 1 9 .  La  série  du  théorème  de  Taylor  donne  aussi  deux 
développemens  généraux  de  l'intégrale  fXdx.  En  dési- 
gnant par  C  la  valeur  de  cette  intégrale,  quand  x= o ,  et 
représentant  par  j4y  A\  A",  etc.  ce  que  deviennent  alor* 

,  .  ,     ^    dX    d»X 

les  quantités  X,-g^,^,  etc.  on  aura 

/Xdx=:C  +  ^^  +  ^'-^  +  ^^-^+etc. 

férié  dans  laquelle  6*  tient  lieu  de  la  constante  arbitraire. 

En  partant  de  la  valeur  générale  de  fXdx,  que  je 
représenterai  par  y ,  pour  revenir  à  celle  qui  répond 
à  x  =  o,  et  que  C  désigne,  il  est  évident  qu'il  faut 
faire  hz=. — oc,  dans  la  formule  du  n°  21 ,  ce  qwi 
donnera 

C=:V-^-+^  — -■^-^  +  etc. 
•^       dxi       dr*i.2       doT^i.a.S 

dy    d^y 
remettant  dans  cette  équation,  au  lieu  de^,  ^ ,  -r^ ,  etc. 

leurs  valeurs ,  et  prenant  celle  de /Xdr,  on  aura 
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la  quantité  C  est 'encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L'intégration  conduit  aussi  à  ce  développement.  En 
«ffet^  si  on  décompose  la  différentielle  Xàx  dans  les 
deux  facteurs  X  et  dx,  et  quW intégre  le  second,  im 
aura/Xdr=Xx — fxdX;  mais 

>^=ydj-^^"=â^dï— âi^d^' 

J-d^'-J  dx-'^'^^^S^do-       37      do-» 


etc. 

d*X 
mettant  successivement  pour  /  xdX,  /x*  -r~,  çtc.  leurs  ^ 

valeurs^  il  en  résultera 

J  1 '*"  dx  i.a      3x*  1.Î3.3 

et  pour  que  l'expression  de  l'intégrale  soit  complète,  il 
Faudra  ajouter  une  constante  à^ce  développement,  qui 
par  là  deviendra  semblable  au  précédent. .  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première. fois  par  Jean  Bemoulli, 
et  ellç  porte  son  nom ,  comme  cellçdu  n*  si  porte  celui 
de  Taylor  ;  l'une  est  à  l'égard  du  Calcul  intégral,  ce  qu# 
l'autre  est  par  rapport  au  Calcul  différentiel. 

220.     Jusqu'à    présenf    je    n'ai    considéré    que    le 
•oefficient  différeatiel  du  premier  ordre  ;  mais  si  on  no 


Sl8  rRAItÉ     ÉLÉMËNtAlltB 

connaissait  quelecoelHcient  différentiel  du  second  ordre, 
il  faudrait  alors  deux  intégrations  successives  pour  re- 
monter à  la  fonction  primitive  dont  il  tire  son  origine. 
Soit  X  le  coefficient  dilIPérentîel  du  second  ordre  de  la 

fonction  jr,  on  aura  Tr^:=:A',  et  en   multipliant  les 

deux  membres  par  dx ,  il  viendra  -J-  =  Xàx  ;   or  -^ 

'  do;  Ax 

dy 
6st  la  différentielle  de  ^  ,   prise    en  regardant  àx 

dv 
comme  constant  :  on  aura  donc  -^^zfXdx.  Si  P  re- 
présente  la  fonction  primitive  de  x,  égale  à  fXdx^ 

dy 
et  Cla  constante  arbitraire,  il  viendra  -^  zzzP-^  C; 

multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx  ^  on 
trouvera  dj^  =  Pdx  +  Cdx,  et  en  intégrant,  on  ob- 
tiendray=/jPdj;-{-Cr  •+■  C,  C  étant  une  seconde 
constante  arbitraire.  Si  on  remet  fXdx^  au  lieu  de  P, 
il  en  résultera  j'=/dj;/Xdx  +  Cx4-^>  expression 
qui  indique  deux  opérations  successives. 

.  On  peut  ramener  cette  expression  à  deux  intégrales 
simples ,  au  moyen  de  Tintégration  par  parties  ;  car , 
en  remettant  P  au  lieu  de  fXàx ,  on  aura 

fPdx=Px—fxàP=xfXdx—fXxàx, 

et  parconséquent 

y=zxfXdx^fXxàx+Cx  +  C, 

Je  passe  maintenant  aux  différentielles  du  troisième 
ordre.   Soit  X  le  coefficient  différentiel   de  la  fouc- 

'        y  ■  d'V 

tion  j',  relatif  à  cet  ordre;  on  aura-5^  =  A^,    d'où 
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ce  qui  donne  ^ = do: /Xdr  +  Cda;.  En  intégrant  de 

nouveau ,  il  viendra  ^  =/da:/Xdx  +  Cx  +  C,on^ 
d'après  ce  qui  précède , 

dx  • 

On  tbre  ensuite  de  là 
dy  =  xàxfXdx^àx:fXxdx+Cxdx  +  Cdx, 

.  et  en  intégrant^  on  a 
y=fxdxfXdx—fàxfXxdx+iCx^  +  Cx  +  C, 

C"  étant  la  constante  introduite  par  cette  dernière  in- 
tégration. Il  est  facile  de  voir  que 

f  xix  f  Xdx  =  lx^  f  Xàx  —  '-fXx?^x 
fax  fXxàx  =  X  fXxdx  —   fXoc^àx  ; 

substituant  donc  ces  valeurs ,  et  réduisant  entr*eux  les 
ternies  semblables^  on  trouvera 

^\i^fXxàx—!XxfXxàx+fXoi^àx')+\{^Coc^+%Cx+Ç)i 


Yôici  comment  on  indique  les  intégrales  successives  : 
lorsque  X  désigne  le  coefficient  différentiel  du  second 
ordre,  on  a  d^  ==  Xdr*,  et  en  prenant  l'intégrale  de 
chaque  membre ,  on  trouve  dy3=  fXdx^;  puis  en  inté- 
grant encore  une  fois,  il  yienty=:ffXàjc^  z=LpX&x^m 
On  a  de  même ,  quand  X  est  le  coefficient  différen-i 
tiel  du  troisième  ordre  ^ 
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d^y=fXàx\  dy=nffXdx\  y=fffXdjiP=pXdx^, 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

Chaque  différentiatîon  n'introduisant  que  la  pre- 
mière puissance  de  djc ,  on  peut  ne  laisser  que  cette 
puissance  sous  les  divers  signes  f,  ce  qui  fournit  ces 
relations.: 

fXàjc^=AxfXix,    ffXdx^=fdxfXdx 

fXdx^=dxYXàx,    ffXàjc^^fàaf'fXàx==AxfàxfXàx 

fffXdx^=:fàxfdxfXdx,  etc. 

où  il  faut  observer  que  chaque  signe  /embrasse  touf 
ceux  qui  le  suivent. 

Cela  posé ,  en  négligeant  les  constantes  arbitraires , 
et  en  intégrant  par  parties,  comme  ci-dessus^  oa 
trouvera 

fXdxr=fXdx 

pXàjd'rrz     i     [x  fXdx'^fXxdx'] 

pXdx^~  —  [^x^fXàx—QxfXxdx+fXx'dx2 

pXdx^  =--JL.^[j(^fXdx'-'5xYXxdx+ZxfXx^dX''fXx^dx2. 

etc. 

Les  coefHciens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a — b  ;  et 
tandis  que  l'exposant  de  or  hors  du  signe /diminue  d'une 
unité  à  chaque  terme ,  en  allant  vers  la  droite ,  son  ex- 
posant sous  ce  signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j'ai 
'omises  dans  cette  formule  ,  en  écrivant  fXdx  +  ^^ 
pour/-Ydr ,  fXxdx  +  C  pour  fXxdx,  fXx^dx  +  C 
pour/Xx'dx,  et  ainsi  des  autres:  car  les  constantes 
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C,  C\  C ^  etc.  étant  affectées  de  diverses  puissances 
de  Xy  sont  irréductibles  entr'elles. 

321.  Les  différentielles  que  j'ai  traitées  jusqu'ici, 
sont  prises  en  regardant  àx  comme  constant ,  par- 
ceque  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu'un 
coeflicient  différentiel.  En  effet,  lorsqu'on  fait  varier  en 
même  temps  ^ ^  on  a  (ii6)  d*"^  =9dx'4pd*a7;  si 
donc  on  se  proposait  la  différentielle  L'da:^  +  Vi^x ,  il 
feudraît ,  pour  qu'elle  signifiât  quelque  chose ,  qu'on 

«ut  F==:p  et  17=  q ,  d'où  résulte  U=  -t—  ;  et  cette  con- 
dition étant  remplie,  op.  n'aurait  qu'à  intégrer  fF'Ax. 
n  est  facile  d*étendre  dette  remarque  aux  différentielles 
d'uti  ordre  quelconque. 

application  du  Calcul  intégral  à  la  qua^ 
draturé  des  Courbes  et  à  leur  rectification^ 
à  la  quadrature  des  Surfaces  courbes  et 
à  V évaluation  des  'volumw quelles com-^ 
prennent:. 

De  la  quadrature  des  Courbes, 

aaâ.  Le  problême  général  de  la  quadrature  des 
courbes  se  réduit  à  l'intégration  de  la  différentielle  Xàx^ 
ten  nommant  X  la  fonction  de  x ,  qur  exprime  Tordon- 
Tih%  y  de  la  courbe  proposée  (76  ).  Ce  qui  précède 
contient  l'exposé  des  principales  méthodes  analji'tique» 
trouvées  jusqu'à  présent ,  pour  effectuer  cette  intégra- 
tion ,  soit  rigoureusement ,  soit  d'une  manière  appro- 
chée ;  il  ne  s'agit  ici  que  de  l'application  de  ces  mé- 
thodes aux  courbes  les  plus  connues. 

Celles  dont  l'équation  est  la  plus  simple  sont  le«î  pa- 
Calc^  intégr.  X 
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raboles  des  divers'  ordres^  représentées  par  Féquation 


m 


y»  zzzpx^  :  on  en  tire  y  =  p"a:" ,  et  parconséquent 


1         m< 

m 


iR     ^    n 


/Xdx  =  ^"x"  àx  =  — Ç—  +  const. 

Toutes  ces  courbes ,  comme  on  yoit ,  sont  quarrahles; 
c'est-à-dire ,  qu'on  a  l'expression  finie  et  algébrique  de 
la  surface  du  segment  compris  entre  leur  arc ,  Taxe  det 
abscisses  et  l'ordonnée.  Il  est  facile  ^  avec  re3q>ression  d% 
ce  segment^  de  calculer  celle  de  tout  autre  espace  con« 
ténu  entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droites 
formant ,  avec  les  abscisses  et  les.  ordonnées  ,  des  po- 
lygones dont  la  Géométrie  élémentaire  donne  la  me- 
sure; on  en  verra  plus  bas  des  exemples,  (^^9»  âSo). 

Les  courbes  proDOsées  passent  par  l'origine  des  abs- 
cisses, puisqu'on  «n  même  temps  x=o,  ety=o;  si 
on  veut  exprimer  leur  aire  ,  à  partir  de  ce  point ,  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire,  puisque  Texpressioii 

— 2 — X   "   s'anéantit  d'elle-même  quHd  on  y  fait 

Fie  38.  x=o.  Pour  avoir  ensuite  Taire  BCMPyJig.  38,  comprise 
entre  les  ordonnées  IW  et  PM ,  correspondantes  aux 
abscisses  AB-=.a  et  APz=,Xy  il  suffira  de  retrancher  de 


m 


1 


-£ —  X  "  ,  qui  exprime  l'aire  ACMP  ,  la  quantité 


1 

-         m-j-n 


-^ —  a   *    égale  à  Taire  ACB\  et  on  aura  ainsi 
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^Ci»«P  =  -2^(  a;   «  —a   »      1. 


Quand  Texpôàântn  est  pair,  l'expression --^-  x  " 

est  susceptible  du  double  signe  ±;  >  et  comme  alors 
lès  mêmes  abscisses  AP  appartiennent  .à  deux  branches 
de  courbes  ACM  et  Acm ,  on  a  deux  segmens  ACMP 
et  AcmP  i  celui  qui  renfeime  les  ordonnées  positives 
a  une  valeur  positive ,  et  Tautre  .a  une  valeur  négative. 
Lorsque  les  exposans  m  et  n  sont  impairs  l'un  et 


m. 


l'autre ,  la  quantité  ai  "^  n*â  qu'un  seul  signé  et  reste 
toujours  positive  3  quel  que  soit  le  signe  de  x  ;  mais  il 
•st  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l'une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
liégatives  en  même  temps  :  il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à  des  abscisses  et  à  des  ordonnées 
négatives  doivent  être  regai'^ées  comme  positives. 

Si  n  seule  est  impaire ,  alors  I^  quantité  x  "  devient 
négative  en  même  temps  que  x  ;  mais  dans  ce  cas  lea 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses ,  et  les  ordonnées  demeu- 
rent tQujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques ,  on  en  conclura  que 
l'aire  d'une  courbe  est  positive  quand  l'abscisse  et  l'or- 
donnée sont  de  même  signe,  et  négative  lorsque  le 
contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons- 
tant avec  ,1e  rectangle  ADMP,  formé  sur  l'abscisse  et 
ixir  l'oi^onnée;  car  l'expression 

X  a 


'        »  '   _      ' 
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p"jC"   *     ^=: — |-r— X.p*JB* 


n  1  - 

fi^ivaut    à  — -jj—xy,  env.«i:taderéqu^tion'yz=:p''js". 

•  r 

Lcorsqu^  iir=£=7i<i ,  la  parabole  devient  une  ligne  droite , 

pHÎsqii'onaj^srr/y'jr;  îe  segment  ACMPse  change  dan» 
Ito  triaag}»  AMP ,  dont  1*  valeur  est  par  îa  formule 
oi-^8«u»y  comme  par  la  Géométrie  étémentaif  e  ,  égale 

JE41  £ai$aAt  71  =^22.  et  m  =:  1 ,  o^  tombe  rar  le  eas  d» 
la  parabole  ordinaire^  et  on  trouve  f  xy>  poiir  la  yaleuc 
4u  se^^ont  ACMP. 

'^a3.  Je  vais  chercher  m^ntenant  la  valeur  du  segment 
de^  courbes  représentées  par  Téquation  afy^z^p. 
Cette  équation  se  tire  dey^^=p;3C^ ,  eu  y  changeant 


-j-  7^1  eA  ' — ^  ;  on  a  ^  z^p^o; 


"«et 

n  —  » 


Fie 


■      "       '        rXàx=:     ^^    X    **    +C072^r. 

Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  de» 
divers  oiif^f.^f^^  rapportées  à  leurs  asymptotes  ,  et  sont 
composé^  <îe  plusieurs  branches  telles  que  UMF'' , 
3n. /iû".  3^  >  inscrites  dan«  les  angles  que  forment  ces  droites. 
En  comptant  les  segniens  de  Torigine  des  abscisses ,  il* 
renferment  l'espace  indéfini  qui  se  trouve  entre  la 
partie  C^  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY  \  la 
valeur  de  cet  espace  est  infinie  ou.  finie ,  selon  que  m 
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est  plus  grande  ou  moindre  que  n.  En  effet  ,  pour 
avoir  Fespace  BCMP  ^  pris  depuis  Fabscisse  AB  =  a , 
fnsqu^à  l'abscisse  J^P.=  i ,  il  faut  (209)  faire  successi- 


1^ 


veméflt  â:=:û  et  x^=6  dans  l'expression  — i-^—  x  "  ^et 
retrancher  le  premier  «éwiltat  du   second;  ou 

^     /     n  —  m  If— m  \ 

donc  BCMP=i'-!^[  l   »    —(T^  ).  $1 

71 7»\  / 

nant  on  suppose  a=o  ,  le  point  ^'tombera  sur  le 
point  A  et  Vespace  BCMP  se  changera  en  YAPM\ 


mainte- 


«I—  m 


or  la  quantité  tr    *    sera  in£nie  ou  nWle^  selon  qu'on, 
aura  m  >►  où  <^  /i  :  dans  le  premier  *as  , 

%X  dans  le  second 

71 — 7n\  /       U'—m 

Laissant  a  d'une  grandeur  déterminée,  et  fai^anf  b 
infini^  on  aura  alors  1  espace  indéfini  XÈCÏJ ,  qui 
fera  infini  si  771  «e6t  moindre  que  71  ^  et  qui  ^era  égal 


À  — £^  a  »,  là  m  «urpàêBé  n.  Il  réwiltio^dô  là  ^o 

quand  771  et  n  sont  inégaux,  de^  ,d^ux  espaces  ^y^mpto- 
tiques^  l\in  eSt  infini  et  l'autre  fini. 

La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus  on 
moins  de  rapidité  ay«c  lâqioclle  k  courbe  M'amodie  de 

X3 


■'3 
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ion  asymptote  ;  et  puisque^  =?-^  et  or  =?s^,  il  e»t  facile 


m 


x*  y* 

de  Yoir  que  quand  on  a  m^>  n,y  décroît  beaucoup 
plus  vite  que  a;,  que  parconséquent  la  courbe  s'ap- 
proche beaucoup  plus  rapidement  de  Fasymptote  pa- 
rallèle aux  abscisses  >  que  de  celle  qui  est  parallèle 
aux  ordonnées  ^  et  viçg  yeha. 


m 


ïn  mettant  j^  au  lieu  dep*a?  ",  dans  l'expression 

1 

np^x     — ;—         n  -   — 

a?  *  =z= x.p'x  "i 


n  —  m  n — m 

n 


elle  deviendra  xy,  et  la  valeur  de  Taire  YAPMV 

eera  — -^  -f-  con^t.  Il  semblerait  que  le  terme  — -^ 
71 — 771  n^-^in 

doit  s'évanouir  lorsqu'on  fait  a:  =  o  •,  mais  ce  qui  pré- 
cède prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à  cet 
égard,  avan|:  d'avoir  substitué  pour  ^  sa  valeur  en  x, 

1 

224.  Quand  nz=zm,  on  a  ay  =  p«,  ou  xy:^p  ,  en 

1 
changeant  p"  en  p,  ce  qiii  est  indifférent  ;  la  courbe 
dont  il  s'agit  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire ,  et 
équilatère  si  Tangle  des  coordonnées  est  droit.  L'expres- 
sion générale  de  l'aire ,  trouvée  au  n®  précédent ,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie ,  quel  que  soit  x^ 

et  la  différentielle  de  cette  expression  étant  — — ,  a  ^ 

pour  intégrale,  p\x-\^çonst.  Les  espaces  asympto- 
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tiques  sont  infinis  l'un  et  l'autre ,  car  la:  devient  tel 
par  la  supposition  de  x=r:o  et  par  celle  de  x  infinie. 

Soit  pz=za^  ^  et  VMVyJig*  ip^  une  des  branches  fig.4©> 
de  l'hyperbole  équilatère  dont  la  puissance  est  égale 
à  a ,  ÂC  son  axe  ;  en  abaissant  du  sommet  C  la  per- 
pendiculaire BC  f  on  aura  jiB  =  a  ;  et  oomme  Taire 

BCMPz=za*\.AP—a!'\.JB—a''\,'j^,  si  on  prend 

jiB  pour  l'unité,  il  viendra^  à  cause  de  l.i=o, 
BCMP=z\.AP.  On  aura  de  même  l.JP'^zBCM'P', 
l.j4P*'  =  BCM"F'y  etc.  d'où  il  suit  que  si  les  abscisses 
jiPy  AP\  AP* y  etc.  sont  en  progression  par  quotiens, 
les  aires  correspondantes  5 CilfP,  BCM'P",  BCM"P\ 
etc.  seront  en  progression  par  différences, 

aa5.  L'h3rperbole  que  je  viens  de  considérer  étant 
équilatère  n*a  donné  que  les  logarithmes  népériens  ; 
mais  en  variant  l'angle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 
jours ^5=  1  ,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'autres 
systèmes  de  logarithmes.  Soit  UMJ^y  fig.  4^  *  uneFiG-4*» 
hyperbole  quelconque  ;  menant  les  ordonnées  PM , 
parallèles  à  l'asymptote  AY y  on  prouvera,  par  des 
raisonnemens  analogues  à  ceux  du  n°  76 ,  que  le  pa- 
rallélogramme PMRP"  est  la  différentielle  de  BCMP. 
Or  si  on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM,  on  trou- 
vera P'Q=PP'  .sinP'PQ^^PF  .siaXAV'y  désignant 
par  œ  l'angle  des  asymptotes,  on  aura  P^Q=  àxsln.  o) , 
et  parconséquent  P MRP^=y dxsmœ.  Si  on  met  pourj( 

1    .  djc 

sa  valeur  -*,  il  en  résultera  -«-^sino^pourladifFérentielIe 

X  X 

de  l'aite  BCMP\  et  parconséquent ^CilfP  =:  \x:=^.AP^ 
en  prenant  sîn»  pour  module  (27). 

Celui  des  logarithmes    ordinaires  étant  0,4342945 
(29),  oaafiin»s=o,4342945>.  doù  if  suit  que  le* 

X  4 
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asymptotes  de  Thyperbole  dont  les  aires  donnent  les 
logarithmes  ordinaires,  font  entr'elles  un  angle  dt 
0^,28801. 

ric.  42r.  flûG.  En  faisant  ACzzza,  AP=.x  et  PNz=iyJig.  42 , 
réquationdu  cercle  >^A^jEseraj^*= 200; — jc^\  et  la  diffé- 
rentielle de 'son  segment  ANP  aura  pour  expression 

dr  ^/aor  —  a:x,  qui  se  transforme  en  —  Hu(a* — u*)  * 


1 


lorsqu'on  fait  x=a — u ,  puis  se  ramène  à  dM(a*— i**)    *, 
ou  —    ■   ^    )  par  la  formule  (i5)  dbi  n^iyi ,  et  dont 

l'intégrale  est 

—  5  (a — x)  V  2âx— ^xjc  +  "îa* .  arc/ cos= — ^ —  j , 

lorsqu'on  remet  pour  u  sa  valeur,  résultat  qui  «'éva- 
nouit par  la  supposition  de  x=o. 

Il  est  facile  de  reconnaître ,  dans  la  partît 
{  (a— x)  V^Qaj?— xr  , 

l'expression  de  la  surface  du  triangle  PCNy  et  de  voir 
parconséquent  que 

f  cos= jou--^C.arc^iV 

€st  la  valeur  du  secteur  ACN. 

En  supposant  a:=2a,  dans  l'expression  APN y  elle 
devient  |a*.  arc  (  cos  =  —  1  )  =  î-  a*'^ ,  en  désignant 
par  TT  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon 
est  1  ;  et  elle  appartient  alors  au  demi-cercle  :  on  aura 
donc  le  cercle  entier  a^i  '=i\a,€LaT  ^  ainsi  qu'on  le 
prouve  dans  les  Elémens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fax  y  ^axx  —  xx ,  trouve 
dans  le  li®  179  ,  donne  des  valeurs  approchées  de  i'air« 
/tP?s\ 


r  fl* .  arc 
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227.  L'ordonnée  de  Tellipse  étant.- V^jzczx  —  xx,  le 


h  -  ■ 

segment  elliptique  AMP  sera  éga:l  à  -yaxyaax— xx  ; 


a' 

et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  segment  cir- 
culaire ANP ,  on  aura  AJSP  :  AMP  :  :  i  :  i  ;  car  iT  est 
facile  de  conclure  du  n°  209,  queq«and «deux  diiFéren-» 
tielles  sont  dans  un  rapport  constant^  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  intégrales  y  si  ces  intégrales  sont  nulles 
en  même  temps. 

D'après  ce  qui  précède ,  Taire  du  cercle  décrit  sur  le 

grand  axe  d'une  ellipse  ^  pris  pour  diamçtre ,  ^tant  à  l'aire 

de  cette  courbe,  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 

.est  4éqiiivaleat«  an  cercle  décrit  sur  un  rayon  moy«n 

proportionnel    entre   les    moitiés    de    ces    axes.    £n 

eiTet ,  par  le  rapport  ci-dessus ,   l'aire  del'eUipse   c«t 

b 
^a*  X  -  ou  ^at',  ct.cette  dernièiTe  qua«|ité  représente 

"évidemment  l'aire  du 'cercle  dont  le  raypn  serait  V^aè.    - 

fid8.  L'hyperbole  rapportée  À  son  eo^e  transyerse  a 
pour  équation  1 

et  on  en  conclut 

Ai^n^-fixX/zax  +  a*.  ^ 

Cette  intégrale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  O^O 
ou  se  développer  eu  série  ;  mais  au  lieu  ^  m'^rrèter  à 
calculer  ces  résultats^  je  m'occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hyperboliques,  dont  les  exprès- 
•ions  différentielles  se  présentent  souvent. 

aag.  Soit  ABab,Jig.  ^a,  une  ellipse  dont  le  demi-ric.43. 
p^and  axe  AC:^^,  le  d«mi-j>etit  «w  ££7^  j  faisant 
CPz=zXy  il  vient 
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•^       a 
Il  est  évident  que  le  secteur 

ACM=  CMP  +  jiMP, 
et  que 

d.ACM=d.  CMP  +  à,  AMP, 

cMp=icp>^PM=^-  —  x/'^::^', 

^  2  a   ^ 

d.AMP= àxi/c^j?. 

a       ^ 

La  dernière  de  ces  difFérentielles  est  affectée  du  signe  — 
parceque  Taire  AMP  décroît  lorsque  x  augmente  ;  et 
elles  donnent 

d.ACM=-it     '^^ 


a  a  y/a*— ap* 

Si  on  fait  -  r=  i ,  le  secteur  elliptique  ACM  se  chan- 
gera dans  le  secteur  ACN,  appartenant  au  cercle  AEae 
décrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diamètre  ;  on  aura 
donc 

j     ^j^T*.T  i      a*dx  1  adx 

d,ACNz==: ■  .  =  -gX r— ; 

a  |/a«_x^       a  ^a'—jcf- 

mais ,  étant  la  différentielle  de  l'arc  AN, 

y/a»— x»      • 

il  en  résulte^  ainsi  que  de  la  Géométrie  élémentaire , 
ACN  =  ^a>^AN=lACx,AN, 

4 

et  puisque  les  secteurs -^C2V  et  ^CJf  ont  leur  origine 
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commune  au  point  A^  on  en  conclura  (aâ8)quele 
secteur  elliptique 

ACM=  *  .4CNz=z  isCx  AN. 
a  2 

ù5o.  Dans  rh3rp2rbole  XAx  décrite  sur  lé« 
mêmes  axes  que  l'ellipse  ABab ,  et  dont  l'équa- 
tion est 

b    / 

^        a 
le  secteur  ACR=  CQR — AQR,  ce  qui  donne 

d.ACR  =  d.CQR—dAQR; 
■  et  comme 

CQR  =  -  CQX  QR  =  i  —  v/^?^=^,     • 

d.AQRz=-dx\/x^—a^y 
on  aura 

à.ACR  =1*-^^; 

d'où  on  voit  que  la  difierentielle  du  secteur  hyper- 
bolique est^  aux  signes  près^  la  même  que  celle  du 
secteur  elliptique. 

23i.  Le  secteur  hyperbolique  ACM j  Jig.  J^i ,  estFioîi, 
égal  à  l'espace  asymptotique  BCMP\  car 

ACM  7=1  BCMP  +  ABC—  AMP, 
et 

JBC—  AB:k.BCy<is\nB _  APxPMXsin  B  _  ^^^^ 

a  a 

aSa.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  com- 
ment le  calcul  intégral  s'applique  à  la  quadrature  des 
courbes  ;  cependant  je  ne  purs  quitter  ce  sujet 
'sans  donner   quelques-uns  des  résultats   intere^sans 
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auxquels  les  Géomètres  soirtAparventis,  par  rapport  «me 
courbes  transcendantes. 

Dans  la  Logarithmique^  dont  F-equation  est  yz^lx-, 
on  Sifydx  ^fdxlx=x[x — x  -f-  co/wf #  (182)'.  La  partie 
Tariable  de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  37=0; 

car  en  faisant  a;  =  — ,  elle  prendla  forme —  —  , 

m  ^  mm, 

»ous  laquelle  elle  e«t  nulle  quand  m  est  infinie  (58)  : 

il  est  donc  irtutile ,  d'après  cela ,  de  lui  ajouter  une 

constante ,  lorsqu'on  veut  avoir  lee  âegmens  -à.  partir  du 

ne.  45.  point  A  j  fig.  4^. 

En  y  faisant  x  =  AE=  1 ,  elle  donne  l'expression  4© 
l'espace  asymptotique  cAEXy  qui  est  fini  et  égal  à  — i* 

Si  on  prend  les  ordonnécjs  à  la  place  des  abscisses , 
on  aura  fxAy=ifàxz=zx,  pour  l'espace  cOMX ^ 
appuyé  sur  l'axe  des  ordonnées  ^C,  et  dont  l'e^res- 
sion  est  algébrique;  je  n'y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante, parcequ'elle  s'évanonit  en  mérae  temps  que  x. 
L'espace  cAExy  qui  répond  à  oc=:AE-=i ,  a,  par  cette 
formule^  la  même  valeur  que  par  la  précédente  ,  abs- 
traction faite  du  signe. 

J'ai  supposé  le  module  égal  à  l'unité  ;  s'il  était 
designé  par  M,  on  aurait 

fdx\x:z=:x[x — fMdx:=3ixhc — Mx  et  fxdyz=:Mx% 

233.  L'équation  de  la  cycloïde  étani 


il  vient 
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51  serait  facile  d'intégrer  cette  expression,  par  les  arcs  de 
cercle  ;  mais  on  peut  arriver  à  un  résultat  plus  simple 
en  faisant  2a  — y  =  a ,  ce  qui  donne 

yzaz — z^ 

Eu  effet,  z  représentan* l'ordonnée  QM ,Jl<r.  44  >  P^"^*®  fic.  jî- 
sur  la  ligne  CK,  )a  différentielle  de  Taire  ÀCQMimvA 
pour  expression 

zdx= — >  —  =  — Qzyaaz — z''-, 

X/naz — a* 

donc 

ACQM=  —  /d&v/aozi— a""  +  const. 

En  C,  où  ^=aa,  l'intégrale  fàz\/2az  —  »*  est 
égale  à  la  surface  du  demi-cercle  générateur  gmq ,  et 
elle  s'étanouit  au  point  K^  où  2^=0;  parconséquent 
l'espace  ACK  est  égal  au   demi-cercle  gmqg.   Pour 

«n  point  quelconque  Q,  fâzyQaz  —  z**  donnera  l'aire 
du  segment  gmn  correspondant  kgn-^z  QM,  et  on  aura  ' 

jéCQM=gmqg—gmn,  KMQ  ^ACK—ACQM^zgmn. 

Le  rectangle  AK  ayant  sa  hauteur /A'=g'^  et  sa  base 
AF=zgmq,  sera  quadruple  du  demi-cerde  gmqg  ;  et 
retranchant  de  ce  rectangle  ,  l'espace  ACKhzgmqg  , 
il  restera  AMKIz=:3\gmqg,  H  suit  de  lànque  l'espace 
AKLA ,'  compris  entre  une  branche  de  la  cycloïde 
et  son  axe ,  est  triple  du  cercle  générateur, 

334.  H  nie  reste  apparier  des  spirales;  je  vais  m'oc- 
cuper  d'abord  de  celles  que  représente  l'équation  uz=at^ 
(io4),  dans  laquelle  t  est  égal  à  l'arc  ON ,Jig,  45,fic,45. 

«t  uz=^AM.  Li^  caordoafté«y.4tcmt  polaires,  la  àiS^ 
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rentielle  de  1  aire  sera (  1 1 1  )  ;  mettant  poUr  u  sa 

Taleur ,  et  intégrant ,  il  viendra  -r — • f-  consL  mais 

on  doit  négliger  la  constante  lorsque  Ton  compte  les 
aires  à  partir  de  la  ligne  AO ,  sur  laquelle  i  =  o  ,  et 

pârdonséquent  la  surface  ACM  =  -r .  Après  une 

révolution  du  rayon  vecteur ,  on  aura  Tespace 

ACMB  =  — ^7 — -r >  ^  étant  la  demi-circonférence 

,  471+2 

du  cercle  OVs  \  puis  le  rayon  décrivant  reviendra  dans  la 

direction  AM ^  et  déterminera  J'espace 

ACMBCM'^  a^  ^       \     .    ^ ,  et  ainsi  de  suite. 

4n+a 

,  Dans  la  spirale  d'Archimède  (io4),  a==  —  ,  /i  =  1 

et  -^CM  =  -'j-^i  résultat  qui,  lorsqu'on  y  fait  t^=i2^^ 

donne  ACMB  =^. 

t)ans  la  spirale  hyperbolique,  où  72=— i ,  on  trouver 


ACM= +  consL 

I/aire  de  cette  courbe  ,  qui  fait  autour  du  point  A  une 
infinité  de  révolutions,  est  infinie  lorsque  t  =  o  :  on  se 
conduira  donc  ici  conmie  pour  les  hyperboles ,  et  Taire 
comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs  correspondant 
à  t=zb  et  à  trrc,  sera 


2  V*       cj' 


pans  la  spirale  logarithmique  enfin  (ii4),  t=.\u, 
d  t  =  —  ;  et  la  différentielle  devenant  • 
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u* 


donne  ACM-=.  -j.  L'aire  est  nulle  quand  i*=o,  maiê 

alors  i  est  inCni;  car  la  courbe  proposée  fait  ^  comme 
la  précédente  ^  une  infinité  de  révolutions  autour  du 
pôle  A\ 

â35.  La  différentielle  de  Tare  d'une  courbé  rap- 
portée à  des  coordonnées  perpendiculaires  entr'elles, 

est  exprimée  par  V^djt^+  dy*  (76)  ;  en  y  substituant, 
au  lieu  de  dy* ,  sa  -yaleur  tirée  de  l'équation  différen- 
tielle de  I9  courbe  proposée ,  elle  prendra  la  forme  Xàx , 
et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de  l'arc  de  cette 
courbe.  Demander  la  longueur  de  l'arc  d'une  courbe^ 
c'est  demander  sa  rectification,  parcequQ  la  solution 
de  ce  problème^  lorsqu'elle  s'obtient  exactement,  met 
en  état  d'assigner  une  ligne  droite  qui  soit  égale  à  l'aro 
dont  il  s'agit. 

1236.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés,  représentées  par  l'équation  jr=pa:", 
n  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  : 
il  vient 

dj^  =  n/?x»-""dr,  V^dx*-f-dy»=da?|/i-f-n»p»a**::*  ; 
lare  parabolique  sera  donc  exprimé  par 

/(i-f-nyj:*»-*)Mx. 

Cette  intégrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algé« 
brique ,  lorsque  l'exposant  an — a  sera  égal  à  l'unité  ou 
s'y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (i6g). 

Soit  d'abord  an  — «  â  =  1 ,  il  en  résultera  n=:| ,  et 
/(  1  +  n»/7V«-»)^dx =^  (1+2  p^y  +  cons$.\ 
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la  eourbe  proposée  sera  donnée  par  réquationjCTrpx*, 
o\xy^-=r.p^x^y  et  sera  parconséquent  la  même  que  la  pa- 
rabole du  troisième  ordre  ,  qui  est  la  développée  de  la 
parabole  ordinaire  (99).  Si  on  compte  les  arcs  à  partir 
du  point  où  j:  =  0 ,  on  aura 

En  faisant  successivement  2/i— 'atr*^,  =7,  etc.  il 
viendra  7i=:|,  J  etc.  ce  qui  montre  que  les  paraboles 
ifeprésentées  par  les  équations  j^4=:p4x^ ,  y^^^p^x^  etc . 
sont  rectidables  ;  à  l'égard  des  autres  on  ne  peut  obte- 
nu* leurs  arcs  que  par  approximation.      '  ^ 

Pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  n=a,  on 

»/ajc(i-f-4/^jc*)*  :  pv  1*  formuU  (5^)  du  n**    171  , 
on  trouve 

J  y  i  4-4P  Jc 


«t  comme 
d.r 


A 


= (l2/7X+V/l+4P*J:^)  +  C0775^(lG2), 


il  en  résultera 

P 

Telle  est  la  valeur  d'un  arc  quelconque  de  la  para- 
bole ordinaire  ;  on  peut  y  supprimer  la  constante  ,  en 
faisant  commencer  l'intégrale  lorsque  x=io. 

L'arc  des  hyperboles  données  par  Téquation^  =pj;'~'*, 

a  pour  expression /r-"""'dr( x*'*'*'»-+-^V^)*  >  et  ne 
peut  s'obtemr  qut  par  approirimatioii. 


I 
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a37.  La  différentielle  de  l'arc  de  cercle  est  — ■  -^ 

lorsqu'on  part  de  l'équation  j^*»  =  a*  -î-  a:*  (  75  )  ,   et 
— ,  quand  on  emploie  l'équation 

y*=2ar  —  X*  ;  sous  l'une  et  l'autre  de  ces  formes, 
son  intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  par  approximation, 
et  j'en  ai  déjà  donné  plusieurs  déyeloppemens  (  179  ). 


â38.  Je  passe  à  l'ellipse ,  et  je  prends  pour  équation 

de  cette  courbe  y*  -=  --  (a*-^a7*)  :  la  différentielle  dô 

'^         ar 

djc  V^û4->(a^— Z>*)a:^     ^  .  ,      . 

«on  arc  sera -^-^  :  taisant,  pour  plus 

de  simplicité  le  grand  axe  a=  1 ,  et  le  quarré  de  l'excen- 
tricité a*  — »  0*=  i  —  i*  =  e*,  l'arc  deviendra 

7==r-— .  Déjà,  dans  le  n**  180,  j'ai  rapporté 

V/i— X* 

une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette  in*- 

tégrale ,  lorsque  e  est  très-petit ,  et  qui  conviendra  aux 

ellipses  peu  aplaties* 


/ 


En  supposant  x'±zi   dans    cette   série ,  et  met- 


^  ^ 


tant  -  à  la  place  de  l'arc  A  qui  est  alors  de  1^  ^  il 

vient 

1    /       1   ^      1.1.1.5  .      1.1.1.33.5  c  \ 

--Tl  1 e* 7— ;e* -_-— ^e^— etc.  ), 

a    \       2         2.2.4.4         2.2.4.4-0.6  /' 

développement  très-convergent  lorsque  e  est  une  petite 
fraction. 

Cale,  intégr,  Y 
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flSg.  La  différentielle  de  Tare  elliptique  s'exprime 
ii*une  manière  très-eimple  ^  au  moyen  de  l'are  qui  lui 
riG.  4x  correspond  dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  ûomrn» 
diamètre.  Soit  EN=f,fig,  4^,  on  aura^ 

CP=zx:=zsm<p  y  =Ha 

et  parconséquent 

A.BM=dip  v/i— e*sinç*. 

'  s4^.  L'équatipo  de  l'hyperbole  étant 

on  a  ^  pour  la  différentielle  de  son 

aya^ — a* 

arc-,  faisant  a=  i ,  a*-+-6*=i  +**=*«*#  cet  arc  se 

ttouve  exprimé  par  /  —   .       , —  et  peut ,  dans  le 

J       y  o^ — 1 

cas  où  e  est  très-près-de  Tunité ,  se  développer  en  série 

par  un  procédé  aiialogue  à  celui  du  n^  i8o. 

241.   Il  me  reste  à  parler  des  courbes  transcen- 
dantes. L'équation. d«  la  cycloïde  étant 

djc  y  r        \ 

ày        \/2ay-y-  ^ 

on  en  tire 

V'dx*  +  dy  =  — 4L=., 

Vi^a—y 

différentielle  dont  l'intégrale  est 

=  —  2  V/aa  (  2a  -^y  )  +  const. 
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Maïs  il  est  évident  que  Y^zaÇ^Qa — y)  est  l'expression 
dft  la  corde  Tng,Jig.  44  y  du  cercle  générateur;  etFiG.44' 
comme  la  partie  variable  de  Tintégrale  s*évanouit  au 
point  K  oîiy  ==  2û,  il  s'ensuit  qu'elle  exprime  l'arc  MK\ 
on  a  donc  MK  =  a/ng",  AK  =^qg  ,  et  parconsé- 
quent  AMr=i  AK  —  MK  =  2  (  g^  —  mg  )  :  ces  résul- 
tats s'accordent  avec  celui  du  n®  io3.  ^ 

524^*  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  la  for- 
mule \/iz*A*  +  dw*,  qui  exprime  la  différentielle  de 
l'arc  d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires , 
(110),  je  prendrai  les  spirales  dont  l'équation  est 
u  =  aV^\  et  j'aurai  à  intégrer  la  différentielle 

Al  y/ifi"^  +Ti'aH^-^  =  at"-'  di  (  t»  +  n*  )* . 

«  t_ 

Lorsque  n=  1 ,  on  a  seulement  adt  ( ^  + 1  )*,  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  l'arc  de  la 
parabole  ordinaire  (236);  d'où  il  suit  que  c'est  à  la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de 
la  spirale  d'Archimède. 

Dans  la  spirale  logarithmique  on  a  t=^lu,  ce  qui 
donne 

V^u"df*+da*=dwV^2;  Tare  de  cette  courbe  a  donc 

pour  expression  u\/a  -}-  const,  ou  seulement  u  V/2,  en 
partant  de  l'origine  des  rayons  vecteurs;  et  on  voit 
que  quoiqu'il  se  trouve  entre  cette  origine  et  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  une  infinité  de  révolutions 
elles  ne  composent  cependant  qu'une  longueur  finie , 
égale  à  la  diagonale  4u  quarré  fait  sur  le  raj^on  vecteur. 


Y  a 
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De  la  cuhature  des  corps  terminés  par  des 
surfaces  courbes  y  et  de  la  quadraturer 
de  leurs  aires;  de  la  rectification  des 

-  courbes  à  double  courbure. 

243.  Les  surfaces  courbes  que  les  Géomètres  ont 
considérées  les  premières,  sont  celles  de  révolution, 
parceque  les  diflFérentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
liÉBk'es  qu'elles  comprennent  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 

Soit  u  le  volume  du  corps  engendré  par  le  segment  1 
FiG.  46.  ji^p  ^pg  ^g^  d'une  courbe  quelconque  AZ  y  tournant 
autour  de  Taxe  AB  pris  dans  son  plan ,  il  est  évident 
que  ce  volume  terminé  par  le  plan  circulaire  décrit  par 
l'ordonnée  MP^  est  une  fonction  de  l'abscisse  AP^=-x, 
Si  on  prend  une  autre  abscisse  AP ,  que  l'on  mène 
une  sfeconde  ordonnée  M'P'  et  les  droites  MR  et  SM\ 
parallèles  à  PP ,  on  verra  (Jue  le  volume  u  s'accroît 
de  celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne  PMM'P ,  en 
tournant  autour  de  PP' ,  et  que  ce  dernier  corps  , 
compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectan- 
gles MP'  et  M'P^  diffère  d'autant  moins  de  l'un  et  de 
l'autre  que  les  points  M  et  M  sont  plus  rapprochés  , 
ensorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
l'unité  -,  on  ])eut  donc,  lorsqu'il  s'agit  de  limites,  prendre 
le  cylindre  décrit  par  MP ^  pour  le  corps  engendré 
par  PMMP  ^  Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle 
décrit  yar  le  rayon  PM^=y^  son  volume  sera  ^y^yC^PP^ 
en  nommant  t  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
'  mètre  ;  et  on  trouvera ,  par  le  raisonnement  di^  n*'  76, 

que  j^  =  Ty"^ ,  d'où  u  =  r/y^dx.  Lors  donc  qu'on  aura 
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réquation  de  la  courbe  AMZ ,  on  substituera  pour  y 
sa  valeur  en  x^  et  Tîntégration  fera  connaître  le  volume 
d'un  segment  quelconque  du  corps  engendré  par  cette, 
courbe. 

244-  Pour  trouver  la  différentielle  de  l'aire  du  même 
corps ,  il  fa\it  observer  que  son  accroissement  ,  où 
l'aire  décrite  par  l'arc  MOM'  qui  s'approche  sans  cesse 
de  sa  corde  MM\  tend  à  se  confondre  avec  l'aire  du 
tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde  ;  et  en  pas- 
sant aux  limites^  on  peut  prendre  l'un  pour  l'autre. 
Mais  l'aire  du  tronc  du  cône  droit  décrit  par  MM^ , 
aura  pour  expression 

\  MM'  (  2tMP  +  a  irM'P"  ) 
z=zvMM'  {MP+M'P'  )  ; 

et  en  la  comparant  à  l'accroissement  de  l'abscisse  PP^, 
où  obtiendra 

or  en  passant  aux  limites ,  M'P^  se  confond  avec  MP 

o"  y  >  «^  "ppT-  =  |/  1  +dë  ^^5)  :  donc  le  coef- 

«       Scient  différentiel  de  l'aire  décrite  par  Tare  AM  est 
égal  à 


«'^K    ^  +  ^  » 


et  parconséquent  fi^y    \/dx^  -f*  4y*  ®^*  "*  différen- 
tielle de  cette  aire. 

On  parvient  sur-le-champ  à  cette  expression ,  ainsi, 
qu'à  celle  du  n.*Tprécédentj^  en  regardant  la  courbe  AMZi 

Y  3 


• 
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comme  un  polygone  ;  car  alors  l'élément  du  volume 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  Mï^  ,  celui  de 
Taire  est  le  tronc  de  cône  décrit  par  le  côté  MM' , 

345.  J'insisterai  peu  sur  les  applications ,  qui  n'jont 
par  elles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  on  prend  Téqua- 

tion  à  l'ellipse  j^*  =  ~  (  aax  —  jc*  ) ,  on  trouvera  que 

le  volume  du  corps  qu'elle  engendre  en  tournant  au- 
tour de  son   grand  axe ,  ou  V ellipsoïde  alongé ,  est 

égal  a  -^-= —  ^  puisqu  un  segment  de  ce  corps  a  pour 

expression     ' 

— j-  (qox — x^)dx:=Z"-^  f  ox* — =-  j  +  Qonst.  (a4S). 

Quand  ûc=6  ,  le  corps  proposé  devient  une  sphère ,  et 
l'expression  de  son  volume  est  -  „  ■  ,  ainsi  qu'on  le 
trouve  par  la  Géométrie  élémentaire. 

Si  l'ellipse  était  rapportée  à  son  centre ,  ou  qu'on 

è* 
employât  l'équation  y*  =  —  (  c*— a:*  ) ,  on  aurait  le 

même  résultat ,  en  observant  que  pour  embrasser  le 
corps  entier ,  il  faudrait  prendre  l'intégrale  depuis  a?  ==  a 
jusqu'à  07= — a.  Le  volume  du  segment  serait  alors 


^  (a* — x*) dx=  57^  (3a*a7 — oc^)  +  const. 


et  on  aurait 


/ 


a» 


■  ■  I  ■ 
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pour  Texpression  de  son  aire.  Cette  intégrale  se  rap- 
porte facilement  à  Taire  du  segment  circulaire  dont 

l'abcisse  est  x  et  le  rayon     __,  ;  lorsqu'on  sup- 
pose  a=:&j  elle  se  réduit  à 

faiwoAx = fl^ax  +  const. 

et  donne ,  en  la  prenant  depuis  x = a  ^  jusqu'à  an=— -a^ 
4^0*  pour  Taire  totale  de  la  sphère. 

^46.  Je  considère  maintenant  leà  surfaces  courbes 
en  général^  en  les  rapportant  à  trois  plans  perpendi-* 
culaires  entreux,  au  moyen  des  trois  coordonnées 
AP=:X,\pM'=y,  M'M=z,Jig.  47.  F10.47, 

Le  segment  APGMM'  Q ,  ayant  sa  base  AMPQ  sur 
le  plan  des  a?,  jr,  et  terminé  parles  deux  plans -^iWil/G, 
QM'MHy  respectivement  parallèles  à  ceux  des  j^ ,  *  >  et 
des  X ,  z,  et  par  la  surface  courbe  proposée ,  est  néces-> 
sairement  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
X  et  jr  ;  il  peut  s'étendre  successivement  dans  le  sens  da 
chacune  ^  ou  varier  par  rapport  à  toutes  deux  simultané- 
ment. En  effet,  si  on  suppose  que^  demeurant  constant , 
X  se  change  en  AP  -f-  Pp  y  ce  segment  s'accroîtra  de  la 
tranche PÛMM^mfmpg,  etdelatranche  QHMM'n'nqh,    ^ 
si  Ton  fait  varier  y  seul  de  Qq  :  enfin ,  si  x  et  jr  de- 
viennent simultanément  AP  -f-  Pp ,   AQj^  Qq  ,  I4 
même   segment   aura   alors    pour   limites   les   plant 
p'N'ts^g,  qN^Nhj  et  différera  de  son  état  primitif  par 
les  deux  tranches  déjà  énoncées  ^  et  par  lë  prisme 
M'm'N'rinMjt^N  t  qui  n'est  autre  que  l'accroissement 
de  la  première  tranche ,  lorsqu'on  y  fait  varier  y  seul  1 
et  celui   de  la  seconde  quand  ,  dans  cette  dernière^ 
on  fait  varier  x  seul. 

Y4 
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Pour  abréger  je  désignerai  respectivement 'par  Pm, 
^n  et  M'N  y  les  deux»  tranches  et  le  prisme  dont  je 
viens  de  parler;  puis  je  représenterai  par  u  la  fonc— * 
tion  de'  x  et  de  y  (pi  exprime  le  volume  du  segment 

APGMMQ^.  Cela  posé  ,  le  coeflîcient  différentiel  t— ^ 

relatif  à  la  variable  ± ,  donnant  la  limite  du  rapport 
de  Faccroissement  de  la  fonction  à  celui  de  cette  va- 
riable ,  sera  égal  à  la  limite  du  rapport  de  la  tranche  P/i> 
à  l'accroissement  Pp  de  Tabscisse.  Si  on  fait  ensuite 
varier  j^  seul  ou  -<4Ç ,  ce  qui  changera  Pm  enPm+iH/'A', 

le  rapport  -^ ,  s  accroîtra  de  la  quantité  -^—  ;  et  le 

rapport  de  cette  dernière  avçc  Taccroisacment  (^q  dejr^ 

-  dï^ 

di        d*tt 
aura  évidemment  pour  limite  — = —  ou  ,    ,  ■  :    on  con- 

dy        dray 

naîtra  donc  ce  coefficient  différentiel,  si  on  parvient  à 

déterminer,  en  fonction  des  variables  x  ety,  la  limite  de 

M'N 
— .Prie  prisme  MWtendsans  cesse  vers  le  pa- 

PpxQq 

ïallélépipède  formé  sur  la  base  M'mfN'nf  et  Fordonnée 
MM\  et  peut  en  approcher  aussi  près  qu'on  voudra  ;  mais 
en  prenant  l'vin  pour  l'autre  ,  puisqu'il  s'agit  de  limites, 

on  substitue  M'mfxM'n^XM'M ,  au  prisme  M'N',  et 

comme  M*mf  =Pp\  M'n'  ==  Qq' ,  le  rapport  nr= — = 

..  PpXQq 

•*'  d^a  ■ 

se  réduit  à  M'Mz=iz.  Il  résulte  de  là  que  g-^  ==  z; 

et  que  pour  obtenir  le  segment  APGMM'Q,'^  faut^ 
par  l'intégration,  remoj^ter  du  çoefiicient  différentiel 

■V    ,  ■  a  la  lonction  u. 
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fl47*  Quoique  le  coefficient  différentiel  t—t-  soit  re- 
latif à  deux  variables,  on  peut  néanmoins vP^ryènir 
à  la  fonction  dont  il  dérive ,  par  les  méthodes  données 
pour  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule ,  parcecpia 
chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme  cons- 

tante  a  son  tour.  En  effet,  a  cause  de  t— ?-  =       -=- 

dxdy  ay 

djc  •  ' 

on  aura  --? —  dy  zsz  zdy  y  et  prenant  l'intégrale   de 

y 

chaque  membre ,  en  ne  considérant  comme  variable 
que  y  seul ,  il  viendra  -r-  =  fzdy ,  d'où  on  tirera 

-r-  d  x  =  dxfzdy  : 

intégrant  de  nouveau,  mais  par  rapport  à  x  seulement, 
on  trouvera  uzzzf dxfzdy. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  côté  pu- 
rement analytique ,  il  est  évident  que  la  constante  quHl 
faudra  ajouter  pour  compléter  la  première  intégrale , 
peut  renfermer  x  d'une  manière  quelconque  :  que  celle 
^'on  mettra  à  la  suite  de  la  seconde  intégrale,  doit 
être  considérée  comme  une  fonction  quelconque  dé^; 
et  cela,  parceque  toute  fonction  de  x  seul  doit  dis- 
paraître conune  une  constante  lorsqu'on  ne  différencie 
que  par  rapport  k  y  y  et  qu'il  en  est  de  même  de 
toute  fonction  de  y ,  lorsqu'on  ne  différencie  que  par 
rapport  à  x. 

L'ordre  des  intégrations  est  indifférent  (  122).  En 
•  occupant  d'abord  de  la  variable  x ,  on  aurait  eu 
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T=:  --=-^  ;  et  de  là  on  aurait  tiré  snceessiTement 


drdy        dx 

^  =/«lr ,        u=ifdyfxàx. 

Ce  résultat  et  le  précédent  s'écrivent  comme  il  soit  : 

u:=zffzdydx,    et    u=ffzdxfy, 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  der* 
nier  signe  f,  ce  qui  est  permis ,  lorsqu'on  observe  que 
chaqne  signe  n'est  relatif  qu'à  Tune  des  variables  en 
particulier. 

Pour  éclairdr  et  confirmer  ce  qui  précède,    soit 
z  =  -r-; — r  ;  il  viendra 

dx     , 


»=//^-=^^My=^*/î 


La  première  succession  d'intégrales  donne 

résultat  dans  lequel  X'  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  jc,  ajoutée  pour  compléter  Tiiitégrale  ;  en 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  x^  et  faisant 
fX^dx-=:X^  ou  trouve 

L'intégrale/   — arc  rtang=-2l  j  s'obtient  en   série. 
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en  mettant  au  lieu  de  arcftangri:'^  j  son   déyelop- 

pementi  —  ^^  +  ^^/— etc.  (176);   et   comme  il 

£nit,  aprèf  cette  intégration ,  ajouter  une  fonction 
arbitraire  de  ^  ,  en  la  désignant  par  K,  on  aura 
enfin  ^ 

En^ opérant  dans  un  ordre  inverse,  d'après  li^ se- 
conde succession  d'intégrales,  on  trouvera 

~f'y  "^  0*°^  ~y)  "^  ^' 

mais  si  l'on  observe  que 

arc  (tang  =p  =^— arc  (tang=-ï); 

on  aura,  après  la  dernière  intégration  et  l'addition 
d'une  fonction  arbitraire  de  or, 

et  comme  «on  peut  comprendre  le  terme -ly  dans  la 

fonction  arbitraire  Y,  ce  résultat ,  qui  se  changera  par 
là  en 


/ 
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//^=^+''-/f-('^=i)- 

sera  le  même  qne  le  précédent^  ainsi  qu'on  peut  s'en 
convaincre  en  mettant  pour  arc  (  tang  =:*^  j  son  dé-* 
veloppement. 

fl48.  Lorsque  Ton  regarde  ffzdxày  comme  expri- 
mant le  volume  d'un  corps ,  il  faut  avoir  égard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  intégrale^ 
et  <gû  tiennent  à  la  nature  des  surfaces  par  lesquelles 
le  corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé 
par  quatre  plans  ,  parallèles  deux  à  deux  aux  plans 
coordonnés  CAD  y  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  xz=za,  x'=zd ^  et  les  se- 
conds aux  abscisses  j^  z=Lb  y  y-^iV  ^  on  prendra  l'inté- 
grale y^^dx  ,  depuis  a: = a ,  jusqu'à  x  =  d ^  en  y  regardant 
d'ailleurs  y  comme  constant  ;  et  nommant  P  le  ré- 
sultat obtenu ,  il  restera  à  prendre  l'intégrale  fPày  ^ 
depuis  y=.h  y  jusqu'à  y  =  h' , 

,  Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courbes,  les  valeurs  extrêmes  de  Tune 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l'autre  ,  ainsi 
qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant,  où  il  s'agit 
de  trouver  le  volume  d'une  sphère  dont  le  centre  est 
en  ^ ,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  r. 

On  a  ar*-j-j'^-j-2,^  =  r*,  et  parconséquent 

ffTÂJcày  =  ffàxèy  \/r^—oc^—y^  ; 

on  trouve  d'abord,  en  supposant  j^  constant  (iGi,  et  173) 

+-('*— y)  arc  (  sinz=  Y 
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Ici  la  valeur  extrême  de  x  est  représentée  par  QF, 
ordonnée  du  cercle  BFEC  ^  suivant  lequel  la  sphère 
rencontre  le  plan  BAC  ;  et  si  le  volume  cherché  doit 
être  terminé  du  côté  opposé ,  par  le  plan  CAD  ,  il  est 
évident  que  l'intégrale  ci-dessus  devra  être  prise  de- 
puis a; = o ,  jusqu'à  x  =  QF.  Mais  QF  est  liée  avec  A  Q, 
car  en  faisant  z  =  o ,  on  trouve  af^  +J^ = ^  po"^  l'équa- 
tion du  cercle  BFEC,  d'où  il  suit  que  QF=V^r*— 2ç*; 
et  parconséquent ,  pour  une  .valeur  quelconque  de  y, 

les  valeurs  extrêmes  de  x  sont  a;  =  o  et  x  =  V^r*— y*. 
Le  résultat  obtenu  plus  haut  se  réduit  à  ^  (r^-^y^^, 

puisque  arc  (sin=:  i  )  =—  ;  et  l'intégrale  fdyfzdx 
devient 

Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  grande  va- 
leur de^,  qui  dans  le  cas  actuel  est  ACz=r,  jusqu'à  la 
plus  petite,  que  je  supposerai  nulle,  en  fermant  de  ce 
côté  le  corps  par  le  plan  BAD  :  le  volume  du  seg- 
ment ABCD  y  qui  est  la  huitième  partie  de  la  sphère, 

sera  donc  -^  ;  et  parconséquent  le  volume  àe  la  sphère 

entière  sera  ■  r?  ■  » 

o 

Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  ^  peut  obtenir 
immédiatement  le  volume  de  tout  l'hémisphère  supé- 
rieur au  plan.^^C,  en  prenant  la  première  intégrale 

depuis  x=  +  V^'"**' — y%  jusqu'à  jt:=  —  \/r* — y^\  car 
dans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  x  se  terminent 
de  part  et  d'autre  à  la  circonférence. du  cercle  BFEC , 
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dont  AC  est  le  diamètre,  et  on  a  la  valeur  complète 
de  yidb  =  -  (fy  -^*)  •  -Prenant  ensuite 


/dyMr=î(,*jr-^), 


depuis  J'=  r,  jusqu'à  jf  =  ■—  r,  c'est-à-dire  ,  depuis 
l'extrémité  Cdu  diamètre  du  cercle  BFEC ,  jusqu'à 
l'autre  extrémité  qui  tombe  derrière  le  plan  BuiD , 

-  on  trouve  — =^  ,  et  en  doublant  on  a ,  conune  ci-dessus , 
i=—  pour  la  sphère  entière. 

• 

a49«  £n  considérant  les  différentielles  comme  le? 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables  ou  des 
fonctions  dont  elles  dérivent , .  il  est  évident  que  la 
valeur  complète  de  àyfzdx  est  l'expression  de  la 
tranche  FHQqhf^  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  ABD  des  x  et  z  ;  mais  ^^*  étant  Taire  de 
la  section  FHQ  ,  il  s'ensuit  que  la  tranche  infiniment 
mince  FHQqhf  peut   être   regardée   comme    égale 

à  FHQ  X  Qq  ,  c'est-à-dire ,  à  l'aire  de  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base  ,  multipliée  par  l'épaisseur  Qq.  On 
voit  enfin  que  fdyfzdx  exprime  la  somme  de  toutes 
les  tranches  semblables  comprises  dans  le  volume 
cherché. 

a5o.  En  général,  s'il  faut  déterminer  la  portion  du 
corps  proposé ,  terminée  latéralement  par  le  cylindre 
Fie.  48- élevé  perpendiculairement  au  plan  ABC  ,Jlg,  48»  «^r 
la  courbe  donnée  E'N^G' ,  on  prendra  l'intégrale  fzdj}, 
depuis  X  =  AP ,  jusqu'à  x = Ap ,  afin  que  Vexpression 
àyfzÂx  devienne  celle  de  la  tranche  MM^lS'Nnnm'mm 
Les  lignes  AP  et  Ap^  respectivement  égales  à  CM' 
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«t  Çiy',  seront  données  en  fonction  de  ^Q  z=zy ,  par 
l'éq^Âtion  de  la  courbe  EN' G'  dont  elles  sont  les  abs- 
cisses; en  les  représentant  par  F  {y)  ^^fiy)»  oii  de- 
Tra prendre fzAx ,  depuis x  =^F(y ) ,  j usqua x  =y(y ), 
ce  qui  y  comme  Ton  yoit  ^  introduira  de  noi^yelles  fonc- 
tions *dej^  que  9  ne  renfermait  pas,  et  pourra  aug- 
menter ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde  inté-* 
gration.  Po^p  obtenir  ensuite  dans  celle-ci  la^^aleur 
totale  de  l'espace  cherché ,  ou  la  somme  des  tranches 
dont  on  a  déjà  l'expression  générale ,  il  faudra  prendre 
fàyfzàx^  deipuis  y  zsiAF  jusqu'à  j^=>^Zr,  valeurs  qui 
répondent  aux  limites  £/  et  G' ,  de  la  courbe  EfN'G' 
dans  le  sens  des  J^  (80). 

Il  pourrait  arriver  que  le  contour  EfN'G\  au  lieu 
d'être  une  courbe  continue^  fût  l'assemblage  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes;  l'application  des 
principes  précédens  à  ce  cas  est  trop  facile  pour  qu'il 
soit  besoin  de  s'y  arrêter. 

225 1.  On  parvient  à  l'expression  générale  de  Iadif-« 
férentielle  de  }*aire  d'une  surface  courbe,  en  imaginant 
cette  surface  partagée  en  zones,  telles  que  EGge^fig.  47»"^'  ^7» 
par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  coordonçé^, 
et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit  décou-- 
pée  en  portions  quadrângulaires  MrnNn ,  par  des  plans 
parallèles  à  un  autre  plan  coordonné.  A  l'inspection 
de  la  figure  on  voit  que  l'aire  DGMH  que  je  repré- 
senterai par  s  y  s'accroît  du  quadrilatère  curviligne 
GMmg  ,  quand  x  augmente  de  Pp ,  et  que  ce  quadri- 
latère s'accroît  de  MmNn,  quand  ^  vient  ensuite  à  aug- 
.  menter  de  Qq.  Un  raisonnement  semblable  à  celui  da 

n®  24s  >  fera  voir  que  la  limite  du  rapport  de  = — =ssa 

est  égale  au  coefficient  différentiel  -r—.  * 

Qxdy 
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'        Pour  parvenir  à  cette  limite ,   on  observe  d*abord 
que  les  quatre  plans 

m' M  etN'n,  n'M  et  N'm, 

parallèles  deux  à  deux  aux  plans  des  x,  z  et  des  y,  z, 
qui  déterminent  le  quadrilatère  eoutbe  MmNn ,  dé- 
i^G.  49.  terminent  aussi,  sur  le  plan  tangent  au  point  M,  Jig,  49» 
un  parallélogramme  MXYZ  ,  dans,  le^el  toutes  les 
lignes  tirées  du  point  M ^  seraient  tangentes  aux  diverses 
fiectiohs  que  feraient  dans  le  quadrilatère  courbe, 
des  plans  menés  par  l'ordonnée  MM\  et  auraient  avec 
les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l'unité  (^7^^ 'y  on  peut  donc  dans  la  limite  cher- 
chée ,  substituer  au  quadrilatère  courbe  MmNn ,  le  pa- 
jallélogramme  MXYZ ,  qui  est  égal  à  la  racine  de  la 
somme  des  quarrés  de  ses  projections  sur  chacun  des 
plans  coordonnés  (*)  :  or  ces  projections,  formées  par 
des  hgnes  parallèles  entr'elles  ^  sont  nécessairement  des 
parallélogrammes.  Celle  qui  se  trouve  sur  le  plan  de 
a:,  j',  est  le  rectangle  m'wHS'v!  exprimé  par  dj:dy.- 
•  En  menant  YY"  et  ZZ'' parallèles  à  M'/i'  et  à  mN ,  on 
formera  la  projection  MXZ"Y"  sur  le  planaes  x  ^,%^ 
égale  à  MY"'^M'm'\  et  comme 

MY"  =  n'Y—M'M=z^ày, 
on  aura 

MXZ"Y"  =^àxày. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable  que  la  projec- 

dz 
tion  sur  le  plan  des  J' ,  z  ,    est.  ^Axày  :  on  aura 

(*)  Cette  proposition  est  démontr(fe  n°  61  du  Complément  des 
*        Elémens  de  Cçométrie. 

donc 
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done 

ko.  faisant  -r-  =p,  rp  ^  9  ;  et  il  viendra 

(ïeci  montre  que  Taire  est  donnée ,  dbmme  le  yô& 
lume ,  par  un  coefficient  différentiel  du  second  ordre , 
et  qu'on  obtient  l'un  et  Vautre  par  le  même  mode  d'in-« 

tégration  ;  ensorte  que  dyfdje  y/ 1  -|-  p*  -|-  ^*  représenta 
Taire  de  la  zonfe  FHnfyfig,  47  >  ®t  qu'on  a 

tf  =/dy/dr  t/i  4./+(/*=y/axdy /i  +p»4-"^ 

a5a.  L'application  de  T  Analyse  à  la  Mécanique- con^^ 
ouït  souvent  à  des  intégrales  de  la  forme  ffJVàxAyàz , 
'qu'on  appelle  intégrales  tripies ,  par  analogie  avec  celles 
de  la  forme  j^^daxly,  désignées  sous  le  nom  d'inté^ 
grales  doubles.  Dans  les  premières,  la  fonction  f^ 
peut  renfermer  les  trois  variables  x ,  y  ,  Zy  considé- 
rées comme  indépendantes  les  unes  des  autres,  en- 
sorte que  chaque  signe  d'intégration  ne  tombé  <pie 
sur  une  d'elles  en  pàtticuliei*.  Il  est  aisé  dé  voir  que 
ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d'une 
fonction  u ,  dépendante  de  trois  variables  oo,  y ,  z  , 
et  dont  on  ne  connsut  que  le  coefficient  différentiel 

d^M       j       ,         ,*,•     •.         d*a  x> 

,  donne  par  1  équation  ■?-.    ,    ==  /^  ;  car  oh 


dxd^da*  *^         .  daxiyds 

tire  de  là,  eii  opérant  comme  dans  le  n*  «247,  i*.  éa 

regardant  x  ety  comme  constans^ 

Calcé  intégr,  Z 
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T'  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  j  -,  a**,  ert 
regardant  x  et  2  comme  constans^ 

T'  désignant  la  fonction  arbitraire  de  a:  et  de  ^ ,  résul- 
tante à&py'ày^  et  S  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  a  ; 
3**.  enfior^  eir  reg^sd^t  jr  et  %  comme  con«tan5y 

g|ir=du=dr/dy/;rda-f  T'dx+ydxr 

=fdxfdyfFàz+  T^S  +  R, 

Z'et  5  r«préôentant  des  fonctioBB  arbitraires  résultante! 
de  fT'àx  et  de  fSdx,  et  iî  étant  une  fonction 
arbitraire  de  jr  et  de  z  :  l'intégrale  complète  renferma 
donc  trois  fonctions  arbitraires ,  savoir  :  une  de  x  et 
de  y,  une  de  x  et  de  2,  et  une  àe  y  et  de  z.  En  réu- 
ûissant  les  différentielles  sous  le  dernier  signe  d'intégra- 
tion,/dz/dj^/Fdo;  devient /jy^dxdj'dz  ,  et  a,  sous 
cette  dernière  forme,  la  même  signification  que  sous  la 
précédente. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  conîment  on  re- 
Tiendra  du  coefficient  différentiel  d'un  ordre  quel- 
conque d'une  fonction  de  plujiieurs  variables,  à  cette 
fonction  elle-même.  Les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites ici  n'ont  rapport,  comme  dans  le  n°  ^4? 9 
qu'au  cas  où  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limites 
pour  lesquelles  les  variables  x ,y  et  z,  sont  indépen^ 
dantes  les  unes  des  autres  j  mais  il  arrive  Je  plus  sou- 
vent que  l'intégrale  relative  à  z  doit  être  prise  dt- 


/ 
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puîsz:i=F(x,^)  jusqua  z=:f(x,y)  ^  Fet/étant 
des  foBCtioAS  données,  Tintégrale  relative  ky,  depuis 
yz=:Fi  (jc)  juscpi'à  y  =/,  (x)  ,  et  enfin  Fintégrale  le- 
latiye  à  x,  depuis  x=a  jusqu'à  x-=zd , 

De  V intégration  des  équations  dijféren-^ 
tielles  à  dewc  /variables. 

* 

Jye  la  séparation  des  variables  dans  les  équations 
difflérentieUes  A^  premier  ordre, 

à55.  Dans  ce  qui  précède ,  j'ai  supposé  que  les 
eoefficieii»  différentiels  étaient  exprimés  immédia- 
tement par  le  moyen  de  la  variable  d'où  dépend  leur 
fonction  primitive;  maïs  le  plus  souvent  on  n'a  qu'une 
équation  différentielle  qui  renferme  ces  diverses  quan- 
tités. Pour  te  premier  ordre,  F  équation  différentielle , 
lorsqu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à  dr  et 
à  dy ,  a  nécess^eraent  fa  forme  3Mx^Ndy  =  o,  et 
t)\e  exprime ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  n*  3 J,  une  re- 
latioil  ûAtfekt  tariable  x  y  la  fonction  y  et  son  coeffi- 
cient différentiel  ^. 

dr 

Le  moyen  qui  s'est  offert  le  pTfemier  aux  Analystes  , 
pour  découvrir  l'équation  primitive  donf  celle-cr^  tiré 
son  origine ,  a  été  de  chercher  à  séparer  les  variables , 
c'est-à-dire,  à  ramener  l'^quatioi^.  Mdx'j-Ndy=zo  à  la 
forme  Xdx+3^dy=o,  X  étant  une  fonction  de  x  seul, 
et  V  une  foiïction  de  y  sçul .  En  éfifet ,  lorsqu'on  est 
parvenu  à  ctf  point,  les  termes  Xàx  et  yicly  s'intègrent 
par  les  méthodes  enseignées  précédemment  *,  et  on  a 
fXdx-jrfydyzzzCf  C  désignant  une  constante  ar- 
bitraire. 

Z  2 


356  TRAITÉ     ÉLÉMENTAIRE 

2254*  Ponr  donner  un  exemple  des  cas  où  l'équa- 
tion différentielle  se  présente  iiAmédiatement  sous  la 
forme  ci-dessus,  soit  a;^dr-f-y*dj^=o  ;   on  trouvera. 

«ir-le-champ  — ; — f-  '^—  =  C. 

Si  l'équation  proposée  était  yàx  —  xAy  =:  o  ;  la 
séparation  serait  facile  à  effectuer^  car  on  voit  qu*en 

divisant  par  ary,  on  trouverait ^z=::o\  prenant 

séparément  Tintégrale  de  chaque  terme  de  cette  der- 

oc 
nière^  on  aurait  \x — ly  =  C,  ou  1  -=  C  :  et  puis^ia 

Ton  peut  regarder  la  constante   arbitraire  comme  un 

ce 
logaritlmie  ^  on  en  conclurait  1  -  zs  le.  En  passant  aux 

sombres^  il  viendrait  -  =  c^  ou  x=:cy.         * 

Après  cet  exemple^  onreconnaîtsans  peine  que  la  sé- 
paration des  variables  s* effectuera  de  la  même  manière 
dans  les  équations  Yàx — Xàyzr^^  Xyidx— FXidy=r.o  ; 
car  la  première  donne 

djc      dy 

et  la  seconde 

Xàx      Kdy 

£n  général,  si  lorsqu'on  prend  la  valeur  de  -^   dans  Té-- 

dv 
quation  proposée ,  on  trouve  -^  =  XYy  il  est  facile 

d'en  tirer 
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Xdx ^=o, 

«I  parconséqnont 

255.  n  y  a  encore  un  cas  très-étepdu  où  Ton  sé^ 
pare  fadlement  les  variables  >  c'est  lorsque  M  et  )V 
sont  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de  j^.  On  s*àppuyé 
pour  cela  sur  ce  que ,  si  dans  une  fonction  algébrique 
dès  quantités  Xyj,7k,  etc.  9Ù  ta  somme'  des  exposons  de 
chacune  de  ces  lettres  est  la  même  pour  tous  les  termes ,  et 
égale  à  m,  on  substitue  'Pxây,  Qx  àz,  etc.  le  résultat 
sera  divisible  par  x*".  En  eiFet  un  terme  quelconque  de 
cette  fonction  étant  de  la  forçie  Ax^yfK^^  etc.  deviendra 

par  la  substitution  indiquée  AP^Q^ ^n^p4^4^„. . 

mais  par  Fhypoth.èse  on  a>  dans  tous  les  termes 
n  +  p  +  9  +  «te....  =  m, ,  donc  x^  sera  facteur  com- 
mun. Il  suit  delà  que  si  la  fonction  proposée  était 
égalée  à  zéro ,  ou  bien  qu'elle  fût  une  fraction  ayant 
pour  numérateur  et  pour  dénominateur  deux  poljmomea 
homogènes  du  même  degré ,  la  quantité  x  disparaîtrait 
entièrement  du  résultat. 

D'après  ce  qui  précède,  it  suIGt  de  ùire  y:=xz^ 
pour  séparer  les  variaMes  dans  Féquation  itfda:-f-/Vdy=o; 
en  effet,  les  fonctions  M  et  iV prennent  la  forme  Zaf*] 
ZiX^f  Z  et  Zi  ne  renfermant  que  la  nouvelle  va*- 
riable  z,  et  comme  dj^==  adx  -j-xdz ,  il  vient,  en  di- 
viTsant  par  x"*,  Zda:+Z,(ad^-(-xd2)c=o,  résultat  q}^*Pïk 
peut  piettre  sous  la  forme 

àx         Ziâz 

T  +  z+^  — ^' 

f  t  dont  on  tire 


r  r 
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àx  ,    r  Ziàz 


J'appliquerai  d'abord  cette  transformation  à  l'écjaa* 
tion 

xdx  +^dy = nydx , 
qui  devient 

ix—ny)dx+ydy=o', 

en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre ,    faurfi 

z=i— H*,  z,=«  fit  f—^r  '^^  ,=C> 

J     X      J  1 — nz-j-^ 
ou  la:  +  / ; — :=  C,  L'intégrale  / : — r 

peut  simplifier  en  observant  que 

zdz       1  azds— -çdç   .   i        ndz       ^ 

1 — nz-j-z^      d  1 — na-f-a*      a  i— »a+a** 


car  il  vient  alors 

ndz 

nz-j-z^ 


l:c  +  il(i— 7iz  +  2-)+l  r     "''^.     .=  C. 
a  '      ''      Qj  1 — i 


L'intégrale  qui  reste  à  obtenir  dépendra  des  loga- 
rithmes  si  ^  ^  i  ,  des  arcs  de  cercle  si  -  <  i ,  et  sera 

algébrique  si  -  =  i .  Je  ne  rapporterai  que  le  résultat 

; — -  devient  alors  ; 

1  —  nZ'\'V 

et  on  a  parconséquent  la?  -f-1  (i— »)  H =  ^  >  O" 
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l(jc-^)-| =^C,   en  remett^t  pour  z  sa  va- 

a:— ^  ' 

leur  «  =^. 


a; 

X. 


Le  terme  "^    '•    peut«tre  chan^  ea  im  logàritliinc, 

en  observant  que,  par  la. définition  des  logarîthmes 
népériens,  une  quantité  quelconque,  u,  est  le  logarithnlé 
du  nombre^  e";  et  d*après  cette  remanfiiej  on  écrira 
réquation  précédente  sous  la  forme 

X 

l(x_y) +16^7  =  10, 
dont  on  déduit  eacceissiveinent 

X  t  _ 

y(x^y)  e*-y==lc,     et  (r— ^)  e^-^  =  c. 

A  est  à  propos  de  faire  attention  à  cettç  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres  >  p^rccqu'on  Tem* 
ploie  souvent. 

Soit  encore  à  intégrer  l'équation 

xdy — ydx = dx  y^x^  +>^' 

En  faisant  ^  =  0:2,  et  divisant  par  a:  tous  ses  termes 
réunis  dans  lUi  settl  mmabre ,  on  trouvera 

■  djc  V^r+?  —  xda  =  0» 
tt  qui  donnera 

âx  dz 

•*^  ■•^  — 7ffi==ar  =  0% 

On  obtiendra  ensuite ,  par  l'intégration  de  chaque  terme 
en  particulier^ 

r  ^ 

Le— l(s-f-  y  i  -f-»*)s=dc ,    ou  -- — ;.'.;         =  c  ; 

z+yi  +  z* 

Z4 
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<ît  reni^ttant  pour  z,^  valeur  -^ ,  il.  viendra 


X 


en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre 

par  y—y^cd'+y  :  faisaut  diâparaitre  le  ra^cal^^  p^ 
4ïiraenfinjr-=(-4-acy, 

âSS.  L'équation 

peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substi-? 
tuant  t"\'A,  à  la  place  de  x^  et  u-^  à  celle  dey -^ 
on  a  dx=^df,  dy=du,  et 

(a-J-mfiH-«/3+'w^+nîi)d^-f  (A4-pi6+^iS+jP^^-9I^)du==o  ; 

on  fait  disparaître  les  termes  constans ,  en  posant  let 
équations  a+7îifie+7i)3=o ,  i-f-P^+9^^^  >  *^  moyen^ 
desquelles  on  détermine  les.  quantités  a  et  /3^  ef  i^ 
reste  alors  Féquation  différentielle 

(jnt  -f  nu)  àt  +  (^pt  +  91/)  dr^=o, 

hom,ogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  u  et  t, 

La  transformation  précédente  est  la  même  que 
celle  dont  on  se  sert  pour  changer  Torigine  4ea  cojr: 
ordonnées  sur  un  plan  (  TVig*.  116);  elle  ne  donne 
^ucun  résultat  quand  jnq — np=o ,  cas  auquel  les  va- 
leurs de  0&  et  de  jS  deviennent  infinies  :  mais  alors  on 

f  9  =  -*- ,  et  parconsequent 

••    P^  +  ^y  =  ^{mx+ny)\ 
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Véq^ation  proposée  5e  changeant  en 

U  8uiHt  de  faire  fiix-f-ny=2,  pour  y  aéparer  les  vi^ 
riables. 

En  snbatîtuant  cette  valeur^  ainsi  que  celle  de  dy^ 
qui  en  résulte  ^^  et  dégageant  àx,  on  trouve 

jj-   ,  ibm+pz)dz  _^ 

amn  — .  Am^-f"  (^»— /im)z         * 

Vintégrale  de  cette  équation  renfermera  des  logarithmes^ 
fxcepté  dans  I0  cas  de  mn — ^771=0,  où  elle  sera 

'    ^      _abmz  +  pz'  ^^ 

La  transformation  employée  dans  ce  dernier  cas  a 
changé  F  équation  proposée  en  une  autre  qui  ne  con-r 
tient  plus  qu*une  des  variables  ;  et  il  est  facile  de  voir 
que^  quelle  que  soit  l'équation  sur  laquelle  on  ait  produit 
cet  effet,  on  pourra  lui  donner  la  forme  dx+Zd&=o, 
Z  étant  une  fonction  de  z  seul,  et  qu'on  en  ti- 
rera X  +  fZàz  =  €. 

257.  La  séparation  des  varid)les  s'opère  dNme  ma- 
nière très-simple  sur  l'équation  ày  +  -Pydr  =:  Çdx  , 
dans  laquelle  P  et  Q  déetignent  des  fonctions  que)-! 
conques  de  x.  En  y  substituant  Xz  et  zdX-^Xdz,  ax^ 
}ieu  de  y  et  de  ây ,  elle  devient 

zdX  +  Xdz  +PXzdx:=:  Çdx, 

|!^  quantité  X  étant  considérée  comme  une  fonctioa 
indéterminée  d^  ^>  il  est  permis  d'en  disposer  pour 


S6t  TRAITÉ     ÉLEMENTATRË 

partager  Féquation  précédente  en  deux  antres  «è  les 

yariables  puissent  se  séparer;  or  il  est  facile  de  voir  quo 

cette  condition  sera  remplie  si  on  fait  Xdz-^-PXedx^szo , 

ce  qui  donne  zàX=Qdx.  En  divisant  la  première  de 

ces  équations  par  X,  elle  se  réduit  à  ds  -f~  P^oix  ï=  o  ; 

dz 
on  en  tire f-  Pdx  =  o ,    k  +  fP^^  =  o  >  et  en 

passant  auxf  nombres  z  =  e"v  ^"*  :  on  néglige  ici  la 
constante  arbitraire ,  parcequ'il  suilira  d'en  ajouter 
une  à  la  fin  de  Topération.  Prenant  ensuite  la  valeur 
de  dX  dans  la  seconde  équation ,  après  y  atoir  sub- 
stittié  celle  de  z  que  Ton  vient  de  trouver ,  on  aura 

dATrrrc/^'^^Çdx,    X  =/«/^^Çdx  +  C , 
et  parconséquent 

y  —  t-SPàx  (^fJPdxQ^  j^c^^ 

L'équation  dy  +  Pydx  =  Qdr  est  remarquable 
parceque  la  variable  j  et  sa  différentielle'  ne  s'y  trou- 
vent qu'au  premier  degré  ;  et  on  l'appelle,  à  cause  d« 
cette  circonstance ,  équation  linéaire  du  premier  ordre, 
dénomination  que  j*ai  cru  devoir  changer  dans  celle 
d* équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (*) . 

258  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupés  du 
Calcul  intégral ,  classaient  les  équations  différentielles 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qui   n'en 


(*)  Le  mot  linéaire  est  impropre  ]  il  est  relatif  k  la  Geomëtrie, 
et  en  l'appliquant  aux  équations  ,  on  a  eu  en  rue  la  ligne  droite, 
dans  l'équation  de  laquelle  l'ordonnée  et  l'abscisse  ne  se  trouveal 
qu'au  premier  degré;  on  ne  saurait  donc  regarder  comme  linéaire» 
des  équations  telles  que  dy-i- Pfdx  =  Qdx  f  qui  apparlieuuet  le 
plus  souvent  à  des  courbes  transcendantes. 
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•ist  <iae  deux  et  dont  la  forme  «st  parconséqnent 
fiê^Mz  ^sz  Aufi/àu  y  les  wsttîsàies  se  Bèpaieot  siii>- 
le-champ,  puisqu'on  en  tire  /3z*""-^dz  =  ««*"'«dit  ; 
mais  il  n'en ,  est  pas  de  même  des  équations  à  trois 
termes^  comprises  dans  la  formxde 

yu^z^dz  -f-  ^utiz^du  =  «tu'z/du. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  divi-* 
sant  tous  ses  termes  par  yu'V;  eUe  deidendra 

'     y  y 

supposant  ensuite 
on  aura 

•^    (g— »+0>-'  Csr— H-i)^ 

en  faisant  pour  abréger 

il  en  résultera  l'équation  dy  «^  ^yMr — ■  gj^dr . 

269.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentre 
dans  l'équation  du  premier  degré ,  est  celui  où  ii=fl.  On 
tombe  alors  sur  l'équation  ày  +  fcy*dr  =  ax^àx , 
traitée  pour  la  première  fois  par  Riccati ,  Géomètf^ 
italien ,  dont  elle  a  conseryé  le  notat^ 
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]Les  variables  se  séparent  immédiatement  âftns  cett» 
équation;  quand  in==a;  eUedeTieptdy-tr&y*da:=adjc!, 
et  donne 

Oa.  trouve,  en  intégrant» 

Pour  cherchera  rendre  la  même  équation  homo>«. 
|[ène  ^  on  fait  yzzzz^^  elle  se  change  ea> 

et  prendra  la  forme  demandée ,  si  ft  —  i  =  afc  ==  771, ,  ce 
qui  donne  A  =  —  i.  ^  et  suppose  qu'qn  ^it  m=  —  a  j^ 
il  yient;  alors     1 

2      Mr adx 

« 
fi&o.  Je  ne  m'arrêterai  point  à  l'intégration  de  cette^ 

dernière  équation  ;  mais  je  passerai  à  une  transfor- 
mation plus  généirale,  C€|lle  qui  résulte  dey=  Axf+x^z. 
On  trouve  dans  cette  hypothèse  ^ 

dy  =  {pJxf^^  +  qxff^zydx  +  x^dz 
y^dx  =  (  ^x»P  -f  SkAxP-^z  -f  x^V  )  da> , 

et  parconséqucnt  >. 

0:^2  +  (  qxff"^  +  2bJxi^-^f  +  bx^^z  )  zdx 

+  {pAx^-'  +  bA^x^^)dx=ax'^dx. 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à  larois  termes.^ 
m  on  Si  les  suivantes. 
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La  première  et  la  troisième  s'accordent  à  domiet  fi        i , 
•n  tire  de  la  seconde  et  de  la  q[uatiièmë^=T>  ^sz-*-a» 

1  2 

Taleurs  qui  conduisent  ky  =  T"  +  :ir  * 

ou  da  +  i**  -r  =  ajc"*'*^dx. 
a:* 

Par  ce  moyen  TéqfUation  proposée  sera  réduite  i  11io« 
mogénéité^  si  7ii=— -a;  et  il  montre  de  plus  qtt*oii 
pourra  séparer  les  variables  si  m  =  — i*4i  puisqu'on 
aura  dans  ce  cas 

■ 

Si  dans  l'équation  àz  +  bz*—  =:  ax^'^àx  ,    ou 
fait  j&=3  -7,  il  viendra 

y 

— KÎy-f-i-3j  =:ay'*x""*"Mx;  ou  dy-|-ay^*x**fdjc=?i  —  j 

da/ 
posant  ensuite  x^'^dx  =  — r-5  *  on  trouvera 

^+3_^     dc= — r-aa/    "»+-3dx', 
puis^  faisant  pour  abréger  ^ 
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—-—=:: a,      — — =:i=a    et—  ■  =7n  , 

ni+3  7»4-3  m+3 

on  tombera  sur  Téquatiou 

dy  +  iy*dx' =  aV-'cLc' 

semblable  à  la  proposée,  et  parconséquent  suscesptible 
des  mêmes  transformations  :  la  séparation  des  variables 
y  et  a/  sera  donc  possible ,  après  la  substitution  de 

âr  cette  condition  naifait  paa liouj»  on. fierait  éncoirc 
dâ^is-  la  transformée  en  zT^ 


d 


m' +5  '  7n'+3  '       m' +  3 

la  similitude  de  ces  expressions^  avec  lea  précédentes  j 
conduit  nécessairement  à  Téquation 

encore  semblable  à  la  proposée ,  et  susceptible  de  la 
séparation  des  varid^les',  quand  //»^=sr— 4- 

En  poursuivant  de  cette  manière  ,  on  parviendrait  à 

une  équation  séparable,  si  dans  la- suite  des  exposant 
> 

,  m  +  4       //  m'  +  4  ' 

^  m" -h  4 

il  s'en\trouvait  un  égal  à  — •  4.  En  supposant  succès» 
sivement  que  ce  soit  m,  m!,  m" y  m!",  etc.  on  obtient 
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pour  m,  les  noipbres  —  4*  ""t »  ""T"*  — ^  *  ^^^'  ^owr 
pris  dans  la  formule 

7îl=:— — T— — • 
SLit —  1  . 

i  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Cea  cas  ne  renferment  pas  encore  tous  ceux  tpp 
l'on  sait  déduire  des  transformations  précédentes.  Pour 
en  trouver  une  nouvelle  série ,  il  suffit  de  commencée 

par  faire  dans  la  proposée  j^  =  -7,  ce  qui  donn^a 

ày  +  ay'*j:*"dx  =  bàx  ^ 
et  posant 

il  en  résultera 

dy  ^  by^a/  =  c^jff^'àof. 

Cette  nouvelle  équation ,  étant  semblable  à  la  propo- 
sée, est  aussi  susceptible  des  mêmes  opérations;  c'est- 
à-dire  qu  en  y  faisant 

• 

et  continuant  comme  01^  l'a  iridiqné  sur  la  page  pré- 
cédente, on  parviendrait  à  une  transformée  scparable^ 
si  le   nombre  m'  était  quelqu'un   de  ceux  que  coinr 

prend  la  formulé  -^-rA — ,  et  par  conséquent,  si  l'on 

avait 

m    4i 

771+1  2i— i* 

Qa  tire  de  14 

4i 


m  =  — 


ai  +  i  ' 
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et  donnant  à  i  les  valeurs  i,  â,  5,  etc.  il  vient  la 

suite  des  nombres 
»   ■> 

_^     —3.    -.J^     _>''     «f«» 

'  '         .  ■ 

n  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède ,  que  Téquatian  de 

Riccati  est  séparable,  quand  l'exposant  m=  •— 2,  et 
lorsqu'il  rentre  dans  la  forme    .        . 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples; 
mais  toutes  ces  équations  particulières^  d*une  forme 
bizarre  le  plus  souvent ,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications  ,  n'offrent  aucun  intérêt  :  je  passerai 
donc  i  une  autre  méthode  ^  due  à  £uler. 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendfe 
intégrable  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre. 

aSi .  Il  faut  se  rappeler  qu'une  équation  différentielle 
n'est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différen- 
tiation  d'une  fonction  de  deux  variables  ,  mais  qu'elle 
résulte  en  général  de  l'élimination  d'une  constante 
arbitraire ,  entre  l'équation  primitive  dont  elle  tire  son 
origine ,  et  la  différentielle  immédiate  de  cette  équa- 
tion (43). 

L'élimination  s'effectue  sur-le-champ,  lorsque  l'équa" 
tion  primitive  est  sous  la  forme  u  =  c  ,  u  désignant  une 
fonction  quelconque  de  x  et  de  ^  ;  car,  en  différen- 
tiant,  on  a  dii=o.  Si  la  fonction  du  n'a  aucun  fac- 
teur par  lequel  elle  ait  pu  être  ditisée ,  elle  conser- 
vera 
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vera  toujours  la  forme  de  difTérentielle  complète  à  deux 
variables;  et  Féquation  ,  .,  =  n  ^  (.^^^)  fournit  le 
moyen  de  reconnaître  Cette  forme  :  car  quand  on  a 

il  en  résulte 

^  — M— — iV   -^  — —  — — 
dx  ^  ày  *  dxdj^  ^^  ^X         ^^  * 

et  parconséquent 

dy.        dx* 

Il  faudra  doncî  que  toute  fonction  Mdx  +  Ndy  , 
lorsqu'elle  sera  une  différentielle  complète ,  rende  iden- 
tique r  équation  cir^essus;  et  lorsque  cette  '  condition 
sera*  remplie ,  il  sera  facile  de  remonter  à  son  inté- 

1  •       »  1  Ti>r      diz    _^      da 

graie^  pmsqualor»on  auraitf =^,  A'  =  t-^,  ©t  qu» 

l'on  en  déduira  la  valeur  des  différentielles  partielles. 
£n  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à  x^par 

exemple,  il  viendra -p  dx:szMdx  ,  et  parconséquent 

u==/iJ/dj;+K.  On  ajoute  dans  ce  cas^  comme  dans 
celui  du  if  Q47f  ^^^  fonction  arbitraire  dey,  puis- 
que Tintégration  n'a  eu  lieu  que  par  rapport  à  Tune 
des  variables  ;  mais  ici  cette  fonction  se  détermine  , 
parce. qike  la  fonction  u  doit  satisfaire  à  Téqûatioa 

dy 
L'écfuatjon  u  =/JI/da;  +  Y  donna 

du_àfMdx  ^.^y. 
Cafc.  intégr.  A  a 


370  TAAITé     ÉLÉMENTAIRE 

réprésentant /Mda;  par  v,  on  aura 


d*où  on  tirera 


—  =  —4-  — —  AT 


dy  dy^ 


•_j.' 


et  en  intégrant  » 

on  trouvera  donc 

«=/2l/dx+jr(iV~^)dy: 

telle  est  l'intégrale  de  la  fonction  proposée. 
Ce  résultat  fait  yoir  qnd  la  fonction  iV**-^  ;f-  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  y  ,  sans  quoi 
il  ne  serait  pas  vrai ,  comme  on  Ta  supposé ,  que  Mdjc 
et  JVdy  fussent  les  différentielles  partielles  d'une 
même  fonction  u;  et  en  le  développant  il  conduit  à 

réquation  de  condition  -r—  =  -, — ,  trouvée  précédemr 

ment  par  une  considération  inverse. 

H  est  évident  que  pour  obtenir  -r-=-:^; ,  il  faut 

.     ^      ^  dy  dy     ' 

substituer^ +dj^,  pour  j^/  dans  la  fonction  fMdx^ 

qui  deviendra  alors 


* 
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puisque  le  signe  /  n'est  relatif  qu'à  la  yariable  or; 
on  aura  donc 


dy      ~J    dy 


substituant  cette  valeur  de -3-  ,dans  K=  /  Ta^— -7- jây, 
11  viendra 

En  prenant  lès  différentielles^  d'abord  par  rapport  à^^ 
on  trouvera 

et  diffiérentiant  ensuite  par  rapport  à  x  ^  on  aura  enfin 

AN    ^ditf__ 

dx     "  dy        "  y    ^' 


(*)  L^ëqoation  -a^-s ~/^ï — '^»  renferme   le    thëorémÉ 

donné  par  Leibnitz  pour  différentîer  bous  le  signe  f.  U  appelait 
oe  procédé  differentiatio  àe  curvd  in  curuam,  ^axce(pie  dans  la 
question  qu*i)  se  proposait  de  TéSoudrè ,  il  passait  d'une  courbe  k 
une  ^utre  de  la  même  espèce ,  en  faisant  varier  une  constante. 

Le  théorème  de  Leibnitz  peut  se  déduire  immmédiatement  de 

ja  ja  ' 

Téquation  T~p  e=  ,     ,    ,  puiscpie  si  Ton  fait  u^i/JH^iàx ,  on  aura 

dx  '        djcdy       d^  '  '  • 

et  en  intégrant  par  rapport  à  x,  on  trouTera 

dxdf     ^"1/   d;^d*         ""^/"T/    ^X  .  ^*  '_ 

Aa  a 
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aSa.  La  fonction  <—--r — --^  étant  écrite  ainsi  ; 
don^^  fttcces^ivement 


=  arc(tan5=|), 
d'où  tt  =  arcMang?  j  +  K. 

Différentiant  et  faisant  tout  varier,  on  trouvera 

çompat^f  avec  la  foQçtipn  proposée ,  on  aura 

dK=o,  d*où  Y:=^comt, 
et  parconséquent 


(*)  Je  me  su^s,  arrêté  sux  celte  inte'gration ,  parcequ'elle  sert  d« 
base  à  un^  (iiîmoiuiration  très-e^gante  du  principe  de  la  compor 
si^iou  des  forges^  Aooxtéê  par  Laplacc  dans  S9i-Mécaniqut  céieste. 
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Soit  encore  relation 

x-jc^'       aj*  .  x^  ^*ay 

En  la  comparant  avec  la  formule  Mdx  '•j*Này:=;:o^ 
on  a 


ar  X*  '  sy 

et  on  trouve 


àN 


_fly+2V/af+y 


ces  v^eurs  étant  égalées  entir* elles  et  réduites ,  donnent 
àM diV      ay         af +  gy 

et  parc(Aiséqubiit  Téquatioii  proposée  peiit  s'intégrer 
immédiatement.    On  obtient  d'abord 


yâWx=bî^  fe  +:y  rS  v/*"+y; 


n-    /4v?T?=-2Li:^- 


^il(=X±£îLtll2: 


a? 
Aa3 
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donc    /3fdr==l  j — ^  — ^  Y'^+^ 


ax»  03^ 


On  tronte  ensuite 


et  eniu}  y=:fl^^  d'où  il  résulte 
*  •       ax»  flx* 


4.ii(-.r'+.yy^^)= 


La  forme  de  cet  exemple  était  trop  compliquée  pour 
qu'on  pût  y  reconnaître ,  par  la  seule  inspection ,  une 
différentielle  complète  ;  et  dans  tous  les  cas  semblables 
il  faudra  commencer  par  s'assurer  si  l'équation  pro- 
posée satisfait  ou  non  à  la  condition  -d'intégrabilité. 

263.  Lorsque  l'équation  primitive  n'est  pas  sous  la 
forme  u  =  c ,  ou  que  la  différentielle  du  :=  o. renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent,  l'équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  immédiatement  ipté- 
grable.  Si  on  avait,  par  exemple,  w=y  —  ca7=o,  on 
trouverait  du  ;=  dy  —  cdx  =  o ,  et  éliminant  c ,  il  vien- 
drait xày  — yàx  =  o ,  équation  qui  ne  satisfait  pas  à 
la  condition  d'intégrabilité  ^  puisqu'elle  donne 
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Mais  si  on  dégage  la  constante  c^  on  aura*^  =c^  et  en 
difTér^ntiant ,  — ^     «^ —  =  o;  sous  cette  forme 


a--* 


jif=— ^,  iv=i» 


dM  1       diV 


x*  *  X*       dy  a;*       dx  * 

on  voit  donc  que  l'intégrabilité  de  Téquation 

xdy— j'darrzo  tient  à  la  restitution  du  facteur  — ,  qui  «i 

disparu  après  la  difFérentiation  et  Télimination  de  la 
constante  arbitraire. 

En  général^  toute  équation  différentielle ,  dans  la- 
quelle djc  et  dy  ne  passent  pas  le  premier  degré ,  ne 
peut  résulter  que  de  T  élimination  de  la  constante  c , 
dans  une  équation  de  la  forme  P-f"cQ  =  o,  P  et  Ç  dé- 
signant des  fonctions  quelconques  de  a:  et  de  j^.  On 

trouye  par  cette  élimination  QÎP  —  JPdÇ  =  o ,  tandis 

p 
qu'en  différentiant  l'équation  ry  =s—c,  on  aurait  obtenu 

^^ ^ — ^  =  o  :  la  première  manière  d'opérer  fait 

donc   disparaître    le    facteur   -p^;  et  ayec  lui  s'en 

vont  aussi  tous  les  facteurs  qui  peuvent  être  communs 
aux  deux  quantités  QdP  et  PàQ. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  lorsque  l'équation 

■ 

Mix -^  Ndy  s=  o 

Ai  4 
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ne  satisfait  pas  à  la  condition  d*intégrabilité ,  c'est  que 
la  différentiation ,  et  T élimination  de  la  constante  arbi- 
traire contenue  dans  l'équation  primitive ,  ont  fait  dis- 
paraître un  facteur  qui ,  s'il  était  connu  et  restitué , 
rendrait  le  premier  membre  de  Téquation  proposée 
une  différentielle  complète  à  deux  variables.  Soit  z  ce 
facteur  i  on  aura  donc  zAfdr-f-zJVdj^  =  du,  u  étant 
une  fonction  primitive  de  x  et  de  y  ;  et  parconséquent 

d.zM à.zN 

dy  dx    ' 

En  développant  cette  dernière  équation^  on  trouvera 
-^d*   ,     àM       _^da    ,      àN 


dy  dy  dj;  '^     djb  ' 

da_      di   ,   /d^      dAV 
dy  dx^  •   \  ây 


^ûz       ^^dz  ,   /dM      dNy  ,  ^ 

^"        ^d^-^'dX^  +  W-djJ^^-^^' 


Si  l'on  pouvait ,  en  général ,  tirer  de  cette  équation 
une  valeur  de  z,  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  s'effectuerait 
par  le  procédé  du  n*  ûSi  ;  mais  l'équation  (^)  est 
presque  toujours  plus  difficile  à  traiter  que  la  pro- 
posée ,  puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme  dépend 
de  deux  variables ,  et  a  deux  coefficiens  différentiels , 
et  qu  elle  est  parconséquent  de  l'espèce  de  celles  dont 
la  formation  a  été  indiquée  n°  l3i.  Je  ne  saurais 
pour  le  moment  entreprendre  sa  résolution  ,  qui  , 
comme  on  le  verra  'dans  la  suite,  ramène  au  point 
dont  on  est  parti  ;  mais  je  vais  faire  connaître  quelques- 
unes,  des  propriétés  du  facteur  z. 

z64'  n  6st  toujours  facile  de  trouver  le  facteur  z , 
lorsque  l'on   connaît  l'équation  primitive  correspon- 
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flaAte  i  Téquation  âiiférentieUe  proposée,  et  ^'on 
peut  la  mettre  sous  la  forme  u=^c,  c  étant  la  cûns-^    • 
tante  arbîtr^re.  £n  differentiant ,  on  trouve 

.-        du,     ,  dttj 

et  comparant* avec  zMdx  -|-  zNdy  =  du ,  il  vient 

âtt  , '     ,   du  j 

*""  Mdx-+Ndy   * 

le  quotient  est  indépendant  des  différentielles  dr  et  dy. 

On  obtient  encore  le  facteur  z,  en  égalant  entr'elles 

dy 
les  valeurs  de  ^ ,  tirées  des  équations 

du 

dj?     JkT  * 
ce  qui  donne  j-=rrr,  et  fait  voir  parconséquent  que 

si  iJf  et  N  n'ont  aucuà  factéiir  commuh ,  z  sera  le  plus 
grand  diviseur  coilunun  des  coei&ciens  différentieb 

du     du 
dx     c^* . 

>     •        I 

* 

Connaissant  un.e  valeur  de  2,  on  en  déduit  une  infinité 
d'antres/  en  obsétvaât  que  ai  oA  multiplie  les  deux 
membre^  de  Téquation  zMdx '^  zNdy  =  du ,  par  une 
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fonction  quelconque  de  u^  que  je  désigiaerai  par^(u); 

les  deux  membres  du  résultat 

z^  (u)  MAx + zf  (u)  Này  =  ^  (u)  au , 

seront  aussi  des  différentielles  complètes  ;  ainsi  z  étant 
un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  Téquation.^ . . 
Màx'\'Này^=iO^  le  produit  z^(u)  jouii;a  de  la  même 
^propriété. 

265.  Il  7  a  des  cas  où  le  facteur  z  ne  doit  renfermer 
que  Tune  des  variables  a;  ou^^  et  alors  il  est  aisé  d*en 
obtenir  Texpression  au  moyen  de  Téquation  {ji).  Sup- 

posant  en  effet  dans  cette  équation  ^^=30;  elle  de- 
Tiendra 

et  on  en  tirera 

àz_  1   /AM     diV\  , 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité 

1  VàM     m\ 

N\ày       àx) 

se  réduit  à  une  fonction  de  x.  En  représentant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intégrant,  on  trouvera 

k=yXdx,  ou  z=zer 
Cette  formule  s'applique  à  Téquation 

ày  +  Pydx  :=z  Qdx  : 
fl  vient 
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«t  parconséquent  zzzzef^^.  Multipliant  ensuite  l'é- 
quation dy +Pydr — Çdx=  o  par  e^^  ,  on  trouve 
c/P^dj^-f.(Py  — Q)c/P^  dx  =  o;  intégrant  le 
terme  e-^     dy,   par  rappoi^  à  j^,  on  obtient. . . .  • 

uz=yef^^  +  X,  X  étant  i^e  fonction  de  x,  déter- 
minée par  Téquation 

de  laquelle  on  tire 

et  parconséqnent 

eu^  comme  dans  le  n^  5267 , 

y=e-SP^ifeSP^qàx^C). 

Je  ne  m'arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  z  ne  de* 
yrait  renfermer  que  la  yariable  y  ;  on  voit  aisément 

que  son  expression  serait  alors  2=  ef^^^  ^  en  fais^t 

•,_j_/diV_d^\ 
M\Ax       dyj' 

et  que  ce  cas  n'aurait  lieu  qu'autant  que  Fserait  abso- 
lument indépendant  de  a?. 

266.  n  existe ,  entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coef&ciens  différentiels  ^  des  relations  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  l'intégration. 

Si  /^désigne  une  fonction  homogène  de  x,y,  etc. 
et  qu'on  y  substitue  tx^  ty,  etc.  au  lieu  dex^y^  etc. 
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«lie  prendra  nécessairement  la  forme  V^V ,  m  étaut 
la  somme  des  exposans  des  variables  dans  chaque 
terme  (255).  Supposant  ensuite  que  t  de^enne  t-f-g', 
on  aura  (^  +  g)"*7^au  lieu  de  V ^  ou  (  i  +g)"/^,  en 
faisant  ^=  i.  Dans  la  même  hypothèse  x^y  ^  etc.  se 
changeront  respectivement  en 

et  mettant  gx  pour  h ,  ^  pour  ft  ,  dans  la  formule 
du  n°  121  ;  ou  parviendra  à  cette  équation 

+  etc. 

En  développant  le  second  membre ,  «t  comparant  en- 
semble les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l'indéterminée  g,  on  aura 

dJ^  +-^y  +  etc.==mr 

etc. 

267.  Au  moyen  de  ces  relations  ^  le  facteur  z  se 
présente  pour  ainsi  dire  de  lui-même  dans  les  équa- 
tions différentielles  homogènes.  Si  Mdx-^-Ndy^zo  est 
une  équation  de  ce  genre,  et  que  la  somme  des  expo- 
sans de  X  et  de 3^  dans  M  et  dans  iV  soit  égale  à  m,  en 
supposant  que  z  soit  aussi  une  fonction  homogène  du 
degré  n ,  et  faisant  zMdx  +  zNdy  =  di^ ,  il  résulte 
du  théorème  démontré  numéro  précédent,  que 


»  I 
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puisque  le  degré  de  la  fonction  u  sera  nécessairement 
plus  élevé  de  l'unité  que  celui  des  fonctions  zM  et  zN. 
£n  divisant  la  première  équation  par  la  seconde ,  il 
viendra 

.   Mdx  +  JN^dy i-  au 

Mx  -^  ^y   "^Jii+n-f-i  '  M  * 

«t  comme  le  second  membre  de  ce  résultat  est  une 
différentielle  complète ,  il  faudra  que  le  premier  membre 

en  soit  pareillement  une  ;  d*aù  il  suit  que  ^  ■> 

•era  un  des  facteurs  propres  à  reddre  intégrable  Téqua- 
tion  ilfdj;  +  A^y  =  o, 

Des  équations  du  premier  ordre  ^  dans 
lesquelles  les  différentielles  passerit  le 
premier  degré. 

268.  Par  la  génération  des  équations  différentielles  , 
dont  j'ai  donné  plusieurs  exemples^  n^  4^,  on  voit 
qu'il  peut  s'en  présenter  dans  lesquelles  les  différent 
tielles  passent  le  premier  de^é.  La  formule  générale' 
de  ces  équations  est 

■    •      ■ 

dj»4.Pdj»-'dj:+Çdj^«-»4r*.  .-f  7'dydx'^'+  t/4r'=o; 

ti  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  à&àpc,  elle 
deviendra 


en  la  résolvant  par  Rapport  au  ç9eJB5cie^t  <}iff4reii- 
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dv 
tiel  ±' ,  et  désignant  par  p,  ;/,  p",  etc.  ses  racines; 

on  aura 

résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  parles  métibodes 
précédentes,  puisque  les  différentielles  ne  s'y  trouyent 
qu'au  premier  degré.  L'intégrale  de  chacun  d'eux  sera 
aussi  l'intégrale  de  l'équation  proposée ,  qui  sera  encore 
satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l'équation  formée 
du  produit  de  toutes  ces  intégrales. 

En  effet ,  la  proposée  étant  équivalente  à 

sera  vérifiée  par  toutes  les  équations  qui  annuUeront 
un  de  ces  facteurs.  De  plus ,  si  on  considère  qu'uns 
équation  primitive  de  la  forme 

MNP.,.  =10, 

n'a  lieu  que  par  l'anéantissement  successif  de  chacun 
de  ses  facteurs,  on  en  conclura  que  la  différentielle 
immédiate  de  son  premier  membre ,  savoir  : 

AM.NP. ...  4-  àN.MP. . . .+  etc.  =  o, 

se  réduit  toujours  à  un  seul  terme;  car  si  on  prend  ,  par 
exemple ,  M=:o,  il  ne  restera  que  dM.  NP  . .  .=0,  ou 
seulement  dilf  =  o  :  l'équation  MNP . . .  =0  vériG'era 
donc  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisferait  l'é- 
quation M=o. 

Les  deux  exemples  suivans ,  quoique  très-simples , 
éclairciront  toutes  les  difficultés  que  pourrait  renfer- 
mer l'énoncé  ci-dessus. 
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1*.  Soit  dy* — a*dx^*=o;  cette  équation  se  décom- 
pose en  dyJ^adx=iO,  dy— adx=o,  dont  let  inté- 
grales sont  j'+aaafcrc,^— iaap=c';  et  il  est  facile  de  voir 
que  chacun  de  ces  résultats  satisfait  à  la  proposée. 
L'équation  (j^-f  oa: — c)  {y — ox— c')=o  y  satisfait 
aussi,  car  elle  donne 

iy+ox—c)  (dy—adx)  +  (j.— ox— <;')  (dy+adx)=o  ; 

d'où 

,    _  [Cy+fljg-  c)— ( j^— <ix— cQ]  aàx  ^ 

mettant  successivement^   au  lieu  de  y,   ses  valeurs 
c — ax,  c' -j-iix,  on  trouve 

dy  =  —  aàx ,        d^  =  -f-  odr. 

L'intégrale   (jf+ax  —  c)(^y  —  ax  +  c')'=zq   ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires  et  irréductibles  , 
paraîtrait  plus  générale  que  celles  des  autres  équations 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu'une  constante  ; 
mais  il  faut  bien  faire  attention  que  chdcun  de  btB 
facteurs  j^oit  être  considéré  isolément,  et  qn*on  n'en* 
tire  pas  d'autres  lignes    que    celles  qui  résulteraient 
d'une  intégrale  renfermant  une  seule  constante,  dont 
cette  équation  •  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière' 
intégrale  s'obtient  en  faisant  dy  =3  mdx  dans  Tequa-- 
tion  différentielle  dy* — a*da?*==o,  qui  se   change  en 
m^'^a*  =  o ,  ce  qui  détermine  la  quantité  m ,   dont  il 
faudrait  ensuite   substituer  la  valeur  dans  l'intégrait 
de   dy=mdr,    qui  est  ^  =  ma: -|- c.  Il  suit  de  là 
que  l'intégrale  de  M  proposée  est  le  résultat  de  l'éli-* 
mination  de  m,  entre  les  équations 


yz^^mx  -{-  e,.  m*— a*ïaroj 
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et  si  on  effectue  cette  opération,  il  viendra 

Cette  équation  primitive  étant  du  second  degré,  donne, 
pour  ^chaque  valeur  particulière  de  la  constante,  deux 
lignes  droites ,  inclinées  dans  des  sens  difFérens ,  par 
ra.pport  à  Taxe  des  x  ;  c'est  ausâ  tout  ce  que  fournit 
l'autre  intégrale  (j^  +  ox— ^c)  {y  —  ax  —  c')  =  o, 
excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes 
inclinées  dans  le.  même  sens  ;  mais  eomme  en  donnant 
séparément  à  c  et  à  cf  toutes  les  Valeurs  possibles, 
ces  quantités  passeront  nécessairement  par  les  même« 
degrés  de  grandeur ,  en  assemblant  les  droites  corres- 
pondantes aux  mêmes  valeurs  des  constantes  c  et  c', 
on  retombera  sur  les  solutions  comprises  dans  l'in- 
tégrale T-^r — -j— a*=o,  bornée  à  la  seule  cons- 
tante c. 

J'observerai  que  toute  équation  qui  ne  renferme 
que  dj,  dx  et  des  quantités  constantes,  peut  çtre 
intégrée  en  y  faisant,   comme  ci-dessus,  dv=mdx. 

a**.  Je  considère  encore  l'équation  dy* — axdx^:=io\ 

on  en  tire  dy  +  d^y/ar  =  Q,  dy-^dxYax  =  o,  et 
en  intégrant,   on  aura 


s 


y  +  ^  a^'x''  —  c  =;=  o ,    y^^^  a^^ '  -r-  c'  =  o. 

Ces  équations,  ainsi  que  leur  produit,  pourront  être 
considérées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée;  mais  ce  cas-ci  diffère  du  précédent,  en  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  intégrales 
obtenues,  forment  entr' elles  uji  lien  qui  permet  de  les 

comprendra 
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coiçprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation ,  et 
avec  une  seule  constante.  En  effet  ',  si  on  fait  dispa-« 
r^tre  le  radical,  dans  l'équation 

y  +  jX/ojc^  —  c=50, 

on  obtient  (^y  —  c)*=|aa;^.  Ce  résultat  est  encors 
l'intégrale  de  l'équation  proposée  >  à  laquelle  il  con- 
duira immédiatement  par  l'élimination  de  c.  Il  appâr* 
tient  à  ime  espèce  de  paraboles  ^  dont  chacune  des 
équations  irrationnelles  ne  représente  qu'une  branche  ; 
€t  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à  des  courbes  diffé-* 
rentes,  mais  qui  étant  assemblées  deux  à* deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  riea 
de  plus  que  l'intégrale  rationnelle. 

1269.  Quoique  ce  qui  précède  ne  fasse  dépendre 
l'intégration  des  équations  où  les  différentielles  passent 
le  premier  degré,  que  de  la  résolution  des  équations 
algébriques ,  voici  néanmoins  quelques  cas  dans  lesquels 
cette  intégration  s'opère  plus  facilement  avec  le  secours 
d'artifices  analytiques  appropriés  aux  circonstances  et 
qtd  éludent,  au  moins  en  partie,  les  difficultés  que 
présente  la  résolution  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, par  rapport  à  j£. 

Quand  cette  équation  ne  contient  que  l'une  des  deux 
variables ,  x ,  par  exemple",  on  en  tire  immédiate- 
ment-^=X,  d'oii^==:/Xdar;  mais  s'il  est  plus  fa- 
cile de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 
au  coefficient    -^ ,  que  je  représenterai  pour  abréger 

par p ,  et  qu'on  sàt  x:=zP ,  P  désignant  une  fouction 
Cale,  intégr.  B  b 
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quelconque  de  p ,  on  observera  que  Téquation  '-^=zp, 

ou  ày  =pdx ,  donne  y=px  — /àxl/?  ;  mettant  pour  x 
la  valeur  P  ,  il  viendra  j^  =  Pp — fPàp  : imtégrale 
demandée  sera  donc  lé  résultat  de  l'élimination  de  p , 
entre  les  deux  équations 

xz=.P,y  =  Pp^fPAp. 

Soit,  par  exemple,  jcdr  +  «dy  =  i\/dar*-f-dy*, 
ou  a:  ■+•  «P  ;=  ^  V  1  +P* ,  en  écrivant  p  au  lieu  de  t^. 
Cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

«t  parconséquent 

j.  =  ipV/r+7  — |ap*  — i/dpt/7+7«. 

370.  Je  traiterai  encore  le  cas  où  les  deux  variables 
entrent  en  même  temps  dans  l'équation  proposée  ;  mais 
en  supposant  que  Tune  d'elles ,  y ,  par  exemple ,  ny 
monte  qu'au  premier  degré.  On  obtient  alors  jr  égal  à 
une  fonction  de  x  et  d€  p ,  ensorte  que 

ày=zRix  -f-  »Sdp , 

et  parconséquent 

pdx  =  /îdr  +  5dp  ou  (/{— p)da;  +  5'dp  =  o. 

Si  l'on  parvenait  à  intégrer  cette  dernière,  on  aurait 
entre  p ,  a^  et  une  constante  arbitraire  ,  une  relation ,  au 
moyen  de  laquelle  chassant  p  de  l'équation  proposée , 
on  obtiendrait  une  équation  primitive  ,  qui ,  renfermant 
une  constante  arbitraire  ,  serait  l'intégrale  cherchée. 

Yoici  une  formule  tçès-étendue  et  très-remarquable , 
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comprise  dans  le  cas  général ,  et  dont  Tintégration  s'exé- 
cute facilement. 

Si  l'équation  proposée  peut  être  mise  sous  la  forma 
^=px  +  P,  et  que  P  ne  renferme  que  le  coefficient  p  , 

(dP\ 
X  -f-  -T—  j  dp  -,  et  puisque  dj^=pdx, 

il  restera  Téquation  (x  +  "j— j  dp=o,  qui  se  décom- 

dP 
posera  en  deux  facteurs  x  -|-  -t— = o  ,  dp  ==  o.  Élimi- 
nant p  entre  le  premier  et  Téquation  proposée ,  on  aura 
une  équation  primitive  qui  satisfera  à  la  proposée ,  mais 
Iftn  y  ne  contenant  point  de  constante  arbitraire ,  ne 
sera  que  particulière.  Le  second  facteur  s'intègre  et 
donne  p  z=:  c ,  ou  dy  =  càx  ety  =  ex  +  c'.  Les  cons- 
tantes c  et  c'  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deùlx  ;  car 
en  faisant  *  dans  l'équation  proposée  p  ^=:c  ,  on  a 
yzzrzcx-j^  C  y  C  étant  ce  q,ue  devient  P  dans  la  même 
curconstance  ;  et  on  tire  de  là  c'z=:C  :  l'intégrée  de 
la  proposée  est  donc  j^  zziicx-^-C  ^  et  s'obtient  en  chan- 
geant p  en  c. 

Soit  pouj:  exemple  Téquiition 

ydx  —  xdy  =  n  ^/dx*  -J-  dj*. 
Elle  se  tiiet  d'abord  sous  la  forme 

■ 

y=px+nV^7+p; 
en  la  diffiçxentia^t  p$i  j^uve 

dy  =:pix  +  xàp  4-  ■  ■  ^£3S^ , 

•t  à  cause  que  dj^  =:pdx ,  il  restera 

Bb  2 
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xdp  -| /  ^      =a  O. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs 

+        np  - 

^jj =  Q>  et  dp  =  o: 

le  second  conduite  p^=^c,  et  l'intégrale  demandée  est 

y  =:  ex -|- \/i -|- cr*. 
Le  premier  facteur  donner 

substituant  dans  1* équation  proposée,  on  a  y*^x^=n*^ 
équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire^ 
qui  n'est  point  comprise  dans  l'intégrale 

j^  =  ex  +  Il  V^  i +c*, 

et  tefle  néanmoins  que  les  valeurs  de  j^  et  de  dy ,  qui 
s'en  déduisent,  satisfont  à  l'équation  différentielle  pro- 
posée ,  dont  elle  offre  parconséquent  une  solution  pat" 
ticulière.  Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ce  geme  de 
solutions. 

De  r intégration  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  et  des  ordres 
supérieurs. 

1271.  La  dilHculté  d'intégrer  les  équations  devient 
d'autant  plus  grande  que  ces  équations  sont  d'un 
ordre  plus  élevé;  et  l'on  n'y  réussit  guère  que  par 
rapport  à  un  petit  nombre  d'équations  très-limitées. 
On  a  déjà  vu  dans  le  n""  aao^  comment  il  faut  traiter  les 
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équations  de  la  forme  ^^z=:X,  X désignant  unefonc* 

tlon  de  x;  c*e8t  pourquoi  je  passerai  tout  de  suite  à 
celles  qui  ne  renferment  que  deux  coeiliciens  diffé- 
rentiels. 

Dans  le  second  ordre ,  ces  équations  ne  contiennent  que 
w-  et  j^  ;  et  lorsqu'on  y  fait  pour  abréger  t^=P  ,  ce 

qui  donne  --^ =-^ ,  elles  conduisent  k  -^  =  P ,   P 

étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  là  dx  =-^,    et 

parconséquent  x=  I "^\  mettant  VÊÊÊ  dr  sa  va- 
leur dans  l'équation  dy  =  pàx ,  or  trouve  aussi 
y  =  /-^-^  •  îï^iie  s'agit  plus  que  d'éliminer  p  entrt 

les  deux  équations  a;=C+  j -^  etj'=5C+  /    p^  > 

pour  avoir  l'intégrale  en  x  et  y.  Elle  sera  complète  ;  car 
elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires;  et  il  suit  en 
eif  et  du  n®  44>  ^®  l'intégrale  de  toute  équation  du  second 
ordre  n'en  peut  contenir  qu'un  pareil  nombre.  L'élimi- 
nation de  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on  aura 
effectué  les  intégrations  indiquées  ;  mais  par  les  qua- 
dratures on  construira  la  courbe  cherchée. 

s 

Soit  pour  exemple  l'équation     '  àIm        ^^  ^"     '** 
mettant  pdj?  pour  ày,  et  dpdx  pourd'ly,  on  changera 

cette  équation  en  ^     ^^    -m  =:  « ,  et  on  en  tirera 

Bb3 
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L'intégration  donnera 

fliminant  p ,  fl  viendra  (a:— C)*+  (^  _  C')»=  a*. 

L*é(Juatîoxi  diiFérentielIe  proposée  n'est  autre  chose 
que  l'expression  générale  du  rayon  de  courbure,  égalée  à 
«ne  constante  0(99)  ;  et,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
l'intégrale  est  l'équation  du  cercle  ayant  cette  constante 
pour  rayon,  ^jt 

573.  Il  est  a  propos  àè  remanjner  que  les  équa- 
tions x:=:C'j-  /-^    et    y=:C+  fp-  Satisfont , 

chacune  en  particulier,  à  l'équation  différentielle  ^:=iP, 

et  qu'en  supposant  les  seconds  membres  intégrés ,  elles 
ne  seraient  c^ue  du  premier  ordre  :  il  y  a  donc  dans  ce 
cas  deux  équations  de  cet  ordre  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion proposée  du  second,  et  qui  en  sont  parconséquent 
les  intégrales,  tandis  qu'une  équation  du  premier  ordre 
n'a  qu'une  seule  intégrale.  Il  est  facile  d'appercevoir  la 
raison  de  cette  différence. 

Soit  Uz=o ,  une  équation  primitive  entre  x,y  et  deux 
constantes  C  et  C  :  si  on  différentie  deux  fois  de  suite 
cette  équation,  on  pourra  éliminer  entre  Z7  =  o, 
dU=o,  d*î/=o,  les  deux  constantes,  et  arriver  ainsi  à 
une  équation  du  second  ordre  qui  en  soit  indépendante  ; 
mais  la  combinaison  des  équations  Z7  =  o  et  dZ7=o, 
conduiraàdeux  équations  différentes  du  premier  ordre  : 
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Tune  résultera  de  réliminatioii  de  C  y  etTautre  de  celle 
de  C  Je  les  désigne  par  /^=o,  V'=-o\  fl  est  éyident 
que  Ton  parviendra  à  l'équation  du  second  ordre  ,  en 
éliminant  Centre  V-=o  et  d/^=o,  ou  bien  Centre  ^'=0 
etd^'=o:  chacune  des  équations  7^^=o,  ^'=0,  est 
donc  Tintégrale  de  celle  du  second  ordre.  On  les  appelle 
intégrales  premières  y  pour  les  distinguer  de  l'équation 
primitive  t/=o ,  qui  est  V intégrale  seconde. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  déduira  l'équation  î/=o, 
des  deux  équations  /^=o  et  7^=o,  en  éliminant  entr' elles 

dv 
le  coefficient  dilFérentiel  -|^  =  o,  et  que  parconséquent 

on  aura  l'intégrale  seconde,  oul'équation  primitive  d'une 
équation  du  second  ordre ,  lorsque  l'on  connaîtra  ses 
deux  intégrales  premières,  et  qu'oij  pourra  ej\  chas*> 

dy  . 

ser  ^. 
ax 

Ces  remarques  s'étendent  aux  équations  de  tous  les 
ordres.  Pourletroisiènie,  par  exemple,  l'équation  primi- 
tive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  {,^')\  et 
l'on  parvient  i  Téquatioii  différentielle  de  cet  ordre,' 
en  éliminant  ces  constantes  entre  les  équations 

î7  =  o,    dî/=o,    d»î7F=o,    e?U  —  o\ 

mais  si  on  ne  chasse  que  deux  constantes ,  on  aura  trois 
équations  différentieUes  du  second  ordre ,  puisqu'on 
pourra  conserver  chacune  des  trois  constantes  à  son  tour. 
Les  équations  qu'on  obtient  ainsi,  sont  des  intégrale» 
premières  del'équation  différentielle  ^u  troisième ôrd]r.e , 
qui  résultera  nécessairement  de  l'élimination  de  la  cons- 
tante qu'elles  renferment.  Les  intégrales  secondes  sont 
Sci  les  équations  du  preipier  ordre  que  donne  l'élimination 
de  chacune  des  çoustantesy  entre  les  équations  Uz=zo 


\ 


Sga  TRAITÉ     ÉLÉMENTAIRE 

ctdtfc:o,  et  Téquation  primitive  ï7=o  est  Y  intégrale 
troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considérations ,  on 
doit  en  conclure  qu'une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n  a  un  nombre  n  d'intégrales  premières ,  et 
comme  ces  intégrales  sont  de  Tordre  nr^i  ^  elles  ne 
renferment  que  les  /i«— i  coefHciens 

d^       d*j^  à'^'-y  ^  '  - 

dx'     à^' dj?="*' 

ri  donc  on  jp^ut  les  éliminer ,  on  aura  Tijitégrale  n"', 
ou  réquation  primitive  qui  répond  à  Téquation  diffé- 
rentielle proposée. 

2273.  On  ramène  en  général  à  Tintégration  des  fonc- 

lions  d'une  seule  variable ,  les  équations  d'un  ordre  quel- 

conque^    dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel  est 

exprimé  par  celui  de  Tordre  immédiatement  inférieur. 

d^y 
En  effet;  si  Ton  avait ^  par  exemple^  ^^*eiL  fonc- 

"  tion  de  -y^ ,  on  ferait  -^  =  a ,    d'où  il  résulterait 
dor^'  dx*        ^' 

-.^  =  ^'y^t  parconséquentTéquation  proposée  serait 

.  transformée  en  -p  =  Ç ,  Q-  représentant  une  fonc- 
tion donnée  de  q.  On  conclurait  de  cette  dernière 
équation 

puis  de  -î21  =  (/ ,  on  tirerait  successivement 
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Fintégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  Téli- 
mînation  de  q  entre  les  deux  équations 

et  il  y  aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  ré- 
sultat. On  étendrait  facilement  ce  procédé  à  un  ordre 
quelconque. 

274.  Je  m'occuperai  dans  cet  article  de  Téquation 
-ï^  =5  F,  F  désignant  une  fonction  quelconque  dey. 

Si  on  fait  ày  =:pdx,  on  peut  en  tirer  da:  =  -s2.^  ce  qui 

donne  ^^-sz^  ^a^  *  ^^stituant  dans  la  proposée, 

il  en  résulte  jwl/i  =  Fdy ;  et  en  intégrant,  on  trouvt 
p» = a/  rdjr  +  C,  d'où  il  suit 

Il  est  bon  d'observer  que  Tintégration  ci-dessu^  peut 
l'eflFectuer  en  multiflliant  la  proposée  par  ày,  car  it 

7ientalors-f^.-52,=  Kdy,  et  comme -T^-^rd.-^,  on  a 
,  dx  dx  -^'  dx         dx* 

Si  on  appliqué  ce  procédé  à  l'équation 

dy  k^ay=da:*. 


on  aura 


doî*       V/ay'     dx  *  dx       V^ay  ' 
a  dx*      a^    -^  ^      ' 


> 
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en  intégrant.  Changeant  C  en  -— r ,  on  tirera  de  là 

y  a 

faisant  ensuite  c  -4-  y  y  ==  ^  >  il  viendra 
et  enlîn 

1275.  La  méthpde  suiTie  danà  le  n»  précédent  ra- 
mène en  général  à  l'intégration  des  fonctions  d*une  seule 
Variable^  les  équations  d'un  ordre  quelconque,  dans 
lesquelles  un  coefficient  différentiel  est  donné  par  ce- 
lui de  l'ordre  inférieur  de  deux  unités.  Si  Ton  avait , 

dV  d*y  , 

par  exemple,  .rr^  en  fonction  de  ^^,  on  represen- 

dV 
tcrait  -r~ ,  par  q ,  d'où  il  suivrait 

d[|y_d^  ^— ^lâ. 

dx^^dj;'         3jcî~dx»* 

et  la  proposée  serait  transformée  en 

Q  désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  multipliant 
alors  les  deux  membres  par  d? ,  il  viendrait 
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d'où  on  tirerait,  comme  dans  le  n®  précédent^ 

{/afQdq+C  J  \/afQdq  +C 

mais  de -1^=9,  on  conclut  successivement 

dx      •'  ^  J  \/afQdq  +C 

l'intégrale  serait  parconsé«jnent  le  résultat  de  l'élimi- 
■ation  de  q ,  entre  les  deux  équations 

àq 


'=/i 


^2fQdq+C 


+  cr, 


*/  V^a/Çd(7+C\/  V/3/Çd(7+C^      / 

contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait 
de  même  les  équations  analogues^  dans  les  ordres  plus 

élevés. 

276.  On  a  vu  dans  le  Calcul  différentiel  (11 5), 
que  passé  le  premier  ordre ,  la  forme  des  équations  dif- 
férentielles changeait,  suivant  qu'on  prenait  a:  ou  j^ , 
ou  même  une  fonction  de  ces  quantités /pour  variable 
indépendante ,  et  que  cela  revenait  à  regarder  suc- 
cessivement comme  constante  àx  ,  ou  d^ ,  ou  un# 


SqS  traité    élémentaire 

fonction  donnée  de  ces  dilFérentielles  et  de  leurs  varia- 
blés;  il  est  donc  nécessaire ,  lorsqu'on  se  propose  d'in-« 
tégrer  une  équation  qui  passe  le  premier  ordre ,  de  savoir 
dans  laquelle  de  ces  hypothèses  elle  a  été  calculée.  Les 
exemples  précédens  répondaient  tous  à  la  supposition 
de  y  égal  à  une  fonction  de  a: ,  et  parconséquent  de 
dx  constant;  mais  il  sera  facile  de  reconnaître  parmi  les 
équations  relatives  à  d'autres  hypothèses /celles  qui 
peuvent  s'y  rapporter. 

11  est  d'abord  évident ,  qu'en  désignant  par  Ç  une 

djc 
fonction  quelconque  de  -5-  ,    toute    équation    de    la 

d*x 
forme  ^-^z=zQ,  et    dans   laquelle    dy   est   regardé 

j 
comme  constant ,  se  traitera  de  même  que  celle  du  n®  37 1 , 

en  faisant  T-= a,  et -=—-=-1^-  On  peut  encore   la  ra- 
dy     ^^  ,  dy      dy  ^ 

d*y 
mener  immédiatement  à  la  forme ■t»^.==P,  en  passant, 

ûxr 

par  le  procédé  du  n®  1  iG ,  à  la  supposition  de  dx  cons- 

tant ,.  ce  qui  se  fera ,  par  la  substitution  de -r-f- ,  à.  la 

d*r 
place  de  g-. 

Si  l'équation  proposée  eût  été  prise  dans  l'hypothèse 
de  t/dx*  +  dy"  constant ,  et  qu'elle  ne  renfermât  que 
dx,  dy,  d^,  ou  dy  y  dx,  d*x,  elle  rentrerait  encore 
dans  le  cas  du  n*  271  ,  après  qu'on  l'aurait  transfor- 
mée en  une  autre  dans  laquelle  dx  fût  constant.* 

277.  Je  passe  maintenant  aux  équations   qui  con- 

dy     d*y         , 
tiennent  les  deux  coeJEciens  différentiels  -^ ,  g— ^  ,  et  la 
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Tarîable  indépendante  x.  Il  est  évident  que  ces  équations 
se  ramènent  sur^e^hamp  au  premier  ordre ,  par  la  sub- 
stitution de /7dr  et  de  dpdx^  au  lieu  dedj^  etded^.  Si 
on  peut  intégrer  la  Iransfo^mée  y  et  que  Ton  parvienne  à 
en  tirer  l'expression  de  p  en  a;  ^  on  obtiendra  y  par 
l'équation  y  z=fpdx  ;  et  si  cette  transformée  donnait  M 
en  p,  on  ferait  usage  de  la  formule 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  détailler  les  diflPérens  cas 
intégrables  que  présentent  les  équations  proposées;  ils 
se  découvriront  aisément  par  l'application  des  divers 
procédés  enseignés  précédemment  pour  intégrer  les 
équations  du  premier  ordre. 

Si  les  équations  proposées  étaient  entre  ^ ,  ^^  et  y , 

on  les  ramènerait  au  cas  précédent ,  en  prenant  dy  cons- 
tant y  au  lieu  de  dx,  ou  bien  en  chassant  dx,  au  moyen 

de  sa  valeur  -^>  tirée  de  Téquation  dy  =pdx;   et  ovi 

aurait  ainsi 

^_àp_pdp^ 

dx*       àx       dy 

la  transformée  ne  renfermerait  alors  que  p ,  dp  et  dy. 
Si  elle  pouvait  s'intégrer^  et  qu'elle  donnât  p  en  y, 

on  trouverait  X  par  la  formule  x  =7  -*-,  et  par  la  &r*  ^ 
mule  xz^z^  4"  /  *^r>  lorsqu'on  aurait jf  en  p. 
Soit^.par  exemple,  l'équation  différentiellt 

4 

(dx^+dy')' 


3 


d«J^       =  ^» 


398      '       TRAITE     ELEMENTAIRE 

X  désignant  une  fonction  donnée    4e  x  seul  \ .  cettt 
éqnation  se  transforme  en 

0+^  =a:, 

dp 

ou 

dx dp 

En  intégrant  il  vient 

je  représente/   —  4->Cpar  ^^  et  il  en  résuit* 

Il  n'est  pas  diiEcile  de  remarquer  que  les  procédas 
de  cet  article  et  du  précédent ,  ramèneraient  à  Tordre 
inférieur,  toute  équation  d'un  ordre  quelconque,  où 
îl  n'entrerait  qu'une  des  variables  et  les  coefliciens 
différentiels  de  l'une  ou  de  Tautre. 

278.  Il  existe  encore  dans  le  second  ordre ,  d'autres 
fiDrmes  d'équations  dont  on  peut  obtenir  les  équations 
pi!imitives ,  ou  au  moins  la  réduction  au  premier  ordre  ; 
m  ais  elles  sont  trop  particulières  pour  trouver  place 
ici,.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  remarquable  dans  cet  ordre 
.et  clans  les  suivans ,  ce  sont  les  propriétés  des  équations 
du  premier  degré ,  équations  formées  d'après  celle  du 
n°  2^57 ,  et  dont  le  caractère  est  de  ne  contenir  la  fonc- 
tion cherchée  et  ses  différentielles  qu'au  premier  degré. 
La  forme  de  ces  équations  est  dans  le  second  ordre 

d'^  +  Pd^dx  +  Ç>ydx*  =  /îdx*^ 
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.   dai)^  le  troisième 

à?y  +  Pdydx  +  Qdydo:*  +  BycLzr'  ==:5dr», 
et  en  général 

les  lettres  P,  Q, U  et  ^,  désignant  des  fonc- 
tions données  de  x. 

L'équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre 

dy  +  Pdydx  ^  Qydx^  =  Ràjo^ , 
se  ramène  à  réquation 

d*z  +  Pdsdx -f  Çzdx*  =  o , 

« 

par  la  même  transformation  qui  a  seryi  dans  le  n^  aS/ 
à  faire  dépendre 

dy  4-  Pydx  =  Çdx,  de  d«  +  Pzdx  =  o. 

£n  effet ,  la  supposition  de  jr  =  AG&  donne 

dy  =  Xdz  -(-  zdX", 

d^=  JWz  +  fldAdz  +  zâ'X,  f 

et  change  Téquation  proposée  en 

JC  (d»«  +  iPd&Ar  +  Çzdjc»  ) 
+  adXds  4- PzdXdr  4- «d*X  =  «dx*. 

Si  on  fait 

d»»  +  JPdwbc  +  Q»dr*  8=  o , 

et  qa*on  parvienne  à  ijrer  de  cette  -équation  la  valeur 
de  2  en  x^  011  liiura  pour  déterminer. la  fonction  X^ 
l'équation 


♦• 
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niXdz  +  PzàXdx  +  «d*X  =  Rdx*,      • 

qui ,  par  rapport  aux  variables  x  et  X,  rentre  dans 
celles  du  n°  277  ;  et  faisant  dX==zX'dx^  elle  se  chan- 
gera en 

2X'dz  +  PzX'àx  +  zdX'  =  Rdx, 
dr  +  (p+?g)rdar=i^. 

Cette  équation  n'étant  que  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre  par  rapport  à  -X',  conduit  (257)  à 

résultat  qui  devient 
en  observant  que 


a* 


on  aura  ensuite 

X=fX'dx  +  C,       y=zfXdx  +  C'z. 

279.  Il  faut  bien  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  Tintégrale  complète  de  l'équation 

d*z+  Pàzdx  +  Qzàx^  ==  o , 

mais  seulement  une  valeur  particulière  de  z ,  qui  y  sa- 
tisfasse ;  car  les  constantes  ai^bitraires  sont  comprises 
implicitement  dan«  l'expression  dey. 

Le 


t)E     CALCUL      INTÉGRAL.  ^01 

Le  calcul  précédent  fait. voir  encore  que  de  cette 
valeur  de  s  on  déduirait  aussi  l'intégrale  complète  de 
l'équation  en  z  ;  car  si  Ton  fait  /?=  o ,  Tequation  en  y 
deviendra  semblable  à  celle-ci^  on  aura 

X'  ="     .       -,       X=fJi!àx  +  C  ; 

et     ,  y=z  zfX'àx  +  Cz 

wra  Tintégrale  complète  de  l'équation 

à^y  +  jPdjda:  +  Ovda7^  =  o  , 

£  étant  alors  une  valeur  particulière  de  ^. 
a8o.  L'équation 

d*2  +  Pd&dar+  Çzdjr»  =  o 

se  ramène  au  premier  ordre  ,  en  faisant  2=€r    *,  t  dé^ 
iignant  une  nouvelle  variable  ;  car  on  a  par  ce  moyen 

dz = e^^^'^tàx ,       d«z  =  e^'^'^-^C  i^dx»  +  dido- )  ; 

la  fonction  er    ^  devient  facteur  commun  de  l'équation 
proposée  qui  se  réduit  à 

Vax""  -f-  àtàx  +  P/dx*  +  Çdx^  =  o , 
ou  à  df+(f»+Pt+Ç)da7  =  o(*). 

* 

Lorsque  les  coeÇciens  P  et  Ç  sont  constans,  je  lèft 
désigne  par  A  tX.  B  :  T équation 


(*)  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  transformation  eflFectucè  ci- 
dessus  ramènera  en  général ,  an  premier  ordre  toute  cquntion  du 
second,  homogène  par  rapport  aux  quantités  2,  ds,  d'2,  consi- 
dérées comme  des  rariables  distinctes. 

Cale,  intégr.  Ce 
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^devient 

At  +  {1^  +  At  +  B)dx  =  o, 

et  se  trouve  séparée  en  lui  donnant  la  forme 

d^ 


(^t^  +  At  +  B) 


+  dx  =  o  ; 


mais  comme  on  n*a  besoin  que  d*y  satisfaire  >  on  ap- 
perçoit  facilement  que  si  Ton  fait  t:3:m,  m  étant  une 
constante  ^  on  aura  dtz=zo,  et 

■ 

Cette  dernière  équation  donne  en  général  deux  valeurs 
pour  m  ;  si  on  les  représente  par  m  et  m/*^  on  aura  aussi 

pour  c''        deux  valeurs ,  savoir  : 

on  am*a  donc  en  même  temps  deux  valeurs  particulières 
de  2  ^  savoir  * 

-    2=1  e«'*  et  z  =  e«'". 

On  pourrait  avec  Tune  de  ces  valeurs  trouver ,  comme 
il  a  été  indiqué  plus  haut,  la  valeur  complète  de  z  ; 
maisda.js  les  équations  du  second  ordre,  de  la  forme  de 
celles-ci ,  on  obtient  sur-le-champ  la  valeur  complète 
de  la  fonction ,  lorsqu'on  en  a  deux  valeurs  particu- 
lières 2,'et  z",  en  prenant 

C  et  C^  désignant  deux  constantes  arbitraires  ;  car  si 
Ton  substitue  cette  valeur  et  ^es  différentielles ,  et  qu'on 
rassemble  les  termes  multipliés  par  la  même  constante, 
on  trouvera 

C  (  dV  +  jPdz'dx  +  Çz'dx*  ) 

^  C  (d V  +  Pàz"àx  -jr  Qz"âjc^  ) , 
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résultat  qui  s'anéantit  >  indépendamment  des  constanteg 
C  et  C  ^  puisque  les  quantités  qui  multiplient  ces  cons- 
.  tantes  s'évanouissent  en  même  temps  que  le  premier 
meml)re  de  l'équation  proposée. 

281.  Quand  les  valeurs  de  m  sont  imaginaires^  et 
parconséquent  de  la  forme 

» 

•n  a  

on  rend  ce  résultat  réel ,  en  exprimant  les  exponen- 
tielles imaginaires  ,  par  le  rtioy^n  des  sinus  et  des  cosi- 
nus. Il  vient  (164) 

6^^^^'    =  cos /3x  +  v/^^r  sin /Sx , 

g— ^Xl/—  1  _  j,Qg  ^^  —  y/ —  j  g^  ^^  ^ 

z=e*'[(C+C')cos/3^  +  (C-Cr)/=:Tsin/3x]; 
et  faisant 


on  a 


2i  =  e     (ccos^ar+c'sini8x)î 
ou  bien 

Z'Tzpe     sin(iSa;  +  7)> 
en  prenant 

c=zpsiaq,         c'-=.pcQsq. 

Lorsque  les  Vacines  m'  et  m"  sont  égales ,  la  valeur 
de  z  ,  réduite  à 

Ce  a 
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devient  incomplète  ;  il  faudrait  dans  ce  cas  se  servir  de 
la  valeur  particulière  z  =  e"''^  pour  obtenir  rintégrale 
complète ,  suivant  le  procédé  du  n°  279  ;  niaiii  on  y 
parvient  plus  facilement  par  des  considérations  ana- 
logues à  celles  du  n°  56,  en  supposant  que  m"  diffère 
de  mf  d'une  quantité  très-petite. 

Soit  en  général  m"  =  771'  -(-  ft  ;  il  en  résulte 

développant  e**  suivant  les  puissances  de  k,  on  a 
z=i^"iC  +  C  ■+■  Ckx-\-C  '^  +  etc.) 

=  e"''*(c  +  c'x  +  c'^+etc.^ 

en  posant 

C  +  C  =  c,       Ck  =  c\ 

Cette  dernière  expression  ,  qui  satisfait  à  la  proposée 
pour  toutes  les  valeurs  de  k  ,  convient  encore,  si  ^  =0, 
ou  m"  =  771',  et  se  réduit  alors  à 

z  =e'"'^(c  4.c'j:). 

a8f2.  Soit  maintenant  l'équation  plus  générale 
d"j^  +  Jdydx  +  Bydx^  =  Rdx\ 

On  a  pour  l'équation 

d^j  +  Pdydx  +  Çydr*  =  Rdx\ 
d'après  les  formules  du  n**  278, 
y=zzfX'dx+Cz 

= Cz  +  zj^t—^  dx  (//^^"^/îzd^  +  C)  ; 
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cette  expression  ,  renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires ,  est  complète ,  ensorte  qu*il  ne  s'agit  plus  que 
,d*y  substituer  une  valeur  particulière  de  z.  L'équation 
proposée  y  dépend  de 

d*s  +  Aàzàx  +  iîzdx*  ^:  o; 

et  comme  les  coefficiens  A  e\  B  sont   constans,  on 
satisfait  à  cette  dernière  en  supposant  z  =.  e"^  ^ 

m*  +  Am  -f  ^  =  o  : 

on  aura  donc,  à  cause  de  P  =  ^, 

y=  Ce^  +  e"-/e"-^^"^""^'dx(/e^^"*""^'iîda;  +  C) 

En  intégrant  par  parties,  on  trouvera  que 
/6-^^+"'"^"dx/e^^+'"^'/îdx 

si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  àty^  et* 
qu'après  les  réductions  on  mette  /i  à  la  place  — -  (^  -^  m) 
il  viendra 

y=Ce'"* !^^ 

ml^  •' 1— 
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(**)  La  fonnule  à  intégrer  ici  revient  à 

JdUfràx  =  UJVdx ^fUrdx  (aai ). 

Ce  5 
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ou  2  changeant  la  forme  des  constantes  arbitraires^ 
v=ceî^  +  c  6'**4 :i . 

Il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  n  est  la  seconde 
racine  de  Téquafîon  m*  +  Am  +  -6  =  0,  puisque ,  par 
l'hypothèse  m  +  »  =  —  Jt.  ^ 

Lorsque  ces  racines  sont  imaginaires  ,  on  transforms 
l'expression  de  y  par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosinus , 
comme  dans  le  n^  281  ;  ou  bien  en  supposant  dans 
l'expression  générale  de  ^ , 

2f=e     cosiSo;,  ou  z-=ze     smjSor, 

valeurs  particulières  qui  résultent  de  la  seconde  expre»- 
êion  complète  de  z,  dans  le  n®  cité,  lorsqu'on  faitci=:o, 
ou  c  =0 ,  et  en  intégrant  par  parties ,  on  trouve 

y  =  e^^ [p  cos iSx  -f-  ç  sin  P>x'\ 

e     [ûn?>xje        Ràxcos^x — cos0xfe        Rdxsinfix'] 

Dans  le  cas  où  l'on  am:=in,  l'expression  trouvée  plus 
haut  pour  ^  devient  incomplète ,  comme  dans  le  n°  déjà 
cité  y  et  la  seconde  partie  de  cette  expression  se  pré- 
sente alors  sous  la  forme  |  ;  mais  on  élude  cette  diffi- 
culté en  observant  que  A  devient  égal  à  —  am,  et  que 
dans  cette  hypothèse  l'équation 

se  réduit  à 

y  =  C'e'"^  +  e'^^fâjc  (/e-""/îda:  +  C)  : 
en  intégrant  on  trouve 
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ou 

y  =  e'-'CCx  +C)+e'"'  (jxfc'^'Ràx  —fe-'^'RxAx): 

On  rencontre  fréquemment  ,   dans  les  applications 
de  rAnalyse  à  la  Physique  céleste,  Féquation 

pour  laquelle 

mz=za^ — 1,  ou  «6î=o  et  j8  =  a; 
son  intégrale  sera  donc 

^  =/7  coi  aa;  +  9  sin  ax 

sin  axfRàx  cos  ax — cos  axfRix  sin  ax 

a 

La  fonction  R  a  ordinairement  la  forme 

^  +  -B  cos  iSx  +  ^  cos  yx  -[-  etc.       ^ 

Ay  By  C,  etc.  étant  des  coefficiens  constans ,  i8 ,  ^,  etc.  dé- 
signant des  nombres  entiers  ;  et  les  intégrations  indiquées 
s'effectuent  par  le  procédé  du  n°  19Ç. 

a83.  L'intégration  de  l'équation 

d'^z  4- Pdzdjc  +  Çzdx*  =  0 ,    , 

peut  rarement  s'effectuer,  lorsque  les  coefficiens  JP  et  (^ 
sont  yahables  ;  on  y  réussit ,  par  exemple ,  lorsque 


a  +  bx'       ^  ""(a+Aa?)»* 

Ofl  a  (â8o) 

Ce  4 
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faisant 
il  vient 

On  satisfait  encore  à  cette  équation  en  prenant 

d'où  on  tire  deux  valeurs  de  t,  savoir  : 

m'  m" 


u-^-bx*  a  +  ^jp* 

mais  puisque 

on  aur4 


m'  m" 


284.  L'équation  générale 

d^^  +  Pd»^-»  y  dx  4.  Çd«-*j'dx* ^Vy^x^'i^zV^x^ 

jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  que  je  viena 
d'exposer  sur  l'équation  du  premier  degré  et  du  se- 
cond ordre. 

i".  Lorsque  le  terme  T^dx*  y  manque ,  ou  qu'elle  est 
^     de  la  forme 

d"z  +  Pd-^-^^djc -f-  Çd^-^zdx* +  Vzàx""  =  0^ 

i^  suffit  de  connaître  un  nombre  n  de  valeurs  parti-=: 
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cuUères  dez,  pour  obtenfr  sur-le-champ  l'expression 
générale  de  cette  fonction ,  ensorte  que  si  on  désigne 
par  Zi,  Za,  zsi Zn,  ces  valeurs ,  on  aura 

C,  (?ft, C«,   étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  proposition  est  facile  à  prouver  ;  car  il  est  évi- 
dent que  chacune  des  équations 

C^(d»z;,+Pd«-»z,djc+Çd»-«Z|da7*. . .  +  Uz,dx'')=:o 
Ca(d«2;a+Pd'--%dx+Çd"-%da:». .  .+Uzadx^)=o 

C„(d"z«+Pd«-'z„dx+Çd«-»z;„dx*. .  .  +  C/z„dx*)=o , 

étant  identique ,  par  l'hypothèse ,  leur  somme  donnera 
une  équation  identique  qui  sera  précisément  celle  qu'on 
obtiendrait  en  mettant  dans  la  proposée,  à  la  place  de  a 
et  de  ses  différentielles,  les  valeurs  qui  résultent  de 
l'expression  générale  de  z. 

2®.  On  peut  faire  dépendre  l'intégration  de  l'équa- 
tion 

dy  +  Pd^-ydx  -f  Çd^-^dr*  ...-+•  Uydx*=  Fda^ 
de  celle  de  l'équation 

d«z  +  Pd^-^^dx^-  Qd«-*2;dr* , . .  +  Uzdx"  =  o. 

Cela  se  prouve  facilement,  en  supposant  que  la  va-* 
leur  de  y  soit  de  la  même  forme  que  celle  de  z  ,  mais 
que  les  quantités  C, ,  €^,  C3 , . . .  au  lieu  d'être  cons- 
tantes comme  ci-<lessus ,  soient  des  fonctions  de  x, 

Po\ir  fixer  les  idées,  je  prends  l'équation  proposéç  du 


»  '   —       ' 
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troisième  ordre  seulement  :  il  vienty=:C,z,+C»2a4-^;*5j, 
expression  dans  laquelle  il  faut  déterminer  Cy^  C^  et  C3, 
de  manière  qu'elle  satinasse  à 

d'j  +  Pà^yà^x  +  Qd^dx*  +  Vyàx^  =  /^dor». 

Si  on  forme  .  successivement  les  valeurs  de  d^ ,  d^ 
et  d^j^,  en  traitant  C,,  C»,  C3,  comme  des  variables; 
on  trouvera  d'abord 

dj=C»dz,+Cad5a+C3dz3+2i,dC,+ZadCa+Z3d(?3  ; 

mais  comme  on  a  trois  quantités  à  déterminer^  et 
que  la  question  proposée  n'offre  qu'une  condition,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  à.  volonté,  et  f^irç  çn 
conséquence 

ce  qui  donnera 

dy  =  Cidz,  -f-  Cftdsa  +  Csdas* 
En  différentiant  cette  valeur,  il  viendra 
d*j^=:C,d^2i,+Cad»Za+6'3d%+ds,d(7,+d2;adCt+dz3dC3; 

posant  encore 

dz,dC,  +  dzadCa  +  dsadCs  =  o, 
il  restera 

d»^  =  C,d»z»  +  C.d^za  +  C^à^zz , 

d'où    on   tirera 

à^y  —  CA^z,  4-  C^d^Za  4-  C'sd^za  ^ 

-f  d^z.dC,  +d^z,dCa4-  d'zsdCs. 

Par  la  substitution  des  valeurs  de  j',  dj^ ,  d^  et  d^  , 
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réquatîon  proposée  deviendra 

4-Ca(d^Za+Pd%dx4-Çdzadx»4-î/zadar3)  r_^,  , 
+ C3(d3£3+Pd*Z3dje+  Qda3dx*+  Uzadx'^)  ^ — -''^  ^-^  > 
+d»z,dC\+  d%dCa+d%dC3  J 

et  se  réduira  à 

puisque~îès  fonctions  Zi ,  z^  et  213 ,  satisfont  à  l'équa- 
tion 

à?z  +  Pd«adx  +  Çdzdx*  +  Uzdx^  =  o  : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dCi ,  dCa,  et 
dC3,  les  trois  équations 

i5,dCi+     ZadCa4-     23dC3i=:0 

dz,dCr+  dzad^a  !-  dz3dC3" 
d^'z.dC.+d^ZadCa+d^zsdCs- 

dont  on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  diffé- 
rentielles ,  exprimées  en  x  et  en  d.r  ,  lorsque  celles 
de  z, ,  Za,  Z3,  etc.  seront  connues.  On  en  déduira  par 
rélimination  des  résultats  de  la  forme 

dCi  =  Xidor ,       d^a  =  Xadir ,      dCj  =  Xsdx , 
d'où 

C=/X,dj:-|-c, ,    Ca=/Xada7+Ca,    C3=fX^-\-C3; 

et  parconséquent 

^y=:z.(/X.dr+cO+Za(/Xadxfca)+Z3(/X3d.r+c3) 

sera  l'intégrale  complète  de  Téquation  proposée. 

Si  Ton  ne  connaissait  que  deux  valeqrs  particulières 
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de  z ,  la  proposée  ne  pourrait  s'intégrer  qu'avec  le  se- 
cours d'une  équation  du  second  ordre.  En  eBFet,  on 
,  aurait  alors 

y  =  CjZi  +  ÇaZa ,       dy  =  Cidc,  -{-  C.dsa^ 

en  faisant 

ZidC,  +  z»dCa  =  o  ; 

mais  puisqu'on  ne  pourrait  disposer  que  d'une  seule  des 
quantités  C,  et  Ca,  il  faudrait  employer  le  dévelop- 
pement complet  de  d^ ,  qui  serait 

ce  qui  donnerait 

d3^=:C.d^2.  f  Cad^z»+2d*2iidC,+2d%dCa 

+dz,d*C,+dzad*^a.^ 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci-dessus,   on  obtiendrait 

I 

dzjd'C+àzjad^'C+sd^^idCi     4  ad^dC^     1  _^^   - 

+Pdi:xd6\dx+Pdzadada  j  ~"^       ' 

équation  de  laquelle  on  chassera  d6*a  et  d''(?a ,  en  tirant 
leurs  valeurs  de  l'équation  ZidCi-f-ZadCa  :::::o  ,  et  de  sa 
différentielle-,  la  résultante  rfe  contena^nt  que  d^C,  j, 
dCi,  et  des  fonctions  de  r,  se  ramènera  au  premier 
ordre  (277). 

Enfin,  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  valeur  de  z^ 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre,  réductible  au  second;  c'est  ce  dont  il  est  facilQ. 
de  se  convaincre,    en  mettant  dans  la  proposée, 

C,Z| ,     C,d2i+z,dC, ,     C.d'^Zi+adzidCï+Zid^CL , 
Cxd^z.+Sd^ZxdCx+Sdz.d^C,  f  z.d^C,  ;^ 
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au  lieu  de 

y,  dy,  d»y  et  d^^  : 

réquation  produite  par  ces  substitutions  pourra  se  ré- 
duire à 

z,d3C,+3dz,d»C,     +3d»z,dC,        j 

+/^Zid-6\da;+2Wz.,dCda?  i  =Vàj?, 

Si  Ton  suppose  ^=o,  l'équation  en  y  devient  la 
même  que  celle  qui  doit  donner  2;,  et  parconscquentles 
calculs  précédens  font  voir  comment  avec  deux ,  ou 
seulement  une  valeur  particulière  de  cette  fonction,  on 
peut  parvenir  à  son  expreasion  générale. 

La  méthode  appliquée  ci -dessus  à  l'équation  du 
premier  degré  et  du  troisième  ordre  ,  convenant  aux 
équations  du  même  degré  dans  tous  les  ordres ,  on 
conclut  de  ce  qui  précède  ,  que  6i  l'on  a  un  nombre  d 
de  valeurs  particulières  de  z  y  on  en  diduira  immédiate.'- 
ment  V expression  générale  de  cette  fonction;  et  l'on 
parviendra  à  la  même  expression  y  dans  le  cas  où  l'on 
ne  connaîtrait  quen — 1  veneurs  particulières ,  en  inté- 
grant une  équation  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre:  cette  proposition  est  due  à  Lagrange,  ainsi  que 
la  démonstration  que  je  viens  d'en  donner. 

285.  L'équation 

d^z  +  />d«-»zdx  +  Qd^-^zdx^ . . .  +  L'zdx»  =  o 

ne  peut  s'intégrer  dans  tous  les  cas  ;  mais  on  y  satisfait  en 
faisant  z=e"*,  lorsque  les coefliciens  P,  Q,. .  .U,  sont 
constans,  parceque  dans  cette  hypothèse  elle  denent 
diviâble  par  e^*dx",  après  la  substitution  des  valeurs 
de  z,  àzy  d*z, d"z,  qui  sont 

e"* ,     e^'màx ,    e""m*ii:* e'"'/n"da;"  : 


I 
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onjtrouve  alors 


m. 


«  +  P/71»-*  +  Ç/n»-* +  U=o. 


Si  on  désigne  par  m,,  t??», ..... .m„,  les  n  racines  dt 

cette  équation^  on  aura 

TriiX  m^x  Tn^x 

Zi  =  e        ,         «ft=e        ,...z„=:e        ; 

et  parconsQquent  / 

z  =  CiC        -f-  CaC        +  Cse         +  C«e        . 

Telle  est  l'expression  générale  de  z  lorsque  les  ra- 
cines nii ,  ma, ... .  sont  toutes  inégales  et  réelles. 

Si ,  parmi  ces  racines  ,  il  s'en  trouve  d'imaginaires , 
comme  elles  vont  toujours  par  paires,  de  la  forme 

a  +  ^gy/ZT,       rt^j^v/HT, 

on  pourra  faire  disparaître  les  v/«— i ,  en  changeant  les 
exponentielles  en  sinus  et  en  cosinus,  parles  formules 
du  n"  i64*>  et  si  mj  et  m»  sont  deux  racines  imaginaires 
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de  la  même  paire ,  les  termes  C,e  *  -f-  C^e  *  , 
qu'elles  fournissent  à  la  valeur  complète  de  z,  de- 
viendront (281) 

=  e*^[(C»+Q  cos/3a:+(C,-^Ca)  {/^  sin  /Sx] 
r=  e*^  (ci  cosiÔx  +  Ca  sin  iSjc)  z=zpe^^  sin  (/?a:  +  ^ ). 

Si  quelques-unes  des  racines  ttij  ,  zTia,  etc.  deviennent 
égales  entr'elles,  la  valeur  complète  de  z  perd  de  sa  gé- 
néralité,   parcequ' alors  plusieurs  des    constantes   Ci, 
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Ca,  Çj,  etc.  se  réduisent  à  une  seule,  ainsi  qu'on Fà 
vu  pour  le  deuxième  ordre  (a8i).  Soit  d* abord /7Zt=^a: 

les  deux  termes  Cie    *    +C^e    *    n'en  donneront  qu'un, 

savoir^  {C^-J^C^e    *    ;  l'expression  de  a  ne  renfermera  - 
plus  qu'un  nombre  n — i  de  constantes  arbitraires  ;  maû 
si  on  suppose  7na=m,+A,  on  trouvera 

C^e        +Ae        — «        C^i+C^e     ) 

ce  qui ,  en  changeant  C,-|-Ça  en  c, ,  et  CJt  en  c» ,  de- 
viendra 

e    *    (ci+c^-f-c, }-etc.  j, 

tu  X 
et  e    *   (Cf+faî^),  en  faisant  A=:o. 

Sûbstituahtcette  quantité  à  la  place  de  C^e  '  -)-C»e  *  , 
la  valeur  de  a  reprendra  la  généralité  qu'elle  doit  avoît 
pour  être  Tintégrale  complète  de  l'équation  proposée  ; 
on  aura  donc 

z-rze        (^Cf^c^xj-^Cse       -(-etc. 

Pour  arriver  au  cas  où  m^  =  ma  =  ms ,  on  fera  danf 
le  résultat  précédent  ma  =  m^  -f-  4',  et  il  deviendra 

z=e        (^i-t-^a^+v3C       )  +  etc. 
En  développant  e*'*,  on  trouvera 

zz=e^'''^c,+C3+(.c^+Csk')x+cJ^  ^.^3^^+ etc.l  - 
cbangeant  les  constantes 

Ci  +  C^,  Ca  +  C^k'  et  C| — »^  en  «, ,  Ca  et  cj. 
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il  en  résultera 

2i=e        (  c,  +  Car  +  cao:* 4.  ^^"3"  +  ®*^v)  +  ®*^^' 

et  a=e    *    (ci  +CaX  +  C3JC*)  -f  etc.  lorsque  ft'=  o* 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  si 

m,  =  THa  =  m3  =  m^ , 
l'expression  générale  de  z  sera 

/H  X 

z=:e    *    (Ci  +  CaX  +  csr'  +  c^a:') +  etc. 
et  ainsi  de  suite. 

286.  Si  l'on  a  un  nombre  m  d'équations  diiOFérentiellei 
du  premier  degré,  renfermant  un  nombre  m  -f  1  de  va- 
riables ,  une  seule  de  ces  variables  sera  indépendante ,  et 
les  m  autres  en  seront  des  fonctions.  Quand  ces  der-*- 
nières  et  leurs  coefticiens  différentiels  ne  s'élèveront  pa3 
au-delà  de  la  première  puissance ,  danf  les  équations 
proposées ,  qui  seront  alors  du  premier  degré ,  on  pourra,' 
par  la  méthode  indiquée  au  n°  119,  parvenir  à  une 
équation  différentielle  du  premier  degré  entre  l'une  des 
fonctions  à  déterminer  et  la  variable  que  l'on  regarde 
comme  indépendante  ;  mais  on  peut  quelquefois  éviter 
les  calculs  de  l'élimination,  en  intégrant  conjointement 
les  équations  proposées. 

D'Alembert  est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de 
l'intégration  immédiate  de  plusieurs  équations  différen- 
tielles ,  et  la  méthode  qu'il  imagina  dans  cette  occasion 
est  trop  ingénieuse  pour  la  passer  sous  silence. 

Soient,  1°.  les  équations 

du-j-(^Au  -+'Bx)dt=Tdt, 

dx  +  iA'u+  B'x)  dt  =  Tdt, 

où 
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eu  l'on  regarde  le»  variables  u  et  sp  commp  des  fonc- 
tions de  la  yafiable  indépendante  t;  si  on  multiplie  la 
seconde  pas  un  facteur  ê,  fonction  de  J,  et  quon 
JL'aioutft  çwûte  à  U  préfère,  il  viendra 

dB-Md*4€(-^+^«)"+(^+^*)^]<î^^^+r'û)dt, 

résultat  qui  rentrerait  dans  Féquation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre ^  à  deipc  variables  seulement^  h 
l'on  avait 

puisqn'ffii  £ùs4Hl; 

,  B  +  B'd 

onN  troi:lv^r9it 

de  +  <^  +  ^a)  zàt=  CT^  rô)  d^. 

Pour  que  la  condition  exigée  soit  remplie^  il  fa^t 
en  général  que 

chassant  d  de  la  seconde  équation,  on  en  déduira  une 
relation  entre  les  coefficiens  A^  B ,  JC ^  ff , 

Lorsque  ces  coefficiens  seront  constans,  elle  sera 
satisfaite  imn^édifitement ,  en  supposant  6  constant  ;  et 
ce  facteur-  sera  déterminé  par  la  première  équation  , 
qui  ne  ra^nte  qu'au  second  degré.  Si  on  désigne  par  6^ 
et  âiiy  les  valeurs  de  ô,   qui  seront   aussi   celles  de 

■  .  ,  ^/^;.par  a,  et  Ca,  celles  de^+^'ô;  enfin, 

par  Tx  et  Ta,  celles  de    .  ,  ^^,  on  trouvera  (267 > 

ces  deux  équations  primitives  :  ^ 

Ca&.  intégr»  Dd  * 


4i8  TRAITÉ     £  LÉ  MENT  A-IR'E' 

desquelles  on  tirera  les  expressions  générales  de  u  et 
de  or ,  et  où  yi  et  y  à  solnt  des  constantes  arbitraires. 

Les  équations  proposées  ne  paraissent  pias  d*abord 
aussi  générales  qu'elles,  pourraient  l'être  ^.  parce  que 
toutes  les  différentielles  n'entrent  pas  à-la^fois  dans 
chacune  ;  mais  si  Ton  avait  les  équations  suivantes  : 

-    ■  •       ^ 

Mdu  +  Nàx  +  (Pu  +  Qx)dt  =:  Rdt, 
M'du+  N'dx+  (i^M-f  Ç'xydt  =  /Td^ 

on  les  ramènerait  facilement  aux  premières ,  en  éliminant 
alternativement  dx  et  du  :  on  pourrait  aussi  y  appliquer 
immédiatement  le  procédé  ;  mais  le  calcul  est  plus 
simple  dans  la  première  forme ,  laquelle  d*ailleurs  se 
rencontre  le  plus  fréquemment  dans  les  applications. 
J'observerai  enfin  qu'on  aurait  pu  sç  procurer  une 
indéterminée  de  plus ,  en  multipliant  la  première  des 
équations  proposées  par  un  facteur  aussi  bien  que  la 
seconde  ;  mais  cela  est  inutile  pour  le  cas  où  les  coeffi- 
5;.iens  du  premier  membre  sont  constans  ,  le  seul  dont 
il  soit  à  propos  de  s'occuper  ici. 

a**.  Soient  les  équations 

du  +  {Ju  -f  ^x  +  Cy)dt  =:  Tdt, 
dx  +  (^'u+  £'x+  Cy)dt  =  T'dt, 
ày  +  (^"a+  B"x+  Cy)dt  =  T"dt, 

dans  lesquelles  les  coefiiciens  du  premier  membre  dé- 
signent des  constantes  *,  on  multipliera  la  deuxième 
par  ô  ,  la  troisième  par  6';  on  les  ajoutera  ensuite  avec 
la  première  -,  ce  qui  donnera  un  résultat  ^  qu'on  mettra 
aisément  sous  la  forme 


BE     CALCUL    INTÉGRA  L;  419 

du+flAt+Cdy-f- 

Pour  qu'il  puisse  se  cliange^  en  une  équation  du  pre- 
mier degré  et  du  premier  ordre  à  deux  variables ,  il 
faudra  que 

Ces  dernières  équations ,  qui  déterminent  S  et  V,  con- 
duisent par  l'élimination ,  à  une  équation  finale  en  d 
ou  en'â',  où  l'inconnue,  après  les  réductions  conre-^ 
liables,  ne  monte  qu'au  troisième  degré. 

Considérant ,  en  particulier,  chacune  des  racines  de 
cette  dernière ,  on  obtiendra  trois  équatit>aa  primi- 
tives de  la  forme 

«  +  f,^  +  9'^  =  e— '(/e«''r.d(  -J-  ^,) 

«  +  U  -h  fl'o'  =  «""''  C/«"''7;dJ  -|->.) 

a  +  633;  -f-  fl-ay  =  c-«>'  {f^^'T^  +  y,  y. 

287.  D'Alembert  applique   aux  équations  du  pre? 
mier  degré  d'un  ordre  quelconque  ,  ce  procédé,  qu'oj 
étend  sans  peine  à  un  nombre  quekoi  _       -■     -  - 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre;. 
il  ramène  les  premities    aux  secondes,  j 
exemple,  deux  équations  de  la  fom;»  > 

à!'u+{Jàu+Bdx)àt-i~{Cu  +  Dxy 
à'x+(_J'àu+B'àx)àt  +  (_Cu  +  D'x) 
.ilfaitdu=j3d^,  dj;:= 
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'  l^  cinq  varifvbles  p,  q  ,t  ^utlx^les  quatre  éqnatioiia 
du  prefmer  ord»^ 

dp  +  (^  p  4- J?  ^  +  C  u  + 1>  xc)  di  =  r  d/ , 

di*-r-*pd^  =  o, 
dx-f-!-fdl=so, 

qu'il  traite  alors  par  la  méthode  du  n^  précédent. 

Cet  artifice  d'analyse  s'applique  également  aux  équa-i 
'   tions  du  premier  degré  de  tous  les  ordres  ^  quel  que  soit 
leur  nombre. 

Méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  différentielles  (ht  premier 
et  du  second  ordre. 

r 

a88.  Après  avoir  épuisé  les  moyens  connus  pour  in- 
tégrer une  équation  différentielle ,  il  faut  chercher  à  la  • 
résoudre  par  approximation  ,  c'est-à-dire,  à  en  tirer  la 
valeur  de  j^  en  a: ,  au  moyen  d'une  série.  L'idée  qui  se 
présente  la  première  pour  cela ,  est  de  prendre  pour^ 
une  série  à  coefRciens  indéterminés ,  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  x  ;  mais  il  faut  le  plus  souvent  des 
artifices  particuliers  pour  déterminer  les  exposans  , 
lorsqu'ils  ne  suivent  pas  la  progression  des  nombres 
entiers.  Quand  la  forme  de  cette  série  est  connue  ^ 
on  parvient  à  trouver  ses  coefficiens ,  en  la  substituant 
ainsi  que  sa  différentielle ,  au  lieu  de  j^  et  de  dy  ^ 
dans  réquation  proposée. 

Si  on  avait,  par  exemple,  l'équation 

ày  -i-  yàx  zsz  jnx^àx, 
on  supposerait 
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y  =  Ax"-  +  fi  j;*"*"  '  +  Cx^^  +  etc . 

mettant  cette  valeur ,  ainsi  que  celle  de  dy,  qui  en  ré- 
sulte,dans  Ay-\-yAx:=m3^ix ,  en  observant  d'assembler 
les  termes  de  manière  qu'on  puisse  former  un  nombre 
suHisant  d'équations  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coeificiens,  sans  tomber  dans  des  contradictions,  onaurait 

*^-^~'+C«+0*3:"+(«+a)Ca:'+'+C*+3)Dx"+"+etc.j_ 
— ma^    4.  ^jc'-^  fix*+>+  .         Ca;'+"+etcÀ 

équation  qui  deviendrait  identique  en  faisantn=*— 1 , 


ou«=yi+i,et-/=— ,5=-r — \,C=- 


^  =  «(«+!)  C=t+a)  C*-f-3)'   ^*''' 
et  on   trouverait  < 


^C»+')(»+a)(«+3) 


Cettevaleurdej/estîncompléte,  puisqu'elle 
ferme  point  de  constante  arbitraire,  et  il  en  s 
pour  tous  les  cas  où  la  constante  ne  peut  S 
la  variable  x,  dans  le  dtîvcloppement  t 
voici  comment  on  pourrait  en  obtenir  \ 
toute  la  généralité  que  comporte  une  îatâ^ 

a89.Soitf(a:,_y,  c)=ol'intégraied'HneéqHM 
rcntîelle  quelconque;  pour  en  tiélen 


il  Faudrait  connaître  la  valeur  Ae  y  <iu 
.  certains  valeur  de  j;  ;  sai 
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quand  xz=.a  :  au  moyen  de  cette  condition  on  au- 
rait f  (a ,  6,  c)=o ,  d*où  on  tirerait  la  valeur  de  c  en  «e  et  6. 
Il  est  évident  qu'on  remplira  le  même  but  en  préparant 
Texpression  àey ,  déduite  de  Téquation  différentielle,  de 
manière  qiï*en  y  faisant  a:  =  a ,  il  en  résultej^=ft  ;  or  , 
c'est  ce  qui  peut  s'effectuer  en  posant  x=a-f-^  ;  y=b'\'U^ 
et  prenant  pour  représenter  u ,  une  série  dont  tous  les 
termes  s'évanouissent  quand  t=  o. 

L'équation    d^  -f  j'^x  =  77ia:"da:    devient  par  cette 
transformation  da  +  (^  + 1^)  df = m  (a-f- 1)",  et  faisant  ^ 

tt  =  ^i*  +  BV"^^  +  a*-»-^  +  etc. 
on  trouvera 

.t^^*"'+(*+i)Z?t*+(*+2)a*+'+etc. 

— ma"— m- a"-'i— m  ^^^^-a"-*^*+etc. 

1  1.2  . 

il  faudra  supposer  dans  cette  équation  a — ir=o,  ou 
Et  =  1 ,  et  il  viendra 


A  =  ma" — h^  B  = 


2 


C  = ^^ ' = î- ,   etc.   ^ 

2,0 

290.  La  série  de  Taylor  s'applique  immédiatement  à 
la  même  recherche.  En  regardant  b  comme  une  fonc- 
tion de  a,  cette  quantité  deviendra 

y    ,  âbt       â^b    t^     .  à^b      t^       , 
ûa  1        da'*  1.2       da^  1.2.0 

lorsque  a  se  changera  en  a  +  f  ;  et  on  aura  parcon- 
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séquent 

3^i+^=6+^.  +  __  +  ___  +  etc. 

Mais  puisque  a  et  b  sont  deux  valeurs  correspondantet 

de  jc  et  de  j^ ,  il  doit  y  avoir  entr' elles   et  le   co*effi- 

db    ,        ^  ,    .  ,  dy 

cient  T-,  la  même  relation  qu  entre  x,y  et  -^  :   on 

trouvera  donc  la  valeur  de  -î-  ,  en  mettant  a  et  6  à  la 

dû 

place  de  x  et  de  j' ,  dans  Véquation  proposée  ;  et  les  dif- 
férentielles successives  de  ce  résultat  donneront  les  va- 

1         j    d**    d'b  ,     r  .     , 

leurs  de  t--,  -^-s,  etc.  par  un  calcul  absolument  sem- 

blable  à  celui  du  n^  4^- 

Cette  série  sera  en  général  convergente,  lorsque  t  sera 
très-petit  ;  et  pour  s'élever  à  des  valeurs  de  x  plus  con- 
sidérables que  a+f ,  il  faudra  faire  a-ffcrra, ,  b-i-u  -r.  b^ , 
substituer   ces  quantités  dans  l'équation  difFérentiella 

JL 

proposée ,    afin  d'en    conclure    les   coeiïiciens    -7-^  , 

T — -*,  etc.  au  moyen  desquels  on  formera  une  nou- 
velle valeur  de  y ,  correspondante  à  «i  +  ^  ^^  expri- 
mée par  une  série  semblable  à  la  précédente.  On  fera 
usage  de  cette  dernière,  tant  qu'elle  sera  convergente  , 
et  on  en  formera  ensuite  une  autre ,  comme  il  vient 
d'être  dit. 

.  Ce  procédé   cesse   d'être  applicable   quand   c 
qu'un  des  coefficiens  différentiels  deviçnt  infini  ; 
cela  n'arrive  que  parçeque  la  fonction  j'  cjst  réellen 
infinie  quand  a:==a,  ou  parcequ'alors  la  série  qia 
prime  cette  fonction  doit  renfermer  des  puissances  t 

Dd  4 
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tionnaires  de   x.  Le  premier  cas    aurait    lieu ,    par 

exemple ,  pour  l'équation  dy  =  ■    ■      ,  dont  l'intégrale 

est  y  =  cl  (x — a)  -,  il  faut  alors  prendre  la  première 
valeur  de  x,  différente  de  a.  Dans  le  second  cas,  il 
faut  déterminer  les  exposans  de  la  série  qui  doit  repré- 
senter y ,  et  lorsqu'on  les  connaît ,  on  peut  encore  se 
servir  de  la  série  de  Tajrlor.  Si,  par  exemple,  la  série 


m  m 


procédait  suivant  les  puissances  de  ar",  on  ferait  a:"=z  ; 
on  transformerait  en  conséquence  Téquation  différen- 
tielle proposée,  et  on  développerait  après  ,  suivant  les 
puissances  de  z\  au  reste,  on  a  du  remarquer  que  le 
premier  moyen  (  289  )  est  exempt  de  cçt  incon- 
vénient, ♦ 

29 1 .  Ce  sont  encore  les  mêmes  procédés  qu'on  applique 
aux  équations  du  second  ordre  et  des  ordres  supé- 
rieurs. Le  plus  général  est  celui  dans  lequel  on  prend 
pour^  une  série  dont  les  exposans  sont  indéterminés 
aussi  bien  que  les  coeîRciens;  l'exemple  suivant  don- 
nera une  idée  de  la  manière  dont  on  obtient  la  valeur 
des  uns  et  des  autres. 

Soit  r équation 

^y  +  ax'^ydx*  =  o  ; 
si  on   suppose 

^  =  ^jc*  +  Bjl^'^^  +  Cx*"^^*^  +  etc. 

€t  que  la  suite  des  exposans  soit  croissante,  ou  que 
I?  soit  positif,  on  pourra,  en  supposant  x  très-petit, 
concevoir  que  ^  se  réduise  à  son  premier  terme,  par- 
ceque  les  suivans  sont  trop  petits  pour  être  comp4- 
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rableî  à  ce  premier,.  Dans  cette  hypothèse ,  on  pourra 
se  borner  à  prendre 

y-=Ax   ,      à'y=:9.(_A—'i')  Ax      dx', 

et   l'équation   proposée  deviendra 

«(« — i)Jx'~'' -i- aAx*    "  ;=  o. 

n  ne  sera  pas  posûble  de  déterminer  a.  pour  que 
les  deux  exposans  <t— 3  et  *-f-n  deviennent  égaux  , 
excepté  dans  le  cas  particulier  où  n^=  —  2;  mais  l'ex- 
posant (le  X  étant  plus  considérable  dans  le  second 
ternie  que  dans  le.  ptAiier ,  on  peut  négliger  l'un  da 
ces  termes  vis-à-vis  de  l'autre,  et  l'équation  se  trou- 
vera vériliée,  par  approxiraationj  de  deux  manières, 
savoir,  en  prenant  «=:  o,  et  azr:i ,  parceqne  l'une  et 
l'autrehypothèsefaitévanouirleterme  a(a — l'j.-lx  "  , 
qui  est  le  plus  grand  de  l'équation  :  A  reste  donc  in- 
déterminé ,  et  l'on  a  deux  séries,  l'une  commeuçant 
par  A  ,   l'autre  par  Ax.     " 

En  prenant  successivement 

y  =  A-+-  Ex^+  Cx^*  4-  etc^ 

y=.Ax  +  Bx 

et  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que 
pondantes  de  d^,  on  reconnaîtra,  bl, 
termes,  que  S  doit  être  égal  à  3;  et  d 
chaque  casIes-coelTiciens  A,  8,  C 
à  ces  deux  séries  ; 
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A  —  z 77 — ; — r  -f- 


(/i-H  1  )  (/i+2)  (a/z+3)  (a/z+4)  (3/i-f  5)  (3n+6)  "'"^^^' 

AX ; ; r-7 r^"^ 


(a+2)(;i+3)    '    (n+2)(.l+3)  (2/1+4)  (2/1+5) 

(/z+2)(;i+3)(2n+4)(27i+5)(3fi+6)(3/i+7)'^^^^' 

Les  développemens'  rapportés  plus  haut  ne  sont  que 
particuliers ,  puisqu'ils  ne  contiennent  que  la  constante 
arbitraire  A\  mais  en  écrivant  dans  le  dernier  Ax  à  la 
place  de  -^ ,  et  prenant  ensuite  leur  somme ,  on  aura , 
à  cause  de  la  forme  particulière  d«  Texemple  proposé , 
(279)  une  expression  générale  de  y. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  ri°  290,  sur  les  équa- 
tions du  premier  ordre ,  peut  s'appliquer  à  celles  du 
second ,  avec  cette  seule  différence  que  le  second  terme 
des  séries  rapportées  dans  cet  article  doit  être  regardé 
comme  arbitraire,  puisque  l'équation  proposée  ne  donne 

que  le  coefficient  -7-^  et  ceux  qui  le  suivent.  Pour  dé- 
terminer entièrement  l'expression  de  y ,  il  faut  donc 
connaître  ce  que  deviennent  cette  fonction  et  son  pre- 
mier coefficient  différentiel ,  lorsque  x  reçoit  une  va- 
leur particulière  a,  ou  bien  encore  avoir  deux  valeurs 
particulières  de  y  ^  correspondantes  à  deux  valeurs 
données  de  x\  mais  ce  dernier  procédé  n'est  appli- 
cable en  général  qu'à  l'intégrale  seconde  ,  exprimée 
par  un  nombre  fini  de  termes. 

292.  Les  procédés  approximatifs  fournis  par  la  série 
de  Ta54or ,  et  qui  s'étendent  à  tous  les  ordres  ,  font  voir 
q^ue  les  équations  différentielles  à  deux  variables  sont 
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toujours  possibles  ,  c'est-à-diçe  qu'on   peut  toujours 

assigner  des  valeurs  soit  rigoureuses  ,  soit  approchées ,         , 

de  la  fonction  qu'elles  déterminent  :  la  même  chose 

se  prouve  aussi  par  des  considérations  géométriques.  • 

£n  effet  ^  quand  il  s'agit  d'une  équation  du  premier 

\       dy 
ordre ,  on  en  tire  la  valeur  du  coefficient  -p  qui  exprime 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  la 
ligne  des  abscisses ,  la  tangente  de  la  courbe  relative        . 
a  cette  équation  ;  prenant  donc  le  pomt  M^jig.  5o ,  cor- 
respondant aux  coordonnées -^P= a,  PM-==.  b,  on  mè- 
nera la  ligne  MT,  faisant  avec  MQ ,  parallèle  à  jiB  ^ 

l'angle  M^MQ,  égal  à  celui  dont  la  tangente  est  j-  ; 

cette  droite  touchera  la  courbe  cherchée,  au  point  M. 
En  regardant  la  courbe  et  sa  tangente,  comme  confon- 
dues ensemble,  dans  les  environs  du  point  de  contact ,  la 
droite  TM  déterminera ,  pour  un  point  P' ,  infiniment 
proche  de  P,  l'ordonnée  JP'M'  avec  laquelle  on  calcule- 
ra, par  l'équation  différentielle  proposée ,  la  tangente  de 
l'angle  M"M' Qformé  au  pointilf',  par  la  tangente  T'M^ 
consécutive  à  TM.  La  continuation  de  ce  procédé  donne- 
ra un  polygone  qui ,  à  mesure  qu'on  en  multipliera  lea 
côtés ,  différera  d'autant  moins  de  la  courbe  à  laq\ielle. 
appartient  l'équation  proposée.  Il  résulte  aussi  de  cette 
construction ,  qu'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  représente  une  infinité  de  courbes ,  puisqu'on  peut 
prendre  le  premier  point  M  où  on  voudra. 

Dans  les  équations  du  second  ordre ,  qui  ne  donnent 

que  le  coefficient  -r^ ,  on  substitue  les  paraboles  os- 

culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  un 
premier  point  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  soient  a;  =:c, 
y  z=:b,  on  formera  l'équation 
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j  — i==^(x  — a)-f /?(x  — a)» 

.  qui  appartient  à  une  parabole  passant  par    ce  point. 
£n  la  difTérentiant  deux  fois  de  suite ,  on  en  tire 

dx  '      dx*       ^    ' 

le  coefficient  j4  demeure  arbitraire  ;  mais  B  est  déter- 
miné en  mettant  dans  Téquation  proposée ,  a^b  et  j4 , 

au  lieu  de  ^>  y  y-^-'  on  construit  donc    en  premier 

ne. 53. lieu,  une  parabole  MN ^  fîg,  53  ,  qui  passe  par  le 
point  M ,  et  dont-  la  tangente  à  ce  point  fasse  avec 
Fabscisse  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 
soit  donnée.  On  calcule  la  valeur  de  l'ordonnée  P'M^ 

de  cette  courbe  et  celle  de  ^  ,  correspondantes  à  un 

point  P^y  pris  très-près  du  point  P ,  sur  Taxe  des  abs- 
cisses ;  puis  mettant  ces  valeurs  dans  F  équation  difFéren- 

d*y 
tielle  proposée,  on  en  déduit  une  nouvelle  valeur  de  -r-^. 

En  représentant  celle-ci  par  i?„  et  faisant  i.  et  uii  cellei 

de  P^M'  et  de  -f-  ,  on  forme  l'équation 

y— è,  ==:^,  (x— a,)  +  5,  (x  — a,)* 

de  la  seconde  parabole  osculatrice  avec  laquelle  on  en 
déterminerait  une  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  modifierait  aisément  ce  procédé  pour  y  rempla- 
cer la  parabole  osculatrice  par  le  cercle  osculateur  , 
ou  pour  rétendre  à  tous  les  ordres. 
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Des  solutions  particulières  des  équation» 
différentielles  du  premier  ordre. 

293.  Dans  le  n^  270  il  s'est  présenté  pour  une  équa- 
tion différentielle ,  une  solution  particulière  qui  ne  dé- 
rivait pas  de  l'intégrale  complète ,  et  l'on  n'est  parvenu 
dans^le  n**  a88,  qu'à  une  valeur  de  j'  sans  constante 
arbitraire  ;  ces  deux  circonstances  font  naître  les  ques- 
tions suivantes  :  d'où  viennent  les  solutions  particu- 
lières? et  comment  distinguer  si  une  équation  primitive 
qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  proposée , 
dérive  ou  non  de  son  intégrale  ?  c'est  ce  dont  je  vais 
m'occuper. 

La   relation  qui  existe   entre  une  équation  diiFé-. 
rentielle   et   son   intégrale    est  telle  que    cette   der- 
nière équivaut  à  un  nombre  infini  d'équations  primi-> 
tives  ,   qu'on  obtiendrait  en  donnant  successivement 
à  la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles, 
et  dont  chacune  satisferait  à  l'équation  différentielle  . 
(  43  ).  On  désigne  ces  diverses  équations  primitives 
sous  le   nom    d'intégrales  particulières  ,   puisque  ce 
sont  des  cas  particuliers  de  l'intégrale  complète.  Les 
solutions  particulières,  dont  le  nombre  est  toujours 
limité  ,  sont  des  équations  primitives  essentiellement 
différentes  des  intégrales  particulières.  Ces  solutions 
sont  de  deux  sortes  ;  les  unes  ne  sont  autre  chose  que 
des  facteurs  de  l'équation  différentielle  proposée ,  dans 
lesquels  àx  et  dy  n'entrent  point ,  qui  parcoDséquent 
étant  égalés  à  zéro  donnent  des  équations  primitives» 
et  établissent  entre  x  et  y  des  relations  qui  rendent  la 
proposée  identique.  En  cherchant  les  diviseurs  com- 
muns dèa  fonctions  M  et  N,  on  trouvera  le*s  solutions 
de  cette  espèce^  dont  est  susceptible  l'équation 

Mdx  +  Ndy  =  o. 
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La  seconde  espèce  de  solutions  particulières  donf^ 

l'équation  ydx  —  xdy  =  n  V^dx*  +  ây^  (270)  a  fourni 
un  exemple ,  est  liée  intimement  à  Téquation  dilFéren- 
tielle  dont  elle  dérive  ,  quoiqu'elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  l'intégrale  complète  ,  quelque 
valeur  que  l'on  donne  à  la  constante  arbitraire ,  ainsi 
qu'il  est  facile  de  le  voir ,  en  comparant  les  équations 

j^  =:  ex  -f-  71 1/ 1  +  c*  et  X*  +>'*  =  îi*. 

Voici  la  théorie  que  Lagrange,  en  1774,  donna  de 
ces  dernières  solutions  ,  regardées  avant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  (^). 

SiQ^,  Les  solutions  particulières  ^  sans  être  comprises 
explicitement  dans  l'intégrale  complète ,  peuvent  néan- 
moins s'en  déduire  ,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  eflFet,  soit  17 =0^ 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  oc,y  ^ 
et  uner  constante  Cî  réquatioà  différentielle  correspon- 
dante, que  ]e  désignerai  p^r  ^=0  ,  sera  le  résultat 
de  l'élimination  de  cette  constante  ,  entre  les  équa- 

dU  ,      .    du  ,  ,  ,„^ 

tions  Uz=io^  -^ —  éx  +  --ï—  cly  =  o  (  4^  )  i  niais  si  on 

suppose  que  c  soit  une  fonction  quelconque  de  x,  on 
donnera  à  l'équation  U  =  o  une  extension  telle  qu'elle 
pourra   représenter  une  équation  quelconque  à  deux 


(*)  Il  les  appela  intégrales  particulières ,  et  donna  le  nom 
de  solutions  particulières  aux  differens  cas  ^e  rinlcgrale  complète. 
Laplace,  qui  s'est  occupe  pvec  succès  du  même  sujet  avant  La- 
grange, emploie  ces  dénominations  dans  un  sens  inverse,  et  je 
l'ai  suivi.  II  m'a  semble  que  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  différentielles  sans  ^tre  comprises  dans  leur  intégrale 
complète,  ne  s'obienant  point  par  les  procédés  de  l'intégraliOD^  ne 
devaient  pas  porter  un  nom  qni  rappelle  ces  procédés» 
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Tariables ,  et  parconséquent  aussi  toutes  les  solution» 
particulières'de l'équation  F=-q.  Cela  posé,  en  mettant 

réquation  -p-  dr  -f-  --p-  dy  =3  o  ,  sous  la  forme 

dy  =pdx ,  on  observera  que  puisque  Féquation  7^=o 
résulte  de  l'élimination  de  c  entre  C/=o  etdy=pdjc, 
elle  doit  demeurer  la  même  quelque  valeur  qu'on  donna 
à  c ,  et*  qu'on  pourrait  parconséquent  supposer  c  va- 
riable 3  pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle  qu'on 
eût  toujours   ày:=pàx\  or  ^   quoiqu'en  regardante 
comme,  variable  aussi  bien  que  x ,  il  vienne  en  général 
dyz=pdj:+  çdc,  p  et  <y  étant  des  fonctions  de  x  et 
de  c  ^  on  aura  néanmoins  dy  zzzpàx  seulement  ^  si  </  =0  : 
déterminant   donc  c  par  cette  dernière  éq&ation  y  et 
substituant  dans  t/  =  o  la  valeur  qu'on  trouvera  ,  le 
résultat  satisfera  encore  à  l'équation  différentielle  V'='0. 

Dctns  ce  qui  précède ,  y  a  été  regardé  comme  une 
fonction  de  a;  et  de  c  :  en  considérant  à  son  tour  x 
comme  une  fonction  de  j^  et  de  c ,  on  mettra  l'équa- 
tion -ï —  dr -f-  "T—  dy  =  o,  sous  la  forme  dx  =  mdy  ; 

et  raisonnant  comme  ci-dessus ,  on  trouvera  que ,  si  la 
valeur  de  do;,  prise  en  faisant  varier  c,  estdj:7=hidy-|-7idc, 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c,  entre  n  =  0 
et  t/=o,  satisfera  aussi  à  l'équation  différentielle  /^=o. 

• 

Les  équations  primitives  que  donnent  l'un  et  l'autre 
des  procédés  que  je  viens  d'exposer ,  sont  nécessaire- 
ment, ou  des  solutions  particulières  de  l'équation  /^^— o , 
si  elle  est  susceptible  d'en  avoir,  ou  des  cas  particuliers 
de  son  intégrale  complète. 

On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un 
seul,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l'é- 
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quation  -^  ax  +  -ï—  ay  +  -p-  de  =  o ,  diiFerentiel.'e 

de  U=Oy  prise  par  rapport  à  x ,  à  jy  et  à  c.  Elle 
aura  alors  la  forme 

Mdx  +  Này  +  Pâc=o; 
on  en  tirera 

M  P  N  P 

et  si  les  fonctions  entières  M ,  N  sont  algébriques ,  ou 
quoique  transcendantes ,  ne  peuvent  pas  devenir  infinies 
par  quelque  valeur  de  c,  le  coefficient  de  de  ne  dispa- 
raîtra que  par  la  supposition  deP  =  b,  qui  donnera 
ainsi  toutes  les  solutions  particulières  de  P'-=z  o. 

Lorsque  Téquation  P  =  o  ne  renferme  que  c  et  des 
constantes,  elle  donne  c  constant  et  ne  conduit  par- 
conséquent  qu'à  une  intégrale  particulière.  Quand  c 
ne  se  trouve  qu'au  premier  degré  dans  t/,  il  n'entre 
point  dans  P^  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  o:  ety: 
mais  dans  ce  cas,  l'équation  Pz=io  satisfait  elle-même 
à  /^z=  o  ;  car  U:=o  étant  de  la  forme  Ç  -f-  cP  =  o  , 
/^=  0  devient  PdQ  —  QdP  =  o.  Pour  s'assurer  alors 
si  P=:  o  est  une  solution  particulière ,  ou  seulement  une 
intégrale  particulière,  on  éliminera  une  des  variables  x 
ou  y  ,  entre  Z7  =  o  et  P  •=.o\  la  résultante  donnera  c 
variable  dans  le  premier  cas ,  et  c  constant  dans  le  se- 
cond. Si  on  trouvait  c  =  ^ ,  il  en  faudrait  conclure  que 
l'équation  P-=zo  ,  est  im  facteur  de  £/  z=  o  ,  indépen- 
dant de  la  constante  c ,  et  parconséquent  étranger  à 
l'équation  différentielle  V-=.6. 

ûqf).  J'appliquerai  maintenant  celte  théorie  à  l'équa- 
tion ydx  —  xdy  z=z  n  ydx^'^dy^  ,  ayant  pour  intégrale 

complète 
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complète^  —  cx=:ti[/ i  -f  c^  (270)  ;   en  faisant  va- 
'    rier  c  en  même  temps  que  .r  et  j^,    et   réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénominateur,  on  aura 


égalant  à  zéro  le  coefficient  de  de,  il  vient 

o^v/i  +  c* -f- ne  =  o, 

ce 
d'où  on  tire  c  ==  — ===..  Cette  valeur  change Téqua- 

tion  y  —  cx-=zny  i-^c^  en  or*  -f-  y*  =  n*  et  donne  la 
solution  particulière  obtenue  dans  le  n°  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  forn^é^  ■=  px-i-  P  (270), 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente  ,  ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  Leur  inté- 
grale complète  ,  représentée  par  ^  =  cjc  ^-  C ,  C  étant 
composé  en  c,  comme  P  l'est  en  p ,  donne 

cdo;  — dy  4"  (  ^  +  "Tf"  )  de  =  o  ; 

et  posant  x  -f-  -j—  =1  o ,  on  en  tire  la  valeur  de  c ,  d'oil^ 

dépend  la  solution  particulière.  Cette  solution  particu- 
lière s*est  montrée  lorsqu'on  a  intégré  Téquation 
y  r=z  px '\- P ',  car  en  la  différentiant  on  est  parvenu 
à  une  équation  composée  des  deux  facteurs 

^  +  -g--  — o>  et  d/)r=o, 

et  le  résultat  de  rélimination  de  p  entre 

Cale,   intégr.  E» 
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y=px+Petx  +  —=zo, 

serait  le  même  que  celui  de  réIîmÎDation  de  « ,  entre 

y  =  cx  +  C,  et  a:  +  -g—  =  o. 

Jues  équations  y  =  px  +P  ont  étéreraarquées  d'abord 
par  Clairaut ,  tant  à  cause  de  la  propriété  qu'elles  ont 
de  s'intégrer  facilement,  après  une  nouvelle  difFéren- 
tiation ,  que  par  rapport  à  la  solution  particulière  qu» 
cette  différentiation  manifeste  sur-le-champ. 

Soit  encore  l'équation 

xdx  +  jdj'  =  ày  y/x*  +  j*  —  a*, 
dont  l'intégrale  est 

en  faisant  disparaître  le  radical.  On  trouvô 
xdx  —  cây  —  (j^  -f-  c)  dc=  o , 

«i'où  il  résulte 

j  +  c  =  o, 
et  parconséquent 

y^x^Ifynr^  =  o  ; 
la  solution  particulière  est  donc  dans  cet  exemple 

296.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui 
se  présente  facilement  sur  ce  dernier  exemple ,  et  qui 
est  générale  ,  c'e§t  que  ïéquation  différentielle  peut 
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être  préparée  de  sorte  que  la  solution  particulière  en 
devienne  un  facteur.  En  effet,  si  on  pose 


on  aura 

xàx  -t  y4y  ^^  "^"  * 

et  réquation  proposée  deviendra 

vAu  —  uày  =  o. 

Si  on  prenait  u  =  ar*+j'*  —  û*,  le  radical  resterait 
en  évidence  dans  la  transformée ,  qui  deviendrait 

du  — ^  ^ày  ^  u  =  o  ; 

en  la  diiférentiant  on  arriverait  à 

d*u  —  ad^j'  V^îl =^  _?  =  o , 

et  faisant  ilisparaître  le  diviseur  ^  il  en  résulterait 

d*u  \^u  —  ^à^yu  —  dydiA  =  o , 

équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition 
de  u  rj:  o.  Ces  transformations  pouvant  être  continuées 
autant  qu'on  veut ,  il  s* ensuit  qu'il  y  a  des  manières  de 
préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée ,  pour 
que  1a  solution  particulière  y  satisfasse  aussi ,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  sans  cela  ;  car  si ,  quand  on  fait  varier 

la  constante  c  et  qu'on  pose  -|2-  r^:  o  ,  on  a^  pour  la 

solution  comme  pour  l'intégrale  complète,  ày^=^pAx^ 
la  valeur  de  d^y  ^  devient  par  la  solution  particulière, 

£e  â 
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Ë£dx  +  ^  — 
dx  dtcio:' 

tandis  qu'elle  est  seulement  —  pour  Tintégrale  com- 
plète ;  ce  n'est  pas  non  plus  au  même  facteur  que  ces 
deux  valeurs  satisfont  en  général  :  on  voit  meme*que 
l'équation 

d*M  \/u  — 9Âyu  — dydu  =  o , 

serait  vérifiée  par  la  solution  particulière,  indépen- 
damment des  différentielles  du  second  ordre. 

I.e  développement  et  les  démonstrations  des  circons- 
'  tances  que  je  viens  d'indiquer  me  mèneraient  trop  loin  ; 
•  on  les  trouvera  dans  un  Mémoire  où  M.  Poisson  a 
éclairci  avec  succès  plusieurs  difficultés  qui  restaient 
encore  sur  la  théorie  des  solutions  particulières  des  di- 
vers genres  d'équations  différentielles.  (  P^oy,  le  Journal 
de  l Ecole  Polytechnique,  i3""'  cahier), 

4 

S()7.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précède  si  une  équa- 
tion primitive  qui  ne  contient  pas  de  coiistante  arbi- 
traire ,  et  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle 
donnée,  en  est  une  intégrale  particulière,  ou  seule- 
ment une  solution  particulière ,  il  faut  en  avoir  l'inté- 
grale complète  ;  cette  circonstance  qui  n'a  pas  toujours 
lieu,  conduit  naturellement  à  la  question  suivante  : 

Etant  donnée  une  valeur  y  :=zX.,qui  satisfait  à  une 
équation  difjtrentiel/e ,  de  terminer  si  elle  est  ou  non 
comprise  dans  VirAê^rale  compltte ;  et  en  diduire,  s'il 
est  possible ,  celle-ci. 

En  supposant  qu'on  tire  de  cette  den^ière^  =  ^* 
la  foncticu  f^  sera  nécessairement  composée  avec  la 
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variable  x  et  la  constante  arbitraire  C,  de  manière  à 
se  changer  en  X,  par  une  détermination  convenable  de  C, 
Si  on  désigne  par  C  cette  valeur  de  C,  etquon  observe 
que  la  supposition  de  C=  C  donne  V-zi^X ,  ou  que  la 
différence  V —  X  s*évanouit  quand  C —  6"  =  o ,  on  en 
conclura  que ,  du  moins  par  son  développement ,  F  ex- 
pression de^ —  Xdoit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme 

les  exposans  ^c,  r,  etc.  étant  tous  positifs,  et  les  quan- 
tités ^',  /^"  etc.  indépendantes  de  C — 6"^.  Onptulpren- 

dre  (C — C^)^=zh',  la  quantité  h  demeurera  arbi- 
traire aussi  bien  que  la  quantité  C\  et  changeant  aussi 

-  en  jtx,  il  viendra 
H- 

V—  X=.  F' h  +  F"h^  +  etc. , 


d*ou 


V=  X  +  F' h  +  V"lr'^  etc. , 


expression  qu'on  pourra  regarder  comme  le  dévelop- 
pement de  la  valeur  complète  de  y. 

Cela  posé,  si  on  représente  par  ùy'==.pàx  ^  Téqua- 
tion  différentielle  proposée,  résolue  par  rapport  à  dy, 
cette  nouvelle  équation,  à  laquelle  satibf:;it  par  hyj)0- 
tlièse  réquation^  .:- X,  devra  être  vtriliée  indépen- 
damment de  //,  par  la  valeur  complète  de  y.  En  dé- 
signant d'abord  celle-ci  par  X-(-/j,  il  faudra  pour 
la  substitu  ar  dans  dy  =  pàx ,  chercher  ce  que  devient  p , 
lorsqu'on  y  change  j^  en  X+  ft.  Soit 

p  4-  iV/jm  4.  iP^i»  +  etc. 

Je  développement  de  cette  valeur  de  p ,  les  exposans 

Ee  3 
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m,  n,  etc.  que  je  suppose  rangés  dans  Tordre  de  leui* 
grandeur,  seront  nécessairement  positifs  ;  carp  ne  de- 
vient pas  infini  quand  k  .  o,  puisque  l'équation j'  ^X, 
qui  ne  donne  pas  dy  infini ,  rend  identique  Téquation 
dy:=pdx,  ensorte  que  dX  =  Pdx, 

Lorsqu'on  fait  ^  =  X  +  ft ,  on  a  pour  résultat 

dX-f-d/j  =  (P+.Jf>'/j«+P"ft«  +  etc.)clx, 

que  l'équation  dX  =  Pdx  réduit  à 

dfe  =  ( />'fe«  +  P"/t«  +  etc.  )  do:  ; 

et  remettant  pour  k  le  développement 

^7z  +  F'h^  +  etc, 
il  vient 


+  etc.  î 

équation  d'après  laquelle  il  faut  déterminer  7^',  7^",  etc. 
indtrpendamment  de  /?.  En  ne  prenant  d'abord  que  le 
terme  où  cette  quantité  a  le  plus  petit  exposant,  on 
forme   l'équation 

77d/^'  =  P'>r''"A'"dj7, 

qui  ne  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  h,  que  quand 
771  =  1  ^  dans  ce  cas  h   disparaît  et  il  vient  • 

dF'=:PT'dx,        F'  =  ef^'^''. 

Quand  m^-i,  on  ne  peut  plus  comparer  le  pre- 
mier terme  P^F'^'h^^dx  du  second  membre  au 
terme  hdF  du  premier  ;   mais  on  fait  disparaître  ce- 
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lai-cl  çn  posant  d^'  =  o,  ce  qui  donne  f^^=zconst,^ 
ou  plus  simplement,  >^=  1;  puis  on  suppose  f/.=:zm, 
et  on  SLdF"=P'dx,  d*où  il  résulte  V"=zfFàx: 
et  3n  poursuîvaiit  de  cette  manière  on  trouve  les  autrei 
termes  de  la  série. 

Quand  m  <^  1 ,  il  n'est  plus  possible  de  satisfaire 
à  l'équation  (^A)  en  aucune  manière,  puisqu'on  ne  . 
«aurait  comparer  le  terme  P^k^dx  ni  au  terme  Ad/^'^ 
ni  à  aucun  -de  ceux  qui  le  suivent,  et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  Tunité;  l'équation  y:=X,  ne 
pouvant  alors  admettre  une  constante  arbitraire  n'est 
pas  une  intégrale  particulière ,  mais  une  solution  par- 
ticulière, 

298  Ceci  Fournît  un  procédé  pour  découvrir  immé- 
diatement les  solutions  particulières  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre  ,  vsans  connaître  leur  in- 
tégrale complète.  En  «IFet,  le  développement  de  p, 
quand  on  y  change  y  en  y  ^k,  serait  en  général , 
par  le  théorème  de  Taylor, 

«t  lorsqu'il  prend  la  forme 

P  +P'k^  +  etc. 

m  étant  <^  1 ,  le  coefficient  différentiel  ~  devient  îa- 

fini    (  55  )  ;    il  faut  donc   que    la  différentiation  par 
laquelle  on  passe  de  p  à  ce  coefficient  amène  un  divi-^ 
jeur  qui  s'évanouisse.  Il  résulte  de  là  que  *  si  on  re-^  . 

I^e4 
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présente  -p  par  — ,  toute  solution  particulière  donnera 

L^=^Q  t  et  sera  parconséquent  un  facteur  de  L  :  et 
vice  versa;  tout  facteur  de  L  qui  ne  le* sera  pas  en 
même  temps  de  K ,  et  qui  étant  égal^  à  zéro,  véri- 
fiera la  différentielle  proposée ,  en  sera  une  solution 
particulière. 

On  évite  la  résolution,  par  rapport  à  ày,  de  l'équation 
différentielle  proposée ,  en  remarquant  que  si  jiz=z  o 
désigne  cette  équation,  Z  étant  fonction  de.x,  J',  et 
V,  lorsqu'on  écrit  pdx  au  lieu  de  dj^,  on  a 

dZ  ,     ,     dX  ,     .  d/^  , 

dZ 
,,  ,  dp  dv 

^°"  ^  =  -d|  = 

et  que  si  ona  préparé  l'équatio^îZde  manière  qu'elle  ne 
contienne  ni  fractions  ni  radicaux,  il  hiiiïira  pour  rendre 

-r^  infini,  d'éjjcaler  à  zéro  un  facteur  de  -3--. 
dy  '        ^  dp 

On  n'obtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particulières 
dans  lesquelles  er.tre  -v  ainsi  que  x ,  mais  on  parvien- 
drait à  ctllos  qui  ne  renferment  que  x,  et  qui  sont 
de  la  forme  x  =  const. ,  en  regardant  dans  la  propo- 
sée X  comme  fonction  de  y. 

209.  Je  vais  chercher  par  cette  méthode ,  d'abord  les 
solutions  uarticulières  de  l'équation 

JL  1 


xdx  +  ydy  zzzdyy/x-^  -,  y- —  a* 
du  n*'  236.  Cette  équation  devient ,  après  l'ûvanouisse- 
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ment  du  radical , 

x^dx*  +  zryàxày  +  (a*  —  x'  )  dy  =:  o , 

•  ■ 

ou 

et  la  différentiation  donne 

dZ 


dp 


•=.^xy  +  îîp  (a^  —  :?;*)  : 


la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  ctre  telle, 
qu'à  l'aide  de  la  valeur  que  sa  diirvjreiitielle  fournit 
pour  p ,  elle  vérille  en  iiicme  temps  les  deux  équations 

X  -f-  o.xyp -f-  (a*  —  x^^)p^  =  o , 

» 

acy  -j-  {a"  —  o;^ ) p  =  o. 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  de  sa  difTcrentielle , 
elle  vérifiera  l'équation  résultante  de  l\;liniiiia*i()n  de  p 
entre  les  deux  précédentes.   Cela  posé,  l'équation 

ay  +  (a*  — ar*)p  =  o' 

multipliée  par  p  et  retranchée  de  la  proposée ,  con- 
duit à 

X*  -^xypTzzo ,     d'où    p-ziz  —  -  ; 

et  substituant  cette  valeur,  de  p  dans  la  première  , 
on-  trouve  Téquation 

x* -j-y  —  a*  =  0, 
qu'on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 
L'équation  plus  géatrale  y-^pv^P ,  ètau^  traitée 

dé  la  même  manière ,  conduit  à  -r-  =  x  +  -,— ;  c'est 

dp  dp 


/ 


t 


44^  TRAITÉ     lËLÉMENTAlRB 

donc  à  Téquation 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particulières;  et  elles 
résulteront  de  Télimination  de  p  entre  celle-ci  et  l'é- 
quation différentielle  proposée. 

Enfin  pouf  donner  un  exemple  des  solutions  parti- 
culières de  la  forme  y  =  const ,  je  prendrai  Téquatiom 


^s=6(_y_a)", 


dr 
de  laquelle  on  tire   immédiatement 

Cette  expression  ne  peut  devenir  infinie ,  que  quand 
Texposant  m  —  i  est  négatif ,  et  qu'on  a  en  même 
temps  y  -=:  a  y  valeur  qui  ne  satisfait  à  la  propo- 
sée que  lors.^ue  m  est  positive  ;  il  faut^  donc  d'après 
cela  que  l'exposa! it  m  soit  une  fraction  positive.  Dans 
ce  cas  y  -  a  est  une  solution  particulière ,  tandis  (fie 
l'iutcgrale  complète  est 

^ ' bx'=z  const, 

1  — m 

3oo.  En  général,  parmi  les  fonctions  algébriques,  il  n'y. 
a  que  les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénominateur  par 
la  difftrentiation;  et  qui  puissent  parconséquent  donner 

^  =  - ,  lorsque  p  a  une  valeur  finie  ;  c'est  donc  dans 

les  radicaux  qu'il  faut  chercher  les  solutions  particu- 
lières ,  en  égalant  à  zéro  les  fonctions  qu'ils  affectent , 
et  en  s'as^urant  que  les  équations  résultantes  satisfont 
À  la  proposée.  Par  ce  procédé,  l'équation 
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âonne  immédiatement  a^-\-y*  —  o'^o;  et  l'équation 

yàx — xAy  =  n\/Aj^-{~Ay*, 
de  laquelle  on  tire 


conduit  à  :^  -^-y*  —  n»  =  o  ,  comme  on  l'a  déjà  trouvé 
de  plusieurs  manières. 

Résolution  de  quelques  problèmes  géomé- 
triques, dépendans  des  équations  diffé' 
rentielles. 

Soi.  La  mise  en  équation  des  problèmes  géométri- 
ques, dépendans  des  équations  différentielles ,  ne  rept>- 
Bant  que  sur  les  propriétés  des  tangentes ,  des  normales, 
des  rayons  de  courbure  ,  ne  présente  pas  plus  de  difE-  ■ 
cultes  que  les  autres  traductions  analytiques,  lorsqu'on 
connaît  les  expressions  des  lignes  qu'il  faut  considérer; 
aussi  n'en  donnerai-je  que  quelques  exemples.  ' 

J'observerai  d'abord  que  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre  s'appelle  aussi  Méthode 
inverse  des  tangentes,  parceque  toote  équation  diff 

tielle  de  cet  ordre  ,  donnant  l'expresaio 

y,  fait  connaître  la  relation  q 

nées  et  la  soutangente ,  ou  la  tangei 

dans  la  courbe  qu'elle  repré.sente.  Ëd  eiFet,  ii  o 

„',         ,  ,    dy  ,  1 

1  Équation  proposée  -ï-  =:ipj  la  soutangente  aura  pOlB 
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pression -,  la  tangente-^ ^-^ ,  etc.  (65).  On  décou- 
vrit le  Calcul  différentiel  pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes ,  c'est-à-dire ,  pour  résoudre  le  Problème  di^ 
rect  des  tangentes  :  on  s'occupa  ensuite  du  Calcul  inté- 
gral, pour  parvenir  aux  équations  primitives  des  courbes 
par  les  propriétés  de  leurs  tangentes  ;  mais  les  progrès 
et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul,  ont  fait 
abandonner  la  dénomi'iation  de  Méthode  inverse  des 
tangentes  y  qui  ne  convenait  qu'à  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à  déterminer  par 
les  aires  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes 
connues  ,  l'ordonnée  de  la  courbe  demandée;  depuis 
on  a  laissé  ces  constructions  de  côté ,  parçeque ,  quel- 
qu'élégantes  qu'elles  fussent  dans  la  théorie,  elles  étaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,  dans 
la  pratique,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place- 
Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  variables ,  parce- 
qii'a'ors  l'expression  de  l'une  d'elles  ne  dépend  plus 
que  dfc  la  quadrature  d'une  courbe  dont  l'équation  pri- 
mitive est  connue. 

3o2.  Je  prends  pour  exemple  la  construction  des 
courbes  dans  lesquelles  la  soutaugente  est  égale  à  une 
fonction  donnée  do.l 'abscisse  x;  l'équation  dilférentielle 

de  cette  courbe  ssra*2-r~  =^Y,  X  désignant  la  fonction 

donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le-champ ,  dans 

CQtte  équation,  qui  n'a  que  deux  termes;  et  il  vient 

dy       dx*  • 

-^  =  -rr»  Multipliant  alors  les  deux  membres  par  une 

.y     A 
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.  ,  mdy       mdx         , ,  . 

quantité  constante  m ,  on  a  — ^~  =  — r;.—  ;  et  désignant 

y        ^ 

par  Ly  le  logarithme  de  y ,  pris  dais  le  système  dont 
le  module  est  w,  l'intégration  donne 

Pmàx j^  rm^'âx 

'^      J      X  mj        K 

En  construisant  d'abord  la  courbe  DN,  fig.  5 1 ,  telle  que  "*^' 
Tordonnée  correspondante  à  l'abscisse  APy  soit  P]S-=z—^ 

/ni^Ax 
— -7^.  On  ré- 
duira cette  aire  à  un  rectangle  FÇ,  dont  l'un  des  côtés 
soit  m,  1  autre  côte,  A\) y  expnmera —  /  — rr— ;  dé- 
crivant ensuite  la  logarithmique  ERy  dont  Iss  ord  années 
soient  perpendiculaires  à  l'axe  AC ^  et  élevaîit  parle 
point Çla perpendiculaire/ÎQ, on auraL.7iÇ=^Q(ioi)  . 

ou  L.iîÇ= —  /  — :r^ —  :  RQ  sera  donc  égale  à  l'or- 
donnée PM  de  la  courbe  cherchée  (*). 

Il  faut  bien  remarquer  que  cette  construction  n'exige 
pas  que  l'on  ait  l'expression  analytique  de  la  fonction  X\ 
on  pourrait  prendre  à  sa  place  l'ordonnée  d'une  courbe 
quelconque  rapportée  à  l'axe  j4B  ^  et  efTectuer  sur  cette 
ordonnée  et  sur  la  ligne  arbitraire  ni  les  opérations  gra- 
phiques indiquées  par  les  formules  ci-dessus.  On  voit 
aussi  que  la  ligne  m  n'a  été  introduite  que  pour  rendre 


(*)  Je  ne  me  suis  pas  arrête'  h  de'tniller  les  difiercns  moyens 
de  décrire  la  logarithmique,  qui  ne  sont  tous  qn'jn)]»i(>xiin.':l  îs  > 
parccqu'il  est  plus  simple  de  la  construire  par  points,  au  moyen 
des  tables  de  logaritlimcs.  On  pourrait  employer  aussi  les  espaces 
asymptotiques  de  Fbyperbole  (aa5^. 
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ces  formules  homogènes,  et  peut  être  supposée  égale 
à  Tunité. 

3o3.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d'un  pro- 
blème célèbre  dans  les  premiers  temps  où  Ton  s*est 
occupé  du  Calcul  intégral ,  du  problême  des  trajec-- 
toires.  Il  a  pour  objet  de  déterminer  la  courbe  qui 
coupe  toutes  celles  d'une  espèce  donnée  ,  sous  un  angle 
donné.  On  entend  ici  par  courbes  d*une  espèce  donnée, 
les  diverses  courbes  particulières  qu'on  obtient  en 
assignant  successivement  à  Tune  des  constantes  d*uiie 
équation  primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si ,  par 
exemple ,  on  fait  varier  le  paramètre  d'une  parabole , 
51  en  résultera  une  suite  de  paraboles  rapportées  au  même 
axe ,  ayant  même  sommet ,  et  dont  les  extrêmes  seront 
d'une  part  l'axe ,  et  de  l'autre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire et  qui  passe  par  le  sommet  :  la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donné  en  sera  la 
trajectoire  (*). 

ne.  53.  Soient  D^^^^,  DN,  D'N\  etcfig.  52  ,  les  courbe» 
coupées  et  3IZ  la  courbe  coupante ,  ou  la  trajectoire 
cherchée  ;  si  par  Tun  quelconque  M  de  ses  points  on  lui 
mène  une  tangente  Mt^  et  qu'on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe  coupée  qui  passé  par  ce  point,  l'angle  TMt  ^ 
d'après  l'énoncé  de  la  question,  doit  être  égal  à  l'angle 
donné.  Je  désigne  par  o/,^',  les  coordonnées  des  courbes 
coupées,  par  j:,j^,  celles  de  la  courbe  coupante,  et  par  a 
la  tangente  trigonom étriqué  de  l'angle  constant  l'Mt , 
qui  ebt  égal  à  la  différence  des  angles  MTP ,  MtP  ^ 


i^)  On  donne  aussi  en  Mécanique  le  nom  de  trajectoire ,  à  fa 
«ouibe  decrilc  |:ar  un  corjs  sollicité  jiar  des  forces  quelconcjuesj 
mais  il  ne  saurait  ctre  question  de  cette  espèce  de  trajectoire  dau» 
i&a  ouvrage  consacre  uuiquemcnl  \k  l'Analyse  et  i*  la  Géométrie. 
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dont  les  tangentes  respectives  ont  pour  expression  -^-y 

•   dy 

et  ji  (^4)>  1*  relation 

tang  TMt  =  tang  (^MtP—MTP) , 

dr      dx' 
conduit  ensuite  à    az= 5 — j->  (  Tris:.  2S). 

^dxdjc' 

Je  supposerai  ici  que  Ton  connaisse  l'équation  pri- 
mitive des  courbes  coupées  ;  on  en  tirera  par  la  dif- 
férentiation  dy  =  pàjf ,  et  l'équation  ci-desius  der 
viendra 

,(.+,g)+,_g=,... (^. 

Il  faudra  écrire  partout  x  et  ^,  au  lieu  de  x'  et  de  y , 
parcequ'au  point  M  la  courbe  coupée  et  la  courbe  cou- 
pante ont  les  mêmes  coordonnées.  Cela  fait  ,  si  on 
éliminé  entre  l'équation  (^)  et  l'équation  primitive  des 
courbes  coupées ,  la  constante  dont  leâ  différentes  valeurs 
particularisent  chacune  de  ces  courbes ,  on  aura  un  ré- 
sultat qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succes- 
sives avec  la  trajectoire ,  et  en  sera  parconséquent  l'A- 
quation. 

Soit  pour  exemple  les  paraboles  ayant  mêmi 
et  même  sommet,  et  dont  l'équation  esty'*==*aî 


mttx'""' 


viendra  p  = .     ,  ,  On  pourra  chasser  imméd 

ment  de  cette  expression ,  au  moyen  de  l'équation  j 
posée ,  le  paramètre  a  qui  particularise  chaque  parai 
d'un  même  degré  ;  substituant  le  résultat  dans  Véq. 
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tion  (w^)  ,  a[>rès  avoir  changé  x'  ety^  en  x  et  en  y  y  et 
divisant  ensuite?  par  x"*"''^"""' ,  on  trouvera 

Ce  Ve  t-qi:ation  cta?it  homogène  ,  peut  se  traiter  par  ]e 
procédé  du  n°  *î55.  Lorsqu'on  a  7n=nr=i ,  elle  devient 
intégrable  en  la  divi^^ant  par  x^-^y^ ,  puisque 

.rdv-f-ydy       ,  ,     / 

y^v-—'xi\y  /  x\ 

et  que-^-^— -/  =:d.arc  f  tang  =-  \  (2G2)  ;  on  a 

donc  a\y  x^ -^y"-  +  arc  ( tang  =*-  j  =  C , 

ou  m ^^ — ^  =  arc  f  tang  :=.^-  j  , 

en  changant  la  constante  arbitraire-  Si  on  fajt 
V/  x"  -f-  y'^T=iu  ^  arc  f  '■an  g  =11*^  j  =  ^  * 

on  retombera  sur  l'équation  des  spirales  logarithmiques 
qui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  soifs 
\\\\  a-ij'lc  C(>::bt;int  (  1 14)  >  et  en  efiet,  dans  le  cas  actuel 
les  courb'^s  coîipéc^  ne  sont  autre  cho^e  q^\^.  toutes  les 
ligues  (Iroit-s  me  ues  ])ar  l'origine  des  coordonnées,  et 
dont  rtquatiof)  <d'\ y  Z2:zetx  . 

Si  on  voulait  que  l'angle  l:Mi  fût  droit,  il  faudrait 
supposer  a  infiiii .  et  :v'îvrop.séquer't  rie  tenir  compte  que 
des  termes  qu'il  mijiti)'ie  ;  l'érrur'tion  ci-dessus  se  ré- 
duirait à;?  a:dx+/;.'N'd>~:r.o,  dont  fi  ^téfz;n:le72j:"-f-r77y'=c, 
mr>ntre  que  la  c^^urb'.^  qui  CHi:)e  à  angles  droits 
toutes  les  paraboles  proposées  est  une  ellipse  décrite  sur 

le 
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le  même  axe  que  ces  courbes ,  ayant  j>our  centre  I,eur 
sommet  commun.  Les  trajectoires  ,  pour  lesquelles 
l'angle  TMt  est  droit,  s'appellent  trajectoires  ortho- 

gonales;  leur  équation  générale  est  i  +p-p  =  o  ;  et 

s'obtient  en  faisant  a  in&ni  dans  l'équation  (^A) . 

3o4.  Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les 
considérations  géométriques  conduisent  à  la  théorie  des 
solutions  particulières,  que  j'ai  exposée  dans  le  n®  5^94. 
Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaissées  dfun  point  donné ,  sur  les  tkingehtes  de  cette 
courbe^  soient  égales.  Pour  parvenir  à  l'équation  diffé- 
rentielle, il  faut  se  rappeler  qu'en  nommant  x  ety  les 
coordonnées  d'une  courbe,  eta/  ety^  celles  de  sa  tangente, 

l'équation  de  cette  droite  esty'-^y = -ï»2.  (  j/  .^  ^  )  (67)  ; 

prenant  pour  origine,  des" coordonnées  le  point  connu, 

duquel  doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires , 

d.x 
chacune  d'elles   aura  pour  équation  ^  =:  —  -^  x' 

(  Trig.  86),  etsadongueur  sera  exprimée  parV^j/*-f-y*. 
En  mettant  pour  j/  et  pour  j^'  les  coordonnées  du  point 
où  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond ,  et 
dont  les  valeurs  s'obtiennent  par  les  deux  équations  ci- 
dessus  {Trigr  87),  on  aura,  envertii  de  ces  équations 

,__(,cvdy—yàx)dy  w_      (^xdy -^yjx)  dx 

et  v/^^^+7^=-fc^=-; 

^        ^^  {/àx^+ày^ 

réquation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 

ady  —  ydx  =  u  {/âx^+ày^. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  qi;e  le  cercle,  dont 
Cale,  intégr.  Ff 
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le  rayon  =  n ,  et  dont  le  centre  est  Torigine  des  coor- 
données ,  satisfait  à  la  question.  Ce  cercle  ayant  pour 
équation  ^*  -f"  ^  =  '^^  >  ®*t  précisément  la  solution 
trouvée  n?  270  ;  mais  toute  ligne  droite  ,- située ,  par 
rapport  à  l'origine  des  coordonnées^  de  nianière  que 
sa.  plus  courte  distance  à  ce  point  ^  soit  égale  an, 
résout  également  le  problême  proposé^  et  comme  il  y 
a  une  infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir 
cette  condition  ^  c*est  dans  Téquation  qui  les  comprend 
toutes  que  réside  Tintégrale  complète  de  Féquation  dif- 
férentielle trouvée  ci-desssus ,  et  qui  est  en  effet 

y-^cxzrzn  V^i  +  c*  (270). 

Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s'ap— 
perçoit  sûr-le-champ ,  c'est  que  toutes  les  lignes  droites 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairemenjt  touchées 
par  le  cercle  qui  représente  la  solution  particulière  , 
puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
chacune  d'elles. 

La  même  relation  a  lieu  entre  les  diverses  courbes 
que  représente  Tintégrale  complète  d'une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre,  et  celle  qui  résulte  d'un 8 
solution  particuUère  de  cette  équation  ;  la  dernière 
touche  toutes  les  autres.  En  effet,  l'équation  différen- 
tielle ne  détermine  que  la  direction  de  la  tangente  , 
et  toute  courbe  qui ,  dans  un  point  quelconque ,  aura 
la  même  tangente  que  Tune  des  courbes  déduites  de 
l'intégrale  complète,  y  satisfera  nécessairement  :  or 
c'est  ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche  toutes 
celles-ci. 

Il  suit  de  là  que  la  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  l'équatioxi 
différentielle  qui  représente  toutes  les  normales  de  la 
développée  i^S),  et  qu'en  géaéral  les  courbes  d^n- 
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nées  par  les  solutions  particulières  résultent  des  iater- 
sections  successives  des  courbes  qui  répondent  aux 
diverses  valeurs  que  peut  avoir  la  constante  arbitraire 
dans  rintégrale  complète. 

La  liaison  établie  dans  le  n^  qq4  >  entre  les  intégrales 
complètes  çt  les  solutions  particulières ,  se  déduit  aussi 
des  considérations  géométriques  ;  car  chaque  point  du 
cercle  de  l'exemple  précédent ,  peut  être  regardé  commç 
Fintersection  de  deux  tangentes  consécutives  ,  c'est- 
à-dire  comme  l'intersection  de  deux  droites  fournies  par 
deux  valeurs  consécutives  données  à  la  constante  c  : 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  cette  intersection  dépendent 
des  valeurs  de  c,  qui  parconséquent  est  à  spn  tour  fonor 
tion  de  ces  quantités,  ou  de  a:  et  de^.  H  est  évident  que 
pour  former  l'équation  d'une  ligne  consécutive  à  celle 
que  représente  Téquatioh 

y  —  ca:=:n  v/i -|-c*, 

il  faut  difiFérentier  celle-ci  en  faisant  varier  c  ;  et 
comme  on  ne  cherche  que  l'intersection  de  ces  deux 
lignes  y  point  où  leurs  coordonnées  sont  commune^  ,  il 
faut  regarder  x  et  y  comme  constans  :  l'intersection 
cherchée  sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 


^  — cx  =  »V/i+c* 


ne 

X  = 


si  on  assigne  à  c  une  valeur  particulière  ;  mais  si  on 
élimine  c  ;  le  résultat  ne  désignant  plus  aucune  inter- 
section en  particulier  ,  embrassera  tous  les  points 
résultans  des  rencontres  des  droites  fournies  par  toutes 
les  valeurs  de  c  ^  et  combinées  deux  à  deux  consécu- 
tivement^ c'est-à-dire  le  cercle  qui  est  la  solution  par- 

Ffa 
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ticulière ,  et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  yariatioa 
attribuée  à  la  constante  arbitraire  de  Tintégrale  com- 
plète. Les  inêmçs  remarques  se  vérifient  sur  les  dévelop- 
pées, lorsque  Ton  considère  ces  courbes  comme  pro- 
duites par  les  intersections  des  normales  consécutives 
de  la  développante. 

De  V intégration  des  fonctions  de  deux 
ou  à!im  plus  grand  nombre  dcDariables. 

Reckenhed'une  fonction  de  plusieurs  variables ,  lorsque 
tous  ses  coejjiciens  différentiels  d'un  même  ordre  sont 
donnés  explicitement  ou  implicitement. 

3c5.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables  ,  diffèrent  de  celles 
d'une  seule ,  en  ce  qu'elles  ont  pour  chaque  ordre 
plusieurs  coefficiens  différentiels.  Si  Zf  par  exemple, 
est  une  fonction  de  deux  variables ,  il  aura ,  pour  le 
premier  ûitlre ,  deux  coefiiciens  différentiels  ,  savoir  : 

■7— ,  -r-  -,  l'un  pris  en  faisant  varier  x  seul ,  et  l'autre  en 

faisant  varier  y  seul.  Dans  le  second  ordre  le  nombre 
de  coefficiens  différentiels  s'élève  à  trois,  et  s'accroît 
ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (124)-  Pour  re- 
monter des  coefficiens  différentiels  d'une  fonction  de 
deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables  ,  à.  cette 
fonction  ,  il  se  présente  plusieurs  cas  :  1°.  on  peut  avoir 
toug  ses  coefficiens  différentiels  d'un  même  ordre,  expri- 
més par  les  variables  indépendantes;  2°.  la  fonction 
elle-même  peut  entrer  avec  les  variables  indépen- 
dantes, dans,  les  expressions  des  coefficiens  différen- 
tiels; 3°.  enfin,  on  peut  n'avoir  qu'une  relation  entre 
ces  coefficiens ,  la  fonction  dont  ils  dérivent  et  les  va- 
riables indépendantes.  Je  m'occuperai  d'abord  de* 
deux  premiers  cas  qui  soRt  l«s  plus  simples. 
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3oS.  Lorsque  les  coefficiens  différentiels  du  premier 
ordre  d'une  foi^ction  à  deux  variables  sont  connus,  on 
en  déduit  sa  différentielle  première  ,  et  vice  versa  : 

ai  ^=/7,  T-  =  g ,  on  aura  dz  ==pdx  +  qdy.  Pour 

obtenir  z ,  il  faudra  intégrer  la  différentielle  pix  +  qày 
par  le  procédé  appliqué  ,  n**  a6i ,  à  la  différentielle 
Màoc  4-  Này ,  ce  qui  ne  se  pourra ,  à  moins  que  les 
fonctions  données  p  et  (/  ne  satisfassent  à  l'équation 

de  condition  ~  z=z  -^.    Quand    cette    circonstance 

dy        dx      ^ 

n*aura  pas  lieu  ,    on  en    conclura  que  l'expression 

pdx.-^qày  n'est  la   différeiiftielle  d'aucune  fonction 

de  deux  variables,  et  ne  signifie  rien  du  tout,  tant 

qu'on  y  regarde  en  même  temps  les  deux  variables 

X  ety  comme  indépendantes. 

307.  Je  m'occuperai  encore  des  fonctions  de  trois 
rariables. 

Soitdsnrndu+pdx-f-qfdj',  c'est-à-dire  qu« 
âz  àz  dz 

dii="'  ài=f'  ^='^' 

n ,  p  et  q ,  étant  des  fonctions  de  « ,  x ,  y.  Il  existe 
entre  ces  fonctions  des  relations  analogues  à  celles 
qu'on  a  fait  remarquer  plus  haut  pour  la  différentielle 
dz=pdr -|-çdy.  En  effet,  si  on  suppose  successive- 
ment d^ ,  dx  et  du ,  nuls ,  c'eit-à-dire ,  si  l'on  regarde 
alternativement  jf ,  a:  et  u  comme  constans ,  la  diffé- 
rentielle proposée  doit  présenter  trois  différentielles 
complètes  entre  deux  variables ,  savoir  :  • 

dz^rzndu-^-pdx,  d2i=ndu+çdy,  àz=pdx -{- qdy^ 

desquelles  il  résultera  nécessairement 

Ffî 
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d/i àp         dn àq  dp  __  dç  ♦ 

dx  "^du*       dy      da'        4y""  ^* 

L'intégration  s'effectue  ensuite  en  n'ayant  d'abord 
égard  qu'à  une  seule  des  variables ,  comme  si  les  deux 
autres  étaient  constantes.  Soit  fndu=  ï7-f-  ^,  /^dé-^ 
signant  une  fonction  dans  laquelle  u  n'entre  pas.  Si  n 
contient  en  même  temps  u,x  ety  ^  on  aura  en  difFé- 
rentiant, 

^="5r^"+dj^+d7^^+dj^+:^^-y> 

ou  ,' 

puisque  -y—  du  =  ndu  ;  et  pour  que  cette  valeur  de  dû 

soit  identique  avec  la  proposée,  il  faudra  qu'on   ait 
séparément  les  équations 

_du    dr 

P  —  dx'^  dx' 

_du    dr 

?-d7+-^> 

desquelles  on  tirera 

dr_  _dU 

dx~P      dx  ' 
dV_    _dJl 

dy-^    4y' 

dV        dV  j        r       .. 

or  ~r-  et  -ï  -  sont  des  jonctions  connues  :  on  aur*. 
dx        ày 
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donc  V  en  intégrant^  par  rapport  aux  deux  variables  x 
9ty,  la  différentielle 

au  moyen  du  procédé  dun®  a6i ,  procédé  qui  suppose 
que  TéquatioB  de  condition 

dp      d^U  _àq      d^U 
^      dxdj^      dx      dydx 

soit  satisfaite.  Cette  équation  se  réduira  à 

âp      dq    .  ,    d'^U       d^U  ,      ^ 

■T-  =  j-^ ,  a  cause  de  ,    ,   =  -,   ,    (122)  ; 
dy      Qx  dxdy      dydx^      ' 

de  plus,  il  convient  d'observer  que /^  ne  devant  pas 
contenir  u ,   on  doit  avoir 

'  dr  dr 


da;dtt          ^  dydu 
.ce  qui  donne 

du      drda'  dz^      dydtt* 
et  parconséquent 

dp d»  ,         dq d/i , 

du      dx'  3tt      dy* 

du  du 

A'U  _      d^  *£__2E 

dxdu         dx    *  dydtt"^    dy 


puisque 


du 

et  -T~:=  n» 


Ff  4 
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Les  équations 

an àp  an ^d^  dp dq 

dx      da*  dy      du*  dy      dx 

se  retrouvant  par  l'intégration ,  expriment  donc  le» 
seules  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  pour  que 
l'expression  dz  =  ndu  -^pdx  +  qdy  soit  la  difFéren- 
tielle  d'une  fonction  des  trois  varioles  u,  x  et  y. 

Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin,  ce  sujet  ;  ce  qi9 
précède  suffit  pour  montrer  comment  on  doit  opérer 
sur  une  différentielle  du  preipier  ordre  ,  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes;  et  il 
est  facile  d'en  déduire  le  procédé  qui  conviendrait  aux 
différentielles  des  ordres  supérieurs^  dans  lesquelles 
on  doit  regarder  d*u,  d*x,  d"jr,  etc.  comme  de  nou- 
velles variables. 

3o8.  Je  passe  au  cas  où  la  fonction  cherchée  entre 

dans  l'expression  de  ses  coefficiens  différentiels,  qui  / 

de    cette  manière,    sont  tous   donnés  implicitement. 

Je  suppose,  premièrement,  que  la  fonction  cherchée 

z  ne  dépende  que  des  deux  variables  x  et  y  ;  on  aura 

dz  dz 

encore  -r-=:p,  -r-r=<7,  pet  q  contenant  en   même 

temps X ,  y  et  z:  et  de  là  on  déduira  l'équation  dif- 
férentielle dz  rz=  pdx  -f-  qdy  ,  à,  laquelle  on  rappor- 
tera l'équation  quelconque 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  o  , 

P  Q 

en  faisant s"  =P> r»  ^=  7- 

ri  ri 

Pour  que  p  et  q   soient  les  coefFiciens  différentiel» 
d'une  fonction  de   deux  variables ,  il  faut  toujours  que 
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■  V  ^  =  -4^.  J'ai  employé  ici  la  notation  du  b.^  ifl6, 
dy  Gj; 

y^vx  marquer  qu'il  faut  faire  yarier  dans  p  et  dans  q^ 
en  même  temps  qne  x  et  ^ ,  la  fonction  z  qui  con- 
tient implicitement  ces  yariables  ;  en  opérant  ainsi ,  et 

mettant  p  et  ç  au  lieu  de  t-  et  de  -r- ,  on  trouvera 


d^+^dzi  — dr^^^da* 


ou 


Si  Ton  substitue n-  >  —  d  à  la  place  de  p  et  de  ç , 

il  viendra  y  après  les  réductions^ 

„  dfl     _  dP  ,  _dQ     ^dR  .  ^dP      _,dQ  . «. 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre 
P,  Q  et  /i,  pour'  que  dans  l'équation  différentielle 

Pàx+  Qdy  +  Ifàz  =  o, 

z  puisse  être  regardé  comme  une  fonction  des  deivt 
variables  a;  et  ^  >  et  que  l'intégrale  de  cette  équation 
soit  pOKjonséquent  exprimée  par  une  seule  équation 
primitive  entre  les  trois  variables  x^y  et  s.  Il  suit  de  là 
qu'une  équation  dififérentielle  à  trois  variables ,  prise 
au  hasard ,  ne  peut  pas  toujours  être  vérifiée  par 
une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 

Pendant  long-temps  on  appelait  équations  absurdes , 
€t  on  regardait  comme  insignifiantes ,  celles  qui  ne  sa- 
tisfaisaient pas  à  l'équation  {B)i  mais  Monge  a  fût  voir 
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que  toutes  les  équations  différentielles  à  trois  variables 
avaient  une  signification  réelle  ;  et  que  tandis  que  celles 
dont  Tintégrale  était  exprimée  par  une  seule  équatioa 
entre  trois  variables  appartenaient  àdes  surfaces  courbes^ 
chacune  des  autres  représentait  une  infinité  de  courbes  à 
double  courbure ,  jouissant  d*une  propriété  commune. 
Je  ne  m'occuperai ,  pour  le  moment^  que  des  pre-* 
mières  ;  mais  dans  la  suite  je  reviendrai  ^ur  les  der*; 
nières. 

309.  Lorsque  Téquation  (5)  devient  identique  par 
la  substitution  des  valeurs  de  P,  Q  et  B,  il  n'en  ré- 
sulte pas  toujours  que  l'équation 

Pdx  +  Qdy  +  Ràz  =  o, 

soit  une  différentielle  exacte  ;  mais  du  moins  on  peut 
la  rendre  telle  en  la  multipliant  par  im  facteur.  En 
effets  soit  (jl  ce  facteur,  et 

(jiPdx  +  l^Qày  +  (iRàz 

une  différentielle  exacte ,  on  aura  (807) 

d,fjiR_d.!JiQ        d.fJiR_d.fjLP        d.uQ  _^d.uP 
dy  dz    '        do;  dz    ^        dr  4y    * 

Ces  équations  étant  développées  deviendront 

'"(f-f)+«|V£=. 


^\dx        d7)"*"^d7""^dy— 


dy  /      ^  dx         dy 

on  éliminera  fji,  en  multipliant  la  première  par  P,  la 
seconde  par  —  Q,  la  troisième  par  R,  et  en  ajoutant 
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les  produits  )  leur  somme  sera  divisible  par  [jl  ^  et 
donnera 

équation  qui  est  la  même  que  ÇB) ,  et  lorsqu'elle  sera 
satisfaite^  la  détermination  de  [à  ne  dépendra  que  de 
deux  quelconques  des  trois  équations  (C). 

3io.  Lorsque  les  différentielles  dx  ^  dy  et  dz  ^  mon- 
tent au-delà  du  premier  degré  dans  Téquation  propo- 
sée ,  elle  ne  peut  s'intégrer  par  ce  qui  précède ,  que 
quand  elle  satisfait  à  une  nouvelle  condition  que  je 
vais  faire  connaître.  Soit  pour  exemple  l'équation 

elle  ne  saurait  résulter  de  la  différentiation  d'une  équa- 
tion  primitive  entre  les  variables  x,y  et  2 ,  à  moins  qu'elle 
ne  puisse  se  ramener  à  la  forme  P^dx+Q'dy+Bfàz=o. 
En  effet,  quelle  que  soit  l'intégrale ,  on  peut  toujours  en 
déduire,  par  la  différentiation ,  dz  =rpdx  +  qdy,  petq 
désignant  des  fonctions  quelconques  deXyyetz;  il  faut 
donc  qu'en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à  dz ,  les 
différentielles  dx  et  dy  sortent  toutes  deux  du  radical  ; 
or  c'est  ce  qui  n'arrive  pas  toujours  ;  car  on  a 

dz  =  -^{  —  Tdx^Fdy 

±.\/ÇI^^PK)dx'^Q{Tr''RS)dxdy+{p'»-'QK)dy^}  : 

et  si  la  quantité,  qui  est  sous  le  radical,  n'est  pas  un 
quarré  partait^  ou  du  moins  si  l'on  n'a  pas 
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les  difTérentielIes  dx  et  dy  resteront  engagées  sous  ce  ra* 
dical.  En  général  »  quel  que  soit  le  degré  de  Téquation 
proposée,  par  rapport  à  da,  dx,  dy,  il  faut  qu'étant 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  dz  ^  elle  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  de  la  forme- 

àz  —  pàx  —  qày  =  o. 

Intégration  des  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre* 

0 

3i  1.  Je  vais  passer  au  troisième  cas  de  la  recherche 
des  fonctions  de  deux  ou  d*un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Dans  ce  cas  ,  on  n'a  pour  déterminer  la  fonc- 
tion inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coefiiciens  dif- 
férentiels d*un  certain  ordre ,  ou  une  seule  équation 
entr*eux.  Il  constitue.ee  que  Ton  appelle  le  Calcul  inté- 
gral aux  différences  partielles ,  et  qu'on  devrait  nom- 
mer,  d'après  les  remarques  du  n'  iq4,  Calcul  intégral 
des  différentielles  partielles  ;  car  les  coefficiens  diffé- 
rentiels ,  considérés  isolément ,  ne  font  connaître  que 
les  différentielles  partielles,  et  non  pas  les  différence» 
qui  sont  l'objet  d'un  calcul  à  part,  qu'on  trouvera  dans 
le  traité  des  séries  qui  termine  cet  ouvrage.  Le  coeffi— 

oient   ,   ,         ,  étant  multiplié  par  dx'^dy"^ ,   devient 

,   ,„  ,  ^  àx'^ây'^,  et  exprime  alors  la  différentielle  m^"**, 

par  rapport  à  x ,  de  la  différentielle  n'""  de  a ,  par 
rapport  ày ,  et  vice  versa. 

3i2.  La  plus  simple  des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  est  celle  qui  ne  renferme  que  l'un  des  coefficiens 
du  premier  ordre  et  les  variables  indépendantes.  Soit, 
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par  exemple , -r- =  iî ,  R  ne  confenant  point  z;  en 

àz 
multipliant  par  àx ,  on  obtiendra  j-  dx  =  Rdx ,   on 

àz  =  Rdx  y  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  seulement  ^ 

il  viendra 

z=/Rdx  +  C. 

Dans  ce  résultat ,  C  n  mdique  pas  une  simple  constante 
arbitraire ,  mais  une  fonction  absolument  indéterminée, 
de  toutes  les  variables  autres  que  x  ,  que  pourrait  con- 
tenir la  fonction  z.  Si ,  par  exemple ,  z  dépendait  en 
même  temps  de  x  et  de  y  ^  on  aurait  zz=zfRdx  -f-  ^  {y), 
en  désignant  par  ç  une  fonction  arbitraire  composée 
d'une  manière  quelconque  de  la  variable  y  mêlée  avec 
de^  constantes.  Quand  z  sera  une  fonction  de  trois  va- 
riables u,  X  et  y ,  on  aura  alors  a=/iîdj?+  (p  (^u^y) , 
et  ^  iu^y)  représentera  une  fonction  arbitraire  dans 
laquelle  les  variables  u  et  ^  pourront  être  combinées 
d*une  manière  quelconque  ,  soit  entr* elles,  soit  avec 
des  constantes.  En  général  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  f,  t,  u,  x^y,  etc.  Tinté- 

dz 
grale  de  t-  =  B ,  sera  z  =fRdx  +  $  (J,  ^,  u,y,  etc.  ) , 

parcequ'il  est  évident  que  la  fonction  <p  (^,  t,  u,y^  etc.), 
quelle  qu'elle  8oit>  ne  variant  point  quand  x  varie,  on 

^    •        d»       ^ 
a  tofijours  T-  =  jR. 

Je  viens  de  supposer  que  z  n'entre  pas  dans  A[ 
s'y  trouvait.,  il  faudrait  intégrer,  par  quelqu'es- 
des  méthodes  précédentes ,  en  ne  regardant  ca 
variables  que  x  ttz  seulement,  l'équatioû 

àz 

T-dx— i?da;  =  o     &u    d/s. —  jRdj;=:o; 

ex 
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et  désignant  son  intégrale  par  /^r=  const.  on  aurait 

;^=<p(5,t,  u,j,etc.)    ' 

pour  réquation  'primitive  de  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion z.  En  effet ,  si  on  différence  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  a:  et  2 ,  le  résultat  sera  de  la  forme 

Pdz+  Qdx  =  o, 
et  tel  que  —  -^  ==  jR,  ce  qui  donne -=-=/?. 

3i3.  L*équation  Pp+Çç^zjR,  dans  laquelle 
P,  Q ,  iî ,  contiennent  à-la-fois  a: , y  et  a,  est  la  plus 
générale  qu*il  soit  possible  d'avoit  entre  les  coefficiens 
du  premier  ordre  p  et  q  y  lorsqu* ils  ne  passent  pas  le 
premier  degré.  En  prenant  la  valeur  de  p  dans  cette 
équation  pour  la  substituer  dans 

àz=zpdx  +  qdy,      . 
on  trouvera 

Pdz  —  Rdx  =  q  ^Pdy  —  Qdx)  , 

le  coefïicient  q  restant  toujours  indéterminé.  H  se  pré- 
sente ici  deux  cas  :  i°.  la  composition  de  jP,  QetR, 
peut  être  telle  que  la  fonction  Pdz  —  Rdx  ne  renferme 
que  les  variables  z  et  x  dont  elle  contient  les  différen- 
tielles ,  tandis  que  la  fonction  Pdy  —  Qdx  ne  renferme 
que  x,y',  2°.  Tune  ou  l'autre  de  ces  fonctions',  ou 
même  toutes  deux ,  peuvent  renfermer  les  trois  vajria- 
bles  X ,  y  et  z. 

Dans  le  premier  cas ,  il  existe  un  facteur  ^ ,  qui 
rend  Pdy  —  Qdx  différentielle  complète  ,  et  un  fac- 
teur [/  qui  opère  la  même  chose  sur  Pdz  —  Rdx  ;  dési-» 
gnant  ces  différentielles  par  il/  et  iV,  on  aura 
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et  réquâtion  ci-dessus  deviendra  dA^=:  2ti.  dM.  Elle  n« 
peut  être  intégrable  à  moins  que  2?—  ne  soit 'tine  fonc- 

tion  quelconque  de.iftf;  posant  donc  ^ —  =  q>'  (^M)  , 

on  adiV=ç'(3/)dM,  et  en  intégrant,  il  vientiV=(p(ilf), 
résultat  dans  lequel  f  désigne  toujours  une  fonction 
arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas^  je  prends  l'équa- 
tion px  -)-  qy  =  HZ  ;  on  en  tire 

/>dy  —  Qdx  =xdy  —ydx, 
Pdz  —  Rdx  =  xdz  —  nzdx  ; 

r 

en  trouve  par  l'intégration  des  équations! 

xdy — ydxr=io,  xds.— iizdj?=:0; 

que  les  facteurs  (jl  et  (/  sont  respectivement— ,  — ^r,» 
et  que  parconséquent  M:=r^,  N=  —  :  il  s'ensuit  donc 


X  X' 


—  =  ^^•2^,  on23=x»(p^'^Y  c'est-à-dire,  que  a 

est  une  fonction  homogène  eu  a:  et  j^,  du  degré  n,  £a 
effet ,  r  équation  px  -{-qy-zzinz^  n'est  autre  chose  que 
le  théorème  des  fonctions  homogènes  donné  n**  266 ,  et 
dont  ce  qui  précède  fournit  encore  une  démonstratioa 
pour  le  cas  de  deux  variables. 

3i4*  Quand  les  variables  x  y  y  et  z  y  sont  mêlées^  in- 
djistiactdment  dans  les  fonctions  Pdy — Qdx,  Pdz — Rix^ 


.3 
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il  n'est  plus  possible  de  les  rendre  intégrables ,  chacnne 
en  particulier ,  parle  moyen  des  facteurs ,  et  cela,  parce- 
qu'on  ne  sauroit  intégrer  isolément  les  équations 

Pdy  —  Çdx=o,  Pdz  —  /îdj7  =  o; 

car  il  faut  bien  remarquer  que  z  ne  doit  pas  être  supposé 
constant  dans  la  première  ,  ni  x  dans  la  seconde. 
Lagrange  a  fait  voir  le  premier  que  néanmoins  û  Ton 
intégrait  conjointement  ces  équations,  et  qu*on  en  dé- 
duint  deux  équations  primitives ,  renfermant  chacune 
mie  constante  arbitraire ,  de  manière  qu'on  eût  M:=.a , 
2V=  b  fM  eXN étant  des  fonctions  données enx,yetz, 
Imtégrale  de  la  proposée  Pp"^Qq=R,  serait  Nzzr^Ç^JIT), 
ç  désignant  toujours  une  fonction  arbitraire.  Cette  pro- 
position importante  paraît  démontrée  assez  simplement 
de  la  manière  suivante. 

Puisque  les  équations  W=a,  iV=r  i,  sont  supposées 
déduites  des  équations  Pdy— Çdjc=:o,  Pdz — Rda:=o , 
il  faut  que  leurs  différentielles  aient  lieu  en  même 
temps  que  ces  dernières^  c'est-à-dire \pie  si  l'on  met 
dans  les  équations 

—  dx  +  ^dy  +  ^dz  =  o, 
dN^     ,  diV,     .  diV  , 

d^^+'^^y+'^^=^> 

les  valeurs  de  dy  et  de  dz ,  tirées  de  Pdy  —  Çdx=  o , 
Paz  —  Ràx  =  o  ,  on  parvienne  à  des  résultats  identi- 
quement nuls.  Ces  résultats  sont 

àM„      dM  ^  ,àM„ 

d^^+dfÇ+dT^^^' 

àN  „  ,  dN  ^  ,  àN  „ 

on  en  tire 

d3f 
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dM_      dMQ      dMR 
dx~       ày   P        àz  P* 

dN  _       dNQ       diV  R^ 
dx  ■"       ày  P-      dz  P  * 

mais  réquatien  N=:  f  (M)  dwme  dN=Mf\M)  àM,  ou, 
en  développant , 

diVj     .  diV,    .  AN.        ^rn^r^^A     .  d3f,     .  d3f ,  n 
■ajdx+ ^^+ ^d«=/(M)  L^dx+ ^dj,+^d.  J  ; 

mbstitnant  dans    cette    équation  les  valeurs  précé- 
dentés  de  -3— ,  -t—  ,  on  trouvera 

àN  àN 

^  (Pdy-  Çdx)  +  ^iPàz^Ràx)        . 


d*où  Ton  déduira 


diV        ,,^.difer 


Pd.-fldx=-g;,  ^(i>dy-Qdx), 

En  représentaijit ,  pour  abréger ,  par  â>  la  quantité  qui 
multiplie  Pày — Qàx  et  qui  est  indéterminée,  puis- 
qu'elle contient  ^'  (  M) ,  l'équation  ci-dessus  deviendra 

Pdz  — /idx  =  — »d(Pdy— Qdx); 

on  en  tirera  (3o8) , 

Az      R+(ùQ  dz 

Taleurs  qui  satisfont  à  la  proposée,  indépendamment 
de  fi»,  et  parconséqusnt  de  ç(itf). 

Cale,  intégr.  G  g 
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Quand  on  fait  (p  (M)  =  a,  Imtégrale  iV=^  (Af) 
se  réduit  k  N^=:b  y  ce  qui  mont  je  que  N=b  est  une 
intégrale  particulière  de  la  ptoposée.  Il  en  serait  de 
même  de  M=:sa  -,  car  de  N=  f  (Âf  ) ,  on  tire  iftf=^i(iV), 
Çi  étant  une  fonction  inverse  de  ^ ,  arbitraire  parcon— 
séquent^  et  qu'on  peut  supposer  égale  à  d. 

3i5.  On  facilite  beaucoup  ,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tiélles  du  premier  ordre ,  a  trois  variables ,  en  les  par- 
tageant en  deux  autres  par  Tintroduction  d'unei  quan- 
tité indéterminée  ^  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple 
suivant  : , 

Sbit  l'équation  f (jO  ,  a;)=F(7,^);  si  on  fait 
f  (p,  a:) =û»,  on  aura  en  même  temps  F(ç,jf)=»,  et 
on  déduira  dé  ces  deux  équations 

f^  et  F^  étant  des  fonctions  inverses  de  celles  que  dé- 
signent f  et  F.  L'équation  d2=:pdx-(-  ^d^  deviendra 

mais  si  on  représente  les  intégrales 

prises  en  n'ayant  égard  qu'aux  variables  x  et  y,  par 
P  et  Q;  ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc- 
tions de  û>,  il  viendra 


àP  ,  ,^       dP 


àx f  (û), x)=  -3—  dx  =  dP  — 
'^        '       dx 


dû> 


dfi) 
et  parconséquent 
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Cette  defnière  équation  ne  peut  devenir  différentielle 
complète,  que  par  la  supposition  de 


d'où  il  suit 


dP    ,  dO        ,,  . 


\     ' 


on  aura  donc 

équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  »^  lorsque 
la  fonction  arbitraire  9  (tf  )  sera  déterminée. 

Il  suffit  souvent  de  substituer  dans  Téquatioil 

da  =:/7dr  +  çdy , 

la  valeur  dep  ou  de  ^  ^  tirée  immédiatement  de  la  pto' 
posée,  et  d'intégrer  ensuite  le  résultat  par  parties.  Lors- 
qu'on a,  par  exemple,  p  =  f(^),  il  vient 

d6  =  daïf(9)  -f-  cjfd^  : 
on  trouve 

z  =  a7f  (9)  -^rqy  —  f{xi'  ((/)  +^)  d?  > 

et  comme  l'intégration  indiquée  lie'peut  s'effectuer  qu'en 
prenant  a:f'(^) +^=(^'(^),  il  en  résulte 

De  T intégration  des  équations  différent 
tielles  partielles  des  ordres  supérieurs 
au  premier. 

.3i6.  Lorsqu'on  passe  au  second  ordre,  les  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  oindre  sont  au  nombre  de  trois 
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pour  une  fonction  de-  deux  variables^  et  une  équatiox. 
différentielle  partielle  du  même  ordre  peut  exprimer 
en  général  une  relation  entre  les  variables  indépendantes, 
la  fonction  cherchée  ,  et  ses  coeificiens  différentiels  . 
tant  du  second  ordre  que  du  premier. 

L'analogie  fait  voir  que  Téquation  générale  d*un  ordre 
quelconque ,  et  d'un  nombre  quelconque  de  variables  , 
doit  renfermer  les  variables  indépendantes^  la  fonction 
cherchée  ^  et  ses  coeificiens  différentiels  depuis  le  pre- 
mier ordre  jusqu'à  l'ordre  dont  elle  est  inclusivement. 
Avant  de  m'occuper  de  ce  cas  général ,  j'en  rapporterai 
quelques-uns  qui  s'abaissent  à  des  ordres  inférieurs  à 
celui  dont  ils  sont. 

i"".  Toute  équation  à  trois  variables  qui  sera  de  la 
forme 

/  d^      d»-^-^z       d"-^z  _d^+^i 

quoique  de  l'ordre  771-f-n,  se  famène  sur-le-champ  à  une 

d"2» 
équation  de  Tordre  m,  en  faisant  -^—^  =  v  ,     parce- 

qu'elle  se  change  en 

^  f  di/      d*v/  d^i'  1 

On  j  doit  supposer  alors ^  constant,  puisque  tous  les 
coeificiens  différentiels  de  v  qui  s'y  trouvent  sont  relatifs 
à  x;  et  elle  peut  parconséquent  se  traiter  comme 
n'étant  qu'entre  les  deux  variables  x  et  v,  mais  il 
est  évident  que  pour  donner  à  l'expression  de  v  toute 
la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  il  sera  néces- 
saire de  remplacer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle 
doit  renfermer  ;  par  autant  de  fonctions  arbitraires  delà 


\ 


DE     CALCUL     intégral;  4Sq 

tariable^  prise  d'abord  pour  constante.  Ayant  obtenu  v, 

d"z 
on  remontera  à  z ,  par  le  moyen  de  l'équation  -=-^=i/, 

y 

dans  laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x  comme 
constant,  et  qui,  devenant  par  là  une  équation  de  Tordre 
n  entre  deux  variables  seulement^  pourra  se  traiter  ainsi 
que  les  équations  de  ce  genre ,  en  observant  néanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  Xy  les  n  cons.tantet 
arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégration. 

s^.  Les  équations  de  la  forme 

r/  âz     d»«  d»g\_ 


o 


/  dz 

V^>^>^>d7' 


dz      d*2  d»z\  _ 


o 


peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement^  comme 
s'il  n'y  entrait  que  deux  variables  ;  savjpir,  jc  etz  dans 
la  première  ,yetz  dans  la  seconde  ;  et  après  l'intégra- 
tion, on  substituera  aux  constantes,  dans  l'une  des^ 
fonctions  de^,  et  dans  l'autre  des  fonctions  de  x. 

Les  équa(tions  du  second  ordre; 

d*2        ^dz       ^  d*«        ^dz       ^ 


dxdy         dx      ^  '  drd^  dy 

I 

dans  lesquelles  P   et   Q  ne  contiennent  que  x  ety, 

la  première  devient  ^ — f.Pv=Q,  équation  du  premier 

degré  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  variables  «ç 
9ty,  et  dont  l'intégrale  est 

v=r^^^  (/^''-^Odv+  C)     (a57). 

GgS 


V 
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Si  Ton  met  pour  v  sa  valeur  «r*  >  et  qu'on  change  C 
"en  f  (x)  y  on  aura 

•n  intégrant  cette  fois^  par  rapport  izetky  seuls  ^  on 
trouvera 

en  traitant  de  même  la  seconde  é(juation  ^  on  arriverait  à 

Lorsque  aura  P=ro ,  ies  résidtats  ci-<le8dus  se  rédui- 
ront à 

dans  un  cas,  et<lana  l'autre  à 

z  =fàyfQdx  +/dy^  iy)  +  4  (^)  '> 

mais  comme  la  fonction  ^  est  arbitraire ,  on  écrira 
simplement 

z  =fix/Qày  +  f  (^  )  +  4  (>')  , 
z=j-dyJQdx  +  p  (^)  +4(^)- 

J*observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de 
l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable ,  et  ont 
été  traités  sous  ce  point  de  vue ,  dans  le  n®  24?  • 

On  a  des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
•dans  les  deux  équations 
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lorsqii.on  fiuppo^e  çpie  P  et  Q  renferment  x,y  et  z.  La 
jprenuèrje  doit  être  traitée  comme  une  équation  du 
isecoiid  ordre  ^  entre  les  variables  x  et  2  ;  les  -cons- 
tantes aiintr^ires  jijaieê  à  son  intégr^on  .seront  des 
fonctions  de  j^  :  pn  opérerjÇi  de  la  mêo^e  m^ière  sur  la 
4euxièa^e ,  p^  rapport  aux  Y^rp^çsy  et  2  ^  et  on  chan- 
gera les  consita^es  ^^itr^pa  e^  fonctions  jie  x-  Pour 
ne  doi^er  que  lé  ^c^s  le  p^us  ij^Doqpïle  >  je  réduirai  Ias 
«quajtjions  pr/oposées  à 

et  je  supposerai  qae.Q  ne  contienne  que  x  et  y  \  les 
formules  du  n*  2220  donneront  immédiatement 

z  =fdxfQàx  +Cx+C,  z=fàyfQày +C!y  +  C, 

4l*oi\  on  conclura 

z  =  fdxfQâx+x(piy)+^(y\z==zfdyfQày^(^(,x)+^i^^^ 


317.  En  passant  aux  équations  du  second  ordre  à  trois 
variables ,  qui  renferment  tous  les  coefficiens  différen- 
tiels de  cet  ordre ,  mais  au  premier  degré  seulement, 
pour  simplifier  les  calculs ,  je  {«rai  us^ge  des  déno- 
minations suivantes  : 

àz  =pdx  +  çdy 

dp  =rdx  +5dy  àq-=zsdx  +  tdy  (*) 

d*z  =  dpdx  +  dçdy  =  rdx*  +  a^dxdy  +  tdy^. 


(*)  Le  coefficient  de  âx  dans  d^  est  le  même  qne  celai  de  ày  dans 
àp ,  à  cause  de  la  coQdition  3^  =  ^  >  ^  laquelle  dpit  satlsfaîi:!  la 
diffëientielle  ds. 

Gg4 
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L'équation  différentielle  partielle  de  cet  ordre  et 
A  trois  variables  ,  considérée  dans  le  cas  général  ^ 
ne  peut  donner  que  l'expression  de  l'un  des  coelE-- 
ciens  r^s^ty  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan*- 
tités  p,q,  x,y,z',  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
les  différentielles  dp  et  dq.  On  peut  aussi  ^  au  moyea 
de  ce3  différentielles  I  éliminer  de  Téquation  proposée  , 
deux  des  trois  coefficîens  r,  s,  t,  et  le  résultat  sera  la 
relation  que  cette  équation  suppose  entre  dp  et  dq  ; 
c'est  ce  procédé  que  Monge  a  suiyi. 

Je  rappliquerai  à  l'équation 

Rr  +  Ss+Tt  =  F, 

où  je  supposerai  que  les  quantités  R,  S ,  T  et  V , 
renferment,  d'une  manière  quelconque,  ^9  y 9  *>  P 
et  q.  En  y  substituant  les  valeurs  de  r  et  de  t,  tiréei 
des  équations 

dp  =  rdx  -f  sdy ,  dq  =  sdx  +  t^y  > 

et  qui  sont 

dp  —  sdy  d^  -—  sdx 

^        d^     '       '■"     ê^     '' 

on  trouve 

Rdpdy  +  Tdqdx-^Vdxdy = ^(/?dy*-.  Sdxdy+  Tàx"^, 

équation  dont  il  semble  qu'il  faudrait  intégrer  sépa- 
rément les  deux  membres ,  à  cause  du  coefficient  diffé- 
rentiel indéterminé  s,  qui  multiplie  le  second  ;  mais 
ici,  comme  dans  le  n"*  3i4  ,  il  suffit  de  parvenir  à  deux 
équations  primitives  M=a,  N-=>b,  qui  satisfassent 
en  même  temps  aux  équations 
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Rdpdy  +  Tdqdx  —  Fdrdy  =  o 
Bdy  —  5drdy  +  jax*  =  o: 

rintégrale  de  la  proposée  sera  encore  A^=^(Sf); 

Pour  le  démontrer^  je  transforme  d'abord  les  éqûa^ 
tlons  ^précédentes  en  d'autres  où  les  différentielles  ne 
montent  qu'au  premier  degré  ,  et  pour  cela  je   fais  < 
ày=:mdx,  La  seconde  de  ces  équations  devenant^  après 
la  substitution^ 

/{m*  —  5m  +  T=  o {A). 

détermine  la  quantité  m  ;  mettant  ensuite  pour  dy  sa 
valeur  dans  Rdpdy  +  Tdqdx '^  f^dxdy  =  o,  on  aura 
pour  chacune  des  valeurs  dont  m  est  susceptible ,  un 
système  d'équations  de  la  forme 

dy  —  mdx  =  01 
Rmdp+  Tdq  —  Fmdx=oi  ^^^' 

auquel  il  faudra  joindre  l'équation 

àzp^pdx  -^  qdy, 

qui  e^rime  la  relation  qu'ont,  avec  la  fonction  z,  lés 
coefBciens  p  et  q. 

Cela  posé  ,  si  les  équations  Mr=zat  N=:  b  satisfont 
aux  équations  (1) ,  et  que  dans  les  différentielles 

dM.      ;  dM  .     ,  difer,     ,  dM ,     .  dM  ^ 

dAT  m.     /dN  ,    ■    dN'        dN. 

^àx+^dy+-^dz+r^àp+^dq^o.      » 
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on  mette ,  au  lieu  de  d^  sa  valeur  tirée  de • 

àz  =/7dr-)-  qàyy  et  au  lieu  de  dy  et  de  d</,  celles 
que  donnent  les  équations  (i)  ^  les  résultantes 

,  /àM      Rm.  éSf\  , 
-,  /àN      RmiN\, 

+v-d^- T-5^;^p=°' 

devront  être  identiques  «t  se  partager  parconséquent 

dans  les  suivantes  : 

dilf  .        d3f  ,  ,      .         ^àM  :  rmAM 

"5j  +  ^-d^+<p+^'"^  dr+-T  17=^^ 

àM       RmàM_ 
dp         T    âq  ~^' 

dx+^^d^+^^+^^^^ir+'r  d^=^- 

dA^       Rm  àN 


àp         T   dq 


=  0. 


L'équation  A^=ç  (M)  étant  différentiée ,  donne 


àNz=(^'(^M)dM, 

ou 
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à^a-    .^A  j^^j    .  ^j,     .  ^j 

,.„/dilf,     ,dM,    ,àM,   ,dM,  _,  dM,^ 
*  (^{dr^+ V-^+ di"^^  d^'^/"»- d^*?}-' 

M  l'on  substitue  dans  cette  dernière  les  Talents  d« 

dJIf    dM    dN     dN 
"aj '    dp*   dx'    dp' 

prises  dans  les  quatre  précédentes ,  et  qu'ion  cbange  dp 
en  pdx  4"  <ldy ,  on  obtiendra 

VdiV   ,      diV 


(■37+*-E')(^J'-'^> 


-f.  ^  ^  («nidp  +  7Ta<7  —  rmdr  )  = 


♦'(^){C^+''^#)(^^-"^> 


1  dAf 


+  ^  ^  (  ««Bdp  H- TU;  -  rmdx  )  } , 


ce  .qui  revient  à 

Rmàp  +  Tàq  —  /^mdj:=«  (dy  —  Tndr), 

en  faisant 


d7+?d.-~^(^^(d7+  ^  -dr) 
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Si  l'on  remet  rdx+idy  et^dx+tdy,  pour  dp  et  dq; 
et  que  Ton  égale  à  zéro  ce  qui  multiplie  chacune  dea 
différentielles  indépendantes  do:  et  dy  ^  on  obtiendra 

Rmr+  Ts-^J^m^z-^edm,     /{mj-4-  71  =  «  ; 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  différentiels  r  et  t ,  pour  les  substituer  dans  la 
proposée ,  elle  deviendra ,  après  les  réductions , 

et,  en  vertu  de  l'équation  (yf)  elle  s^era  satisfaite  in- 
dépendamment des  quantités  »,  et  j. 

3i8.  Le  théorème  démontré  ci-dessus,  ainsi  que 
ses  analogues  dans  les  ordres  supérieurs,  n'a  pas  la 
même  généralité  que  celui  du  n®  3i4;  car  il  faut  bien 
remarquer  que  les  équations  (1)  peuvent  renfermer  à- 
la-fois  les  cinq  variables  x  y  y ,  z ,  p  et  (/ ,  et  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  da=pdx  -f-  qAy ,  on  ne 
saurait  parvenir,  par  l'élimination ,' qu'à  une  résul- 
tante contenant  trois  variables ,  laquelle  parconséquent 
ne  pourrait  dériver  d'une  seule  équation  primitive  , 
qoe  sous  certaines  conditions  (3o8).  On  se  tromperait 
néanmoins  si  l'on  concluait  de  là  que  quand  les  con- 
ditions dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  remplies  , 
réquation  différentielle  partielle  proposée  ne  peut  elle- 
même  dériver  d'une  seule  équation  primitive. 

5 19.  Soit,  pour   exemple,  l'équation 

Ar  +  Bs+Ct  =  r, 

dans  laquelle  A  ,  B  et  C  sont  constans,  et  ^eèt  une 
fonction  de  a;  et  de  y.  L'équation  de  (^)  devient  pour 
ce  cas  Am'^ — Bm-j^  Cz=2o\  ses  racines,  que  je  dési- 
gnerai par  rn  et  m",  étant  constantes,  fournissent  deux 
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systèmes  d'équations  (i)  qui  donnent  par  Tintêgratioa 


y—w! 


Am'p  +  Cq  —  m'fFàx 

y — rrix'=.({  1 
Aiïi'p  +  Cq—  mjrdxz=zb'  J  ' 

et  oùrintégrale//^dx  ne  dépend  que  d'une  seule  variable, 
parcequ  on  peut  chasser  y  à&  V  ^  au  moyen  de  sa 
valeur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque  sys~ 
tème  :  on  aura  donc  en  même  temps  ces  deux  intégrales 
premières  de  la  proposée , 

Aw!p  +  Cç  —  Tïi  fVàx  =  ^  (jr  —  m'x) , 
Ani"p  +  Cq  —  m" [Vax  ==^  {^y  —  ni'x)  ; 

et  en  intégrant  l'une  quelconqdfjp  ces  équations^  on 
arrivera  à  l'intégrale  seconde. 

Si  on  prend  la  première  ^  par  exemple,  elle  donsd 
Cl 

c 

on  peut,  pour  simplifier,  mettre  m"  au  lieu  de    .   ^  j 

C 

puisqu*en  vertu  de  l'équation  {A)^  m' m* = "^  î     et    en 

substituant  dans  dz:=pda;-|-ç<fy,  on  trouvera 

dr 
d*  —  -j  fFàx^àx(p  (^y  —  m'x)  =:ç  (dy  —  zn^dr)  ; 

^es  équations  à  intégrer  (3i4)  seront  donc 


/ 
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On  tire   de    Tune,  y-^wl'xzsij ,    ce    qui    change 
Tautre  en 

àz-^^f  Vax  —  irf  [a'  +  ( tu"  —  m' ) x]  =  o , 
dont  l'inté^ale  est 

A  ^  —TU 

et  devient 


lorsqu'on  remet  pour  et  sa  valeur,  en  observant  que  ^ 
•st  une  fonction  arbitraire ,  dont  les  coefficiens  différen- 
tiels sont  arbitraires  aussi,  et  dans  laquelle  on  peut 
comprendre  telle  quantité  constante  qu'on  voudra.  Il  faut 
aussi  remarquer  que  pour  obtenir  fax  f  Vax ,  on  doit 
intégrer  une  première  fois  par  rapport  à  x,  en  substi- 
tuant au  lieu  de  y  sa  valeur  ,  tirée  de  l'équation 
y  —  m!x=^ay  comme  il  a  été  dit  plus  haut  ;  mais  lors- 
qu'on sera  parvenu  au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a 
sa  valeur  j' — rrix ,  et  avant  d'effectuer  la  seconde  inté- 
gration, on  changeraj^  en  a  -f-  ml'x  y  ainsi  que  l'exige 
l'équation  y — mx-=a\  trouvée  en  dernier  lieu.  En 
général ,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations 
successives  à  effectuer,  on  ne  pourra  jamais  employer 
à  leur  aimplilîcation  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
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lieu  en  même  temps.  Avec  ces  attentions ,  l'intégrale 
seconde  de  l'équation  proposée ,  Ar  '^  Bs'^Ctziisif^^ 
sera 

Si  l'en  avait  j4z=z  1  ,'^=0,  C=  — c*,  et  ^=0,  ce 
qui  changerait  l'équation  proposée  en 


r— C*fc=0,  ou  ;j-;=C*J~(*), 


dx» 


l'intégrale  deviendrait 


z  =  (p  (^  — ex) +4  (jf  +  co:). 

3âo.  Les  foactions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équatichis  différentielles  partielles^  se 
déterminent  y  en  supposant  que  la  fonction  z  prenne  des 
formes  particulières,  lorsqu'on  assigne  des  relations 
entre  leis  variables  y  et  x.  Voici  deux  exemples  dé 
cette  déftrmination  : 

1°.  Si  Ton  a  i=J/(p(^,  M  et  >^désignant  des  fonc- 
tions données  en  X; y  et  2,  et  qu'on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  ^^  de  ma- 
nière qu'en  posant  F  (x ,  y,^)  =  o,  on  ait  en  même 
temps  f{Xyyy  2;)  =  o,  les  caractéristiques  Fetf  dé- 
signant des  fonctions  connues ,  on  fera  y'=it,  et  on 
combinera  les  trois  équations 

F=f,     F{Xyy,z)=o,    f(jr,y,z)=o, 
pour  en  tirer  des  valeurs  de  x ,  ^  et  z ,  en  t-,  sub- 


(*)  Cette  équation  est  celle  au   cordes  vibrantes. 
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stituant  ces  valeurs  dans  M  y  qui  deviendra  une  fonc- 
tion de  ty  que  je  désigne  par  Ty  on  aura 

i  =  r(p(0,       ou      ç(0=^> 

et  la  fonction  ^  sera  parconséquent  déterminée^  si 
Ion  remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  T^  leur 
valeur  en  x^y  et  ». 

a\  Soit  1  ==  3/ (p  (7^)  +  iV4  (/O  ; 

comme  il  y  a  deux  fonctions  à  déterminer^  il  faut 
qu'il  y  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

^  (^,  J'»  2-)  =  o>  donne  fip.jy  z)  =  o , 
que    F\xy  yy£)z=.o  donne  fix^y^  z)  =  o. 

Faisant  toujours  j^=i,  et  tirant  des  trois  équations 

V-=-ty    F{Xyyy%)^Oy   f{XyyyZ)  —  Oy 

les  valeurs  de  x^y^z  en  i ,  on  changera  les  quan- 
tités M  y  N,  en  fonctions  de  t.  Soient  T  et  ô  ces  fonc- 
tions ,  on  aura 

combinant  ensuite  les  équations 

]r=zty    F^{XyyyZ)=Oy    f  (x  y  y  y  z)  =  o  ^ 

pour  obtenir  les  valeurs  de  Xy  yyZ  en  t,  on  changera 
par  ces  valeurs  les  quantités  M  et  N  en  fonctions  d^  t, 
que  je  désignerai  par  T'  et  ô',  et  il  viendra 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (2)  on  déterminera  les 

fonctions 
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fonctions  ç  et  4  en  t\  puis  on  remettra  à  la  place  de  t 
sa  valeur  f^  (*). 

Des  équations  différefitielles  totales  qui 
ne  satisfont  pas  auca  conditions  d'in^* 
tégrabilité* 

321.  J'ai  fait  voir  dans  le  n®  3o8,  qu'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  à  trois  variables,  de 
la  forme  JPdx+Çdy4"^dz=o^  ne  pouvait  être  sa- 
tisfaite par  une  fonction  de  deux  variables/  qu'autant 
que  l'équation 

était  identique  par  elle-même  ;  mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  x,  y^  z,  on  changera  l'é- 
quation proposée  ^  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables^  et  déterminera  parconsé» 
quentl'une  de  celles-ci  en  fonction  de  l'autre. 

Si  l'on  avait  ^  par  exemple ,  l'équation 

àz xàpc^yày , 

^  -  , 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus ,  tant 
que  a  et  6  ne  sont  pas  nuls,  et  qu'on  y  fîtj^=.^(x)  ^ 
^  désignant  une  fonction  quelconque  ^  elle  se  change-^ 
rait«n 


(^)  La  âëceimination  des  fonctions  arbitraires  revient  à  faire 
passer  par  des  courbes  donnëesjes  surfaces  qui  représentent  les  e'qua* 
tiens  proposées  \  et  ces  courbes  peuvent  être  continues  ou  dis- 
continues, ainsi  que  lés  fonctions  «Ifet-mlmes. 

Cale,  intégr,  H  h 
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z — c      x(x — a)  +^ç  (x)  [^  (a:) —  b  ]  * 

«t  «loBnerait  autant  «de  relations  difFérentes  ezutii^  zetx, 
.que  1*09  a^gaerait  de  foimos  particnGèrès  à  la  £ofnc- 
tionf .  Si  Ton  prend  ,  par  exemple^  ^{x)  ^^x  ,  on 
aura 

As    Qxàx  2da: 

z—c      x(x— a)  -J-^C^ — ^0  """ai^  —  a-^* 

(4':C)iù.O0  tijrara  X — c=£?(fla;— a-^A),  C  étant  une  ^ 
constante  arbitraire  ;  et  la  proposée  sem  sadifaite  par 
le  système  des  équations 


y  =  x  i 


"Newton,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*),  avait  déjà 
indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles qui  contenaient  plus  de  deux  variables  ;  mais 
elle  arinconvénient  d'exiger  une  intégration  pour  chaque 
résultat  qu'on  veut  obtenir ,  et  Monge  a  remarqué , 
en  1784,  qu'on  pouvait ,  par  l'introduction  d'une  fonc- 
tion arbitraire ,  parvenir  à  un  système  général  d'équa- 
tions qui  en  donnât  une  in&nité  de  particuliers ,  satis- 
faisant tous  à  la  proposée. 

322.   Le  procédé  que  l'on  doit  suivre  poiu*  inté- 
grer l'équation 

Pdx  +  Qày  +  Rdz  =  o, 

par  une  seule  équation  primitive ,  lorsque  la  chose  est 

(*)  JYcwtoni  opiucula,  to«xc  I,  page  83;  ^tiou  de  i';41« 
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possible  ,  conduit  aussi  à  la  solution  la  plus  générale 
que  Ton  puisse  obtenir  pour  cette  équation ,  dans  le  cas 
contraire.  En  effet,  si  on  Tintègre  d*abord,  en  regar- 
dant une  des  variables  qu'elle  renferme  comme  cons- 
tante, z,  par  exemple ,  que  Ton  représente  par  U±=C^ 
réquation  primitive  qui  répond  à  Pdx  +  Qày  =  o  , 
que  l'on  différentie  cette  équation  primitive ,  en  fai- 
sant varier  à-la-fôis  x,y,zetC,et  que  Ton  compare 
le  résultat  à  la  proposée ,  on  arrivera  à  Téqùatioû 

dC      àU         „ 

[JL  étant  le  facteur  qui  rend  Pdx  +  Q^y  ^^^  différen-* 
tielle  complète.  Â  la  vérité ,  le  second  membre  né  se 
réduira  plus  aune  fonction  de  z  seul,  comme  cela  arrive 
dans  le  cas  où  la  condition  d*intégrabilité  est  remplie , 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  l'exige  cette  condi- 
tion; mais  il  est  évident  qu'en  Supposant  toujours  que  C 
soit  une  fonction  de  z ,  l'équation  proposée  sera  satis- 
*  faite  par  l'équatioiï  primitive  £7  =  C,  si  l'on  a  ea 
mênie  temps 

4C      du 

S-=-d5~^^^ 

fusant  donc  C  sa  9  (;s) ,  lie  système  des  éi^*4^<tas 

Û=zf(z} 

satisfera  i  la  ppoposéfe ,  quelle  que  sôît  !a  Ibrmé  de  là 
fonction^,  et  pourra  se  plartiûûiàrisiér  df'iine  infiaité 
de  manière»  en  prenant  p  ^bitrairetiteût.  ' 

En  appliquaat  ceci  à  Téquatioa 

Hhè 


»  »     _       ' 
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àz xdx  +yày 

que  j*ai  prise  pour  exemple  dans  le  n'  précédent^    oa 


aura 


'   ^  «^      a;(a; — «j+^Cj' — ^)  » — c 

et  faisant 

on  trouvera  Z7=a?*+j^*:  on  obtiendra  parconséquent 
les  équations 

2  ~""  C  / 

D^  /^z  méthode  des  Variations. 

Recherche  de  la  variation  dune  fonction  quelconque. 

323.  Toutes  les  applications  du  Calcul  différentiel , 
présentées  précédemment,  supposent  que  la  dépendance 
des  variables  demeure  constamment  la  même  dans  le 
cours  de  la  question  ;  mais  il  y  a  divers  genres  de  pro- 
blêmes pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  cette  dépen- 
dance change.  En  voici  un  exemple  :  quand  ^  désigne 
une  fonction  contenant  x  y  y  tt  les  coefficiens  différen- 
tiels de  j^,  l'intégrale  fFà.x  est  susceptible,  entre  le» 
mêmes  valeurs  de  x ,  d'une  infinité  de  valeurs  qui  dé- 
pendent de  la  relation  établie  entre  x  et  y  \  ensorte 
qu'on  peut  demander  quelle  est,  parmi  toutes  tes 
relations  possibles  ,  celle  qui  fait  prendre  à  l'inté- 
grale JJ^àx ,  entre  les  limites  données ,  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur.  L'intégrale  //^dar,  lorsqu'on 
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m  particularise  pas  la  relation  de^  à  x,  exprimant  la 
mesure  d'une  propriété  commune^  toutes  tes  courbes  , 
on  demande  alors  pour  quelle  courbe  cette  propriété 
est  un  maximum  ou  un  minimum.  Il  est  visible  que  si  fig.  54< 
CE ,  Jig.  54 ,  représente  cette  courbe ,  il  faudra  que 
pour  toute  ,aqtre  ye ,  Tintégrale  jVAx  ait  une  valeur 
plus  petite  dans  le  premier  cas ,  et  plus  grande  dans 
le  second.    Pour  satisfaire  à  cette  condition,  la  pre^ 
mière  chose  à  chercher  est  la  différence  qu*un  chan- 
gement quelconque  dans  la  ^relation  àey  kx^  ou  dani 
la  nature  de  la  courbe  qui  représente  cette  relation , 
produit  sur  l'intégrale //^dr.  Ce  changement  s'exprime 
en  faisant  varier^  indépendamment  de  x;  car  lorsque 
l'on    considère  deux  courbes   CE  et  ys  ,   la  même 
abscisse  AP  répond  à  deux  ordonnée»  i^M  et  Pf*,  et 
leur  différence  Afjf* ,  doit  être  distinguée  des  différences 
M'R  et  i/f ,  qui  ont  lieu  entre  deux  (adonnées  consé- 
cutives prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange  y  dont  les  premières  recherches  ont  produit 
le  Calcul  des  variations  ,  en  a  fait  aussi  à  la  méca- 
nique une  application  de  la  plus  haute  importance  , 
dont  on  saisira  facilement  le  but ,  si  on  cAserve  qu^on 
peut  considérer  les  coordonnées  de&  différens  points 
d'un  corps  qui  se  meut^  soit  pour  comparer  au  même 
instant  deux  points  de  ce  corps ,  soit  pour  comparer 
deux  positions  consécutives  du  même  point.  Dans  l'un 
de  ces  cas  il  n'y  a  entre  les  coordonnées ,  de  dépen- 
dance que  celle  qui  résulte  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps  ;  dans  l'autre ,  les  coordonnées  changent 
suivant  les  conditions  du  mouvement  établi,  et  avec  une 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  :  voilà 
donc  encore  deux  manières  de  faire  varier  les  mêmes 
quantités,  qu'il  est  à  propos  de  marquer  par  des  signer 
distincts.  Celle  de  ces  manières  qui  succède  à  l'autre^ 

Hb  2» 
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constitue  le  Calcul  des  F'ariations  ,  dont  on  ne  pent 
embrasser  les  divers  usages  qu'en  le  regwiant  comme 
ayant  pour  but  de  différentiet  sous  un  nouveau  point  ' 
de  vue  des  quantités  gui  ont  déjà  été  différentiées  sous 
un  autre  :  on  établit  ensuite  dans  le  second  mo4e  de 
differentiation^  Thypothèse  convenable  à  la  nature  des 
questions  qu'on  se  propose  de  résoudre.  (Voyez  la 
Mécanique  analytique  ^  pages  5i  .et  196  ). 

3524-  C'est  par  la  caractéristique  ^  que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  différentiation ,  et  cet  usage  a  été 
adopté.  Pour  ne  pas  sortir  des  linlites  de  mon  sujet , 
Je  me  bornerai  à  développer  les  principes  de  l'appli- 
cation du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. ^ 

Dans  ces  questions  la  caractéristique  d  s'employe 
pour  le  passage  d'un  point  à  un  autre  sur  la  même 
courbe ,  et  la  caractéristique  J"  est  appliquée  au  chan- 
gement de  courbe  :  ainsi  MR  étant  représenté  par  dy , 
M^  sera  J^  ;  et  il  suit  de  là  que 

En  passant  du  point  M^  au  point  p,\  on  trouverait^ 
d'après  ce  qui  précède, 

—y  +  ày  +  ^y  +  i^; 

maïs  le  point//  étant  consécutif  au  point  fi,  «nr  la 
courbe  yî ,  on  aurait  aussi 

et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  la  même 
ligne ,  donne  cette  conséquence  remarquable  : 
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9*  La  même  chose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  consi- 
dération des  courbes ,  en  représentant  paï  ^"(x)  l'état 
primitif  àey,  et  par  une  autre' fonction  4.(0:)  le  résul- 
tat de  la  variation  (*).  Alors  J^=^j^a;) — f(^)sera^una 
certaine  fonction  de  a: ,  et  parconséquent  une  fonction 
àe  y ,  à.  cause  de  la  liaison  primitive  de  ces  variables  ; 
désignant  donc  par  t  cette  dernière  fonction ,  on  aura 

^y:=w(j,y. 

D'après  cette  loi,  et  faisant  pour  abrégerj? +dyz=y^^ 
on  aura  pareillement 

d  ou  on  conclura. 


(*)  Afin  de  donner  nne  origine  cotnmnne  aux  ibnciibns  ^'  et  ^f' 

Eiiler,  qui  s^empreiwii  d'adopter  et  dVclairoir  lé  calcul -deb  Yariations, 

regardait  la- valeur  primitiT«  die  y,  on  ^{as)^  comme  déduite  d?uR& 

antre  fonction,  contenant^  avec  la  variable  jc,  une  nouvelle  variable  if, 

et  se  changeant  en  ^(t)  lorsque  £=0.  (JYoui.  Comm.  Acad. 

Ay 
Petrop.  T.  XVI;  pag.  35  ).  Par  ce  moycn^-hiTjr  devient  y,  +  tt  df, 

ety^  étant  pris  dant  Tii^rpothèse  de' e^=3«',  reprëMnte,  tant  qn-on 

ne  particularise  point  la*  composition'  de  y  en  t',  une  fonction  ar' 
bitraire  de  x.    La  valeur  générale  dej^  serait  exprimée  parla- séri« 

dr  t       d*r     f  » 

r  -+-  T^  -  -+-  -TT- H  etc. 

•^       df  X        di'    i.a^ 

La  variable  t  étant  supposée  égale  àzérodansjc  etscs.cocSiciens 
différentiels;  et  en  prenant  les  cocfBciens  différentiels  de  cette  série  paf 
1  apport  h  2-,  on  formerait  toutes  les  quantités  quUl  faut  substituer 
pour  obtenir  Pétat  varié  de  Tintégr^Ic  y/^tLr ,  ordonne  suivant  les 
puissances  de  t.  C'est  sous  cette  forme  que  Lagrange,  dans  la  nou- 
velle édition  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  Ponctions ,  présente 
celui  des  variations,  à  Tégaid  duquel  il' ^ntre  dans  beaucoup  de 
détails  trèsrintéressans. 

Hh4 
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mais  comme 

il  viendra  ^  en  prenant  les  variations , 

ce  qui  donne  encore 

fày  =  d  J'y. 

Il  suit  de  là  que  J'd^y  =  ài'ày  =  A^i'y  ;  et  continuant 
ainsi  ^  on  obtiendra  ce  théorème  fondamental 

Jd'^  =  d»^, 

en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractéristique  ^ 
après  la  caractéristique  d. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul  ^  ainsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatives  aux  limites 
des  intégrales^  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques  exem- 
ples ,  on  fait  varier  x  aussi  bien  que^  ;  mais  le  théorème 
ci-dessus  ne  cesse  pasd*avoir  lieu  pour  cela ,  parceque  la 
loi  de  la  variation  étant  constante ,  quoiqu'arbitraire  , 
i'x  est  une  fonction  de  ô;  >  de  laquelle  se  tire  ix\  en  y 
changeant  jc  en  a;'  :  il  en  résulte  iûx  =  d^ ,  et  pa- 
reillement M/^=d^/^,  pour  toute  fonction  V  dépen- 
dante de  X. 

3f25.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 

signe  /.  En  effet ,  si  on   représente  fU  par   U^ ,  il 

viendra 

AU,=  U,  puis  i^U,  =  i^U', 

transposant  la  caractéristique  J' après  la  caractéristique 
d ,  et  passant  ensuite  aux  intégrales ,  on  trouvera  succes- 
sivement 

puis  remettant  pour  Z7,  sa  valeur ,  on  aura  enfin 
3a6.  Cela  posé ,  on  voit  que  pour  obtenir  la  vari^ 
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tîon  d'une  fonction  quelconque  t/,  contenant  x,  y 
et  leurs  différentielles  des  ordres  quelconques^  il  faut 
supposer  que  a;  et  j^  se  changent  respectivement  en 
x+^x,  y'\'iy  7  et  regarder  i'x  et  iy  comme  des 
fonctions  arbitraires  l'une  de  x ,  l'autre  de  y.  £n  se 
bornant  aux  termes  où  les  variations  ne  passent  pas 
le  premier  degré ,  l'opération  reviendra  à  différentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fonction  U ,  tant  par  rap- 
port k  xelky  ^  que  par  rapport  à  leurs  différentielles 
considérées  comme  des  variables  distinctes  ,  mais  en 
marquant  par  la  caractéristique  i'  la  dernière  différen- 
tiation.  Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypothèse, 
les  différentielles  de 

Xy      y,       dx,      ây ,       etc.' 
sont 

J^x,      fy,     <^dx,    i^y ,     etc. 

.  Si  donc  la  différentielle  ordinaire  de  U  est 

d  U=Mdx+Nd''x+Pd^x+  Çd^x+etc. 
4- m d^ -f- 71  d*^' +  P  d'^  +  qr  d^ j' +  etc. 

il  suffira  d'y  changer  le  dernier  d  en  «T,  et  il  viendra 

SU=MS'x+Nfdx+Pfd''x+Q^d^x  +  etc. 
J^mS^y  +  n^dy  +p <rd"j^+  q  S'd^y  +  etc. 

Si  la  fonction   U  est  sous^  la  forme  p^dx ,  f^  ne 
contenant  alors  que 


dy  dp  _^ 

^f  y>  aZ.  — P>  ÂZ  — 


dx~^*  dx 
on  aura 


=  q,  etc. 


dF  =  Mdx  +  Này  +  Pdp  +  Qdq  +  Rdr  +  etc. 
et  la  variation  sera 

Sr—  Mix  +  Niy+Plp+Qiq  +  mr  +  etc. 

en  obser^'ant  que  les  quantités  p ,  q,  r,  etc.  doivent  y 
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être  regardées  comme  renfermant  deux  variables  indé- 
pendantes^ a:etj^  (n°précéd.);  et  que  parconséquent 
on  peut  prendre  leur  variation  dans  deux  hypothèses 
différentes,  savoir  :  en  ne  faisant  varier  qu'une  de  ces 
quantités ,  ou  en  les  faisant  varier  toutes  les  deux.  J'o- 
pérerai ici  sous  ce  dernier  point  de  vue ,  parceque  , 
comme  je  l'ai  déjà  dit,  il  est  plus  général,  et  que 
d'ailleurs  on  en  tire  les  résultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier, en  supprimant  les  termes  relatifs  à  celle  des  va- 
riables que  Ton  veut  traiter  comme  constante.  Endiffé- 
rentiant  par  la  caractéristique  ^,  les  fractions 

[  '^  dx**  Ax 

1.       drcrdp^-dp«rda:    dSjp—qdS'x 
on  trouve  'SAq= ,        = — ~r-^ 

K  dxfdq^^qMx dS'q — rdifx 

dx*  Ax 

etc.  etc. 

et  à  l'aide  de  ces  formules  on  obtient  la  variation  d'une 
expression  quelconque,  renfermant  x,  y  ^  et  leurs  dif- 
férentielles, de  quelque  ordre  que  ce  soit. 

327.  Lorsqu'il  s'agit  d'une  formule  intégrale  fU ^ 
dans  laquelle  U  est,  comme  ci-dessus,  une  fonction  de 
X.  ^  et  de  leurs  différentielles ,  on  a  /fU=pU (^^zSy, 
et  par  le  n°  précédent 

fS'U=:f(MS'x+N^dx+Pfd''X'^Qfd^x+etc.} 
+Kmfy  ^n^dy+pi'dy  +  qS'  d^^  +  etc.) 

Cette  expression  n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple  qu'elle  puisse  avoir  :  il  faut  faire  ensorte  qu'il 
ne  reste  sous  le  signe  /  aucun  terme  contenant  à-la- 
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fois  les  caractéristiques  d  et  «T  appliquées  Tune  sur 
l'autre  •,  et  c'est  à  quoi  on  parvient ,  en  traQsposant  4'^- 
hordla  caractéristique  cTaprè^  la  caractéristique  d,  et  en 
intégrant  ensinite  par  partie^.^  comme  o^lç  voit  ci<lesso^s, 

mx  =fMfx 

Wdx=fNd^x=mx    ^fdNSx 

P^d*xr=fPd^la:=Pdfx  -^fdPdix  ==:P^fx  ^dPix  +/d*P<rr 

?crd3a:==:/Qd3<Px=Çd*Jx— /dQd^crx==;Çd'J^a^ 

zzzQd^S'x  — dÇdJx+d^Qo'^x— /d^QcTa: 
etc.  etc. 

On  aura  pareillement 

fn^dy  ^fndSy  =nSy    —fdniy 
fp^d^y={pd'iy=pdfy^^pfy  +fd^pfy 

filfd^y=J(fd^ày=zqd^Sy-^dqdfy+d^q^y  —fd^q^y 
etc. 

çt  en  substituant  ^  il  viendra 

/crL=(iV— dJP+d»Q— etc.)cr:c+  (P  — dÇ+etc.)d<f j: 

+(  Ç^r-etG.)d*<Px-|-  etc. 
4"  (  »  — dp  rH#?  -r-etc.)  <Çy+(  p^^  dq  -f-et€.)d<ty 

4.(7 — etc.)4*<^+etc. 
+/(M^r-dA^+d*P-r-d3Q+etc.)J'x 
4./(:7rt— dn-fd^— d?9  +etcO{y. 

Cp  r^ltat  ^t  çompjQsé  d^  deux  parties  semUables: 
l'une  produite  par  la  variation  de  x,  et  Tautre  par 
celle  de  ^  ;  et  il  est  aisé  d,e  voir  qu'on  retendrait  à 
une  fonctiçn  d'un  nombrç  quelconque  de  variables , 
en  y  ajoutant  pour  chacune^  des  tarmçs  pareils  à  ceu3f 
qu'a  fournis  la  variable  x  ou  la  variable  j. 
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328.  Lorsque  Texpression  fU  est  mise  sons  la  forme 
fVàxy  c'est-à-dire  qu'il  n'entre  dans  /^que  les  variables 
JF,  y  et  les  coefficiens  différentiels  de^,  le  calcul  d» 
développement  de  la  variation  paraît  un  peu  plus  com- 
pliqué y  mais  il  mène  à  des  conséquences  assez  remar- 
quables. U  faut  d'abord  observer  que 

fFdfx  =  Ff^x  —JdFi-x, 
•t  que  parconséquent 

La^quantité  dxi'F' — àVi'X  se  forme  en  écrivant 
pour  fV  et  àV^  les  valeurs  rapportées  dans  le  n®  3a6  ; 
et  il  vient 

dxtr—  dFi'xzzriNÇàx^y — dylx)  -f />{dxJ>7— dpj^x) 

+ Qidxi'q  — dq^x)  +  etc. 

puis  mettant  pdx  pour  d^  dans  ce  qui  multiplie  iV,  et 
la  valeur  de  «Tp  (3flG)  dans  ce  qui  multiplie  P,  on 
trouvera 

dx<^y  —  dyi'x  T=dx(iSy  — pf'x} 

dx^p —  dp^xzzzàiy — pdfx —  dpfPxtsrdC'Ty— /^/ir)^ 

d'où  il  suit 

Si  l'on  change  y  en  p  et  p  en  ^,  on  obtiendra  dé 
même 

et  ainsi  de  suite  :  faisant  donc 
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il  en  résultera 

dxS^q  —  d^cTxrsd -j—  ,  etc. 

tt  parconséquent 

/(  dxi^r—  dFSx)  =fNù>dx + fPd» 

En  intégrant  par  parties  ,  dans  le  second  membre 
de  cette  équation  ,  chacun  des  termes  où  il  y  a  des 
diiTérentiations  indiquées  sur  la  quantité  iv  >  on  aura 

•^"  dx      ^3x'~J    dx 

_d<»      dÇ      ,ri    ,dO      - 

etc. 
Avec  ces  expressions^  on  obtient 

^/Tdx^Fi'x  +  iP—^  +  etcAc 

+  etc. 
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On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à  un  plus  grand 
nombre  de  variables  dépendantes  de  x,  eu  ajoutant  poilt 
chacune  des  termes  pareils  à  ceux  qu'on  a  trouvés  en 
ne  considérant  .que  y  ;  mais  ce  qu'il  importe  d'obser- 
ver, c'est  que  si  on  remet  pour  a  sa  valeur  ^  —  p^off  , 
la  partie  affectée  du  signe  /peut  alors  s'éctire  ainsi  : 

et  Ton  voit  que  dans  ce  cas  le  cpefiicient  de  Jy  et 
celui  de  «Tx,  ont  une  relation  qu'où  li'apperçoit  point 
dans  le  n^  précédent  ;  ensorte  que  si  on  égalait  à  zéro 
l'un  de  ces  coefficiens  ^  l'autre  s'évanouirait  aussi. 

3ag.  Une  remarque  non  moins  digne  d'attention^ 
c'est  que  si  dans  le  développetuent  de  i'fUÇS^j)  ,  om 
avait 

M^  dN  +  d*P  --  d^Ç  +  etc.  =  o 
m  —  d/z  +  d*p  —  d^q  +  etc.  =  o , 

la  variation  fSU  serait  entièrement  délivrée  du  signe  /*; 
mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  doivent  . 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  Usoitintégrable  par  elle- 
même  :  cela  se  prouve  â  priori ,  en  appliquant  à  la 
recherche  de  ces  conditions  la  méthode  même  des  va- 
riations. 

En  effet,  soit  U\sl  différentielle  d'une  fonction  Ui\ 
on  aura  t/=:dl7i,  et  parconséquent 
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d'où  il  suit  que  si  U  est  une  différentielle  complète, 
SU  en  doit  être  pareillement  -une  ;  et  parconséquent 
lorsqu'on  a  fait  sortir  du  signe  /,  dans  Texpression 
de  fS'U ,  tous  les  termes  qui  peuvent  s'intégrer,  il  faut 
que  l'ensemble  de  ceux  qui  restent  soit  nul  par  lui-même, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer  aucune  relatioa 
entre  x,  y ,  S'x  et  iy. 

Le  développement  de  SfVàx ,  ne  fournissant  que  la 
ieule  condition 

--       &P  ,     1    -dO 

montre  que  celle  qui  se  rapporte  à  la  variable  a?, 
devient  inutile  quand  la  fonction  JJ  est  ramenée  à  la 
forme  Vax  y  V  ne  contenant  que  x,  y  et  des  coeffi— 
ciens  différentiels  dey. 

53o.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à  l'expression 
de  /Z7  :  elles  s'étendent  également  à  celles  de  ffU^ 
fffU  y  etc.  quel  que  soit  le  nombre  des  signes  d'inté- 
gration ;  et  en  cherchant  la  variation  de  ces  dernière» 
formules ,  comme  on  a  fait  à  l'égard  de  /77,  on  trouve 
les  équations  de  condition,  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  quantité  l/soit  la  différentielle  complète  d'une 
fonction  U^  d'un  ordre  immédiatement  inférieur,  d'une 
fonction  £/&  d'un  ordre  inférieur  de  deux  unités  ;  etc. , 
•t  ainsi  de  suite.  Soit 

W  =  M^x  4.  Ndte  +  Pà^^x  +  Qd^Ja?  +  etc.  j  ^ 

+  TTijy  +  Tidjy  +  pd*jy  +  <ydVj^  +  ©te.  j  ' 

on  aura ,  par  ce  qui  précède , 
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//t/^(A^— dP-fd*Q— etç.)<rx+(P— dQ+etc.)d<Pa: 

+(Ç— etc.)d»<rx+etc. 
+(/i— dp4-d*^— ctc.)Jy+(/>— d(7+etc.)djy 

+(<7— etc.)d*j;y4eta 
4-  f(^M^'4N+  d*P—  d^Q  +  etc.)  Jx 
4-/(m  — dn+d*/!— d^7  +étc.)4y, 

mais  ffU=zJUi,et  à  cause  que  U^-^zdU^,  il  yiendra 

on  obtiendra  donc  ôU^  en  intégrant  de  nouveau  àfUy 
et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premier  signe  d'inté- 
gration, tout  ce  qu'il  sera  possible  d'intégrer.  On  trou- 
vera ainsi 

JL^.=/(Ar— dP+d»Q— etc.)Jx+/|;P— dÇ-f.etc.)dJx 

+yj;Ç— etc.)d»cra:-fetc. 
-f/(ii— dp+d*qr— etc.)Jjr+/(p— dq+etc.)djy    . 

+/(  7  — etc.)d*c[y-f-etc. 
^fJ{M'^dN+d*P^à^Q  +  etc.)6x 
^//(^m  —  dn -i  dy  —  d^q  +etc,)6y', 

et  en  intégrant  par  parties  les  termes  qui  contiennent 
des  différentielles  de  Jx  ou  de  cJy ,  on  aura 

Jt/^=(P_2dÇ+3d/î— etc.)Ja:+(Q— 2d/î+etc.)ddjc 

-f  (H— etc  .)d*  Jj74-etc. 
-f  (p — ad^-fSdr— etc.)Jy+(</— adr+etc.)dJy 

-f-(  r — etc.)d*  Jy+Çt^- 
-hAN—QdP+^d'  Q—4dm+etc  .)c)'x 
-f-yÇ/i  —  2dp4-3d*^— 4dV  +etc.)4y 
-h/RM—dN+d^P—d^  Q+dm—etc .  )  Jx 

+ff(jn  -~d/i  +d^— d^<7  -fdV  — etc.)c)y. 

Telle 
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Telle  est  la  variation  demandée,  qui  ne  sera  délivrée 
des  deux  signes  /que  quand  les  '  équations 

iV— 2dP  +  3d»Ç  — 4d'/î  +  etc.  =0 

n  —  nàp  +  Zà^q  —  4^h  +  etc.  =  o 

ilf_  m  +  à^P  _  d3Q  +d^/l  — etc.  =  o 
m  —  d/i  +  d^p  —  d^qr   +  dV  —  etc.  =  o  , 

seront  identiques  ;  alors  «rZ7a>  étant  intégré  une  seule 
fois,  par  rapport  aux  variations,  donnera  U^,  ou  Tin-j 
tégrale  seconde  de  la  proposée. 

Soit  pour  exemple  XJ-=.xà^y  -{-  fldrdy  ^yà^x'y 

on  a  SU=i  A^'yix  -f  *iàyà^x  ^yà^S^x 

+  d^xcTy  4-  fldxdtTy  +  ^d^jy , 

iJf=:d*j^,     iN^=2d^,    jP=J', 
m=d*x,     7i  =  2dj;,-    pz=zx', 

et  les  équations  de  condition  ci-dessus  deviendront 

zày  —  ûdy  =  o 
'       QÛx  —  adx  =  o 

d^^   — 2d^J.+  d*jr  =  0    * 

•  d*a7  — ad*a>f-  d*a;  =  o  : 

la  fonction  proposée  est  donc  immédiatement  intégra* 
ble.  La  pajtie  yS'x-^xSy ,  délivrée  du  signe  /,  donne , 
en  l'intégrant  par  rapport  aux  variations ,  U^zzzxy. 

'.  Lamarehe  des  calculs  précédens  montre- que  la  pre- 
mière intégration  d*une  fonction  différentielle  de  m  va- 
riables, exige  771  conditions,  quand  ces  variables  sont 
considérées  comme  indépendantes ,  et  que  .  pour  un 
nombre»  71  d'intégrations  successives  ,  il  y  aurait  tti» 
équations  de  condition.  Il  y  en  aurait  seulement  771—1, 
pour  la  première  intégration ,  et  n  (771-—  1  )'  pour  toute» 
ensemble^' si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
/^/^dr",  /^ne  contenant  que  descoefficiens  différentiels. 
Cale,  intégr.  li 
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Des  maxima  et  des  minima  (Jes  formules 
intégrg.les  indéterminées • 

334.  Oa  peut  appeller  intégrales  ind(éterminées  ^ 

les  expressions  telles  que  Jyàx,  y  V^dx*rf-^^,  lors- 
gii'on  n'assigne  aujcune  forme  à  la  fonction  y  ;  mais 
pour  être  susceptibles  de  maximum  ou  de  minimum , 
ces  intégrales  doivent  être  définies  (209)  ^  puisse  ce 
n*est  qu'entre  des  limités  données  qu'elles  auront  une 
valeur  fi^ce ,  quand  j^  sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n**  i54^  k  Tégard  des 
fonctions  dont  la  forme  est  donnée ,  s'appliquent  aussi , 
avec  le  secours  du  calcul  des  variations ,  aux  intégrales 
indéterminées.  En  effet ^  d'après  la  marche  tracée  dans 
le  n^  121  ^  le  résultat  de  la  substitution  de 

a^  +  cTj;,    j^  +  ^j',     dx-f-^dj?,     ày-^J'ày,  etc. 

à  la  place  des  quantités    x,    y ,    dx,    ày ,  etc. 

dans  une  fonction  quelconque  u  de  ces  quantités , 
pourra  s'ordonner  suivant  les  puissances  des  variations, 

Ix,         ^y,         ê-àx,         i'dyy       etc.; 

et  i'u  corïtiendra  tous  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu'au  pre- 
mier degré.  Ces  termes ,  changeant  de  signe  en  même 
temps  que  les  variations,  doivent ,  suivant  la  théorie 
rappelée  ci-^dessus ,  s'anéantir  lors  du  maximum  et  du 
minimum  ,  quelles  que  soient  les  variations  i'x  et  iy-, 
il  faut  donc  que  ^w  =  o.  Lorsque  uz=zfUy  il  vient 
^u-=if^U  (325);  au  maximum  et  au  minimum  de 
fU,  on  a  donc/(^Z/=  G,  en  observant  que  c'est  entre 
les  limites  assignées  k  fU ,  que  /  U  doit  s'évanouir. 
Il  résulte  aussi  de  la  même  théorie  que  la  condition 
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^tt  =:  o ,  n'entraîne  .p^  nécessairement  ^e^ste^ce  du 
maximum  ou  du  mimmum,  parcequ'il  faut  en  outre 
que  les  terpies  où  les  y«inatipn8  s'élèveraient  au  second 
degré  ^  conservent  toiijours  le  même  signe  ;  la  discus- 
sion de  ces  dernières  conditions  est  trop  compliquée 
et  trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

33a.  Le  développement  de  ff'U  est  composé  de 
deux  parties  bieù  distinctes  (3^7  )  ,  puisque  l'une  est 
délivrée  du  signe /^  et  l'autre  y  demeure  soumise;  ou 
peut  représenter  la  première  par 

àt^x  4.  ^  4.  rt^dJ^x + jSid  J^  -f  etc. 

et  la  seconde  par        -         f{x^^  +  4^  }* 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparée^  entr'elles , 
puisque  la  dernière  n'est  point  intégrable^  tant  que  i'x 
et  /y  coiifçervent  Findépend^ce  qu'exige  la  çature  du 
problème^  et  daos  cet  état  on  ne  peut  la  faire  éva- 
nouir qu'en  posant  séparément  les  équations 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à  celui  des  va-* 
nations  indépendantes  ;  mais  lorsqu'il  n'y  a  que  deux 
variables^  et  que  U  peut  prendre  la  forme  f^dx,  le 
développement  de  la  variation  de  JiF^àx,  dans  le  n^-3ù8, 
fait  voir  que  5^^==—  ^p,  et  que  parconséquent 
5(^dx  +  4<îy  =  o  I  condition  d'ailleurs  facile  à  véri- 
fier en  particulier  sur  chaque  exemple.  H  s'ensuit  que 
les  équations  x  =  ^  et  4=0-  rentrent  l'une  dans 
l'autre^  et  qu'il  n'y  a,  entre  y  et  x,  qu'une  seule 
relation  qu^on  aurait  également  obtenue  en  posant 
l^J?  =  0,  c'est-à*dira  en  ne  faisant  point  varier  x  ;  mais 
cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup  /  comme  on  va 
le  voir  /  les  propriétés  dé  la  partie  délivrée  du  signe  f, 
dans  la  variatioflé 

lia 
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II  suit  de  ce  qui  précédé^  ^ùe  les  équations  indi- 
quée» dans  le  n**  Sut),  comme  cfjcprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les'  formules  fU  étff^Ax-yfit 
qui  sont  alors  identiques ,  quand  elles  cessent  de  l'être^ 
déterminent  la  relation  de  y  à  x,  par  laquelle  lefs  in- 
tégrales proposées  deviennent  un  maximum  ou  un  mini- 
mum. On  reconnaît  aiséxnent<]ue  ces;  équations  peuvent 
s'élever  jusqu'à  l'ordre  dont  l'exposant  est  douille  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue^  soit 
dans  U  y  soit  dans  f^, 

333.  Par  l'évanouissement  de  la  partie  affectée  du 
êïffief,  il  vient 

fW—ditx  +  jgj^y  +  rtjd^x  +  iS.dJy  +  etc. 

et  faisant,  pour  abréger, /JC/irrç,  la  valçur  complète  de 
cette  intégrale  s'obtiendra  en  prenant  la  différence  de 
celles  que  reçoit  la  quantité  ^ ,  à  chacune  des  deux  li- 
mites (  209  )  ;  ensorte  que  si  ^'  représente  cette  valeur 
pour  la  première  limite,  et  i^"  pour  la  dernière ,  on 
aura  /J^L^=ç"  —  ^',  d'où, il  résultera  encore,  pour  le 
maximum  et  le  minimum  de  Tintégralç  /f/^  la. con- 
dition 

mais  il  faut  bi^n  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  qui.se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale  fU^  et  qu'alors  les  variations  ^x, 
^y ,  <^da:,  i^ày  ,  etc.  peuvent  être  nulles ,  ou  seulement 
liées  entr* elles  par  des  relations  données ,  selon  que  ces 
timites  seront  fixes  ou.  variables.  L'application  géomé- 
trique de  ces  diverses  circonstances,  les  éclaircira  suffi- 
samment. 

La  première)  a  lieu  lorsque  la  courbe  qui  rend 
maximum,  ou  minimum ,  l'intégrale  proposée  ,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  ^ujéties  à  passer 
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par  d«ux  points  dont  les  coordonnées  sont  déterminées , 
ainsi  quetçut  ce  qui  3'y  rapporte  ,  et  que  l'intégrale 
doit  commencer. à  Tun  de  ces  points^  et  £nir  à  Tautre. 
Si  a/  ety. désignent  les  coordonnées  du  premier ,  x"  et  y".. 
celles  du  second ,  ces  quantités,  appartenant  à  toutes  les 
courbes  qu'on  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 
s'agit,  n*éprou  ver  ont  aucune  variation  :  quand  donc  on 
changera  x  et  yen  a?'  et  en  j^^  puis  en  xT,  et  enj'^,  il 
faudra  faire  .  \ 

Alors  les  termes  affectés  de  ces  variations  disparaîtront 
d'eux-mêmes  de  l'équation  ç" — ^'=^0 ,  qui  sera  parcon- 
séquent  vérifiée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes  ;  et  la 
courbe  déduite  de  l'équation  x^=o ,  résoudra  complète- 
ment le  problême ,  pourvu  qu'on  Tassufétisse  à  passer  . 
par  leis  deux  points  donnés  ;  ce  qui  s'effectuera  en  gé- 
néral ,  par  la  détermination  des  constantes  arbitraires 
comprises  dans  l'intégrale  de  Féquation  citée,  qui  sera 
alors  du  second  ordre. 

Si  l'équation  ^"— çi'=:o  contenait  de  plus  les  termei 
affectés  de/dj/,  ^dj/,  Mr",  f'dy",  et  qu'outre  la  con- 
dition précédente  ,  les  tangentes  de  la  courbe  cherchée 
dussent  avoir^  aux  limites  de  l'intégrale,  une  inclinaison 
donnée»  ces.  termes  dispar^traient  aussi  d'eux-mêmes  , 
parceque  les  différentielles  dx  et  dy  n'éprouvant  aucun 
changement  aux  limites,  les  variations  Sdx^,  ^dy',  J^dx", 
\iày,  seraient  zéro ,  et  feraient  évanouir  les  produits  où 
elles  entrent  :  mais  pour  àssujetir  la  courbe  cherchée  à 
cette  condition ,,  par  rapport  aux  tangentes  de  ses  points 
extrêmes^  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précé- 
demment examiné ,  et  que  parconséquent  l'équation 
différentielle  ^=  o  fût  du  quatrième  ordre.  £n  voili 

li  3 
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I 

assez  pour  montrer  cominent  doit  se  vériEer  l'équaticm 
4^*  —  ^^-==.0,  lorsque  les  coordonnées  des  limites  et 
leurs  coefBciens  difFérentiels  ont  des  valéurà  fixes  :  je 
passe  aux  cas  où  les  limites  doivent  être  regardées; 
comme  yariables. 

334-  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
maximum  ou  du  minimum,  de.  la  propriété  proposée , 
soit  prise ,  non  parmi  toutes  lés  côiirbes  qui  passent 
par  deux  points  donnés  y  mais  parmi  toutes  celles  qui 
seraient  menées  entre  deux-  Gôuri)es  données  A  A'  et 
yic.  55.  BB' ,  fig,  55  ,  sans  déterminer  les  points  où  ces  der- 
nières sont  coupées  par  celle  qu'on  cherche.  Il  est 
visible  qu'en  passant  alors  de  la  courbe  AB  y  à  une 
autre  A*B' ,  les  extrémités  A  et  B  se  meuvent  ;  les 
abscisses  qui  répondent  au  commencement  et  à  la  fia 
de  rintégrale  ^  après  qu'elle  a  varié ,  ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à  son  état  primitif^  et  les  or- 
données qui  s'y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  les  courbes  A  A'  etBff.  Dans  cette  circons- 
tance ,  les  variations  des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abs- 
cisses doivent  avoir  les  mêmes  relations  que  les  différen- 
tielles relatives  aux  courbes  A  A'  y  BB'  y  relations  expri- 
mées par  les  équations  de  ces  courbes ,  qui  sont  don- 
nées :  il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans  l'é- 
quation (^"  —  ç'  =  o;  et  pour  la  vérifier  ensuite,  il 
faudra  égaler  séparément  à  zéro  ,  les  coefficiens  des 
variations  qui  resteront  indépendantes. 

A  mesure  que  la  fonction  fU  contiendra  des  dîfFé- 
rentielles  d'un  ordre  plus  élevé ,  le  nombre  de  termes 
de  r équation  ^"  —  ^'  =  o ,  augmentant ,  on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  conditions  aux  limites  ;  supposer, 
par  exemple,  que  la  courbe  AB  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles  qui  touchent  à-la-fois  les  deux  courbes 
A  A'  et  ^B\  Par  cette  dernière  condition,  non-seu- 
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lement  les  coordonnées  xeXy  doivent  avoirs  aux  limites 
de  l'intégrale, les  relations  exprimées  par  let  éijttatioiiil 
de  ces  courbes  ;  mais  il  en  doit  être  de  même  de  létirs 
différentielles  :  ainsi  les  variations  iàx\  lày\  /dop", 
i'dy",  ne  sont  plus  indépendantes  ^  et  doivent  coïncider 
avec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbe» 
proposées.  On  pourra  ,  par  ces  relations  ,  éliminer 
quelques-unes  dés  variations  Mj/,  ^dy,  ^dx",  i^ày.^ 
de  réquation  ^ — ^'=0  ;  et  ensuite  on  la  vérifiera  en 
égalant  séparément  à  zéro,  les  côefficiens  des  varia* 
lions  restantes ,  qui  seront  entièrement  arbitraires. 

Les  équations  qu'on  se  procurera  par  ce  moyen  ^ 
établissant  tleJi  relation^  entre  lés  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  côiirbe  proposée ,  porteront  né-» 
«îessairemént  sur  les  constantes  introduites  par  Tinté- 
gration  de  Téquation  5^=0,  etservirontàlesdéterminei*. 

335 i  Les  applications  eçlairciront  ce  qui  précède; 
mais  on  doit  déjà  remarquer  que ,  puisqu'il  y  a  des  cir* 
constances  où  il  faut  avoir  égà^d  àu^  variations  des  li* 
mites  des  ifatégrales,  ai  le*  éobrdônnées  j/,^,  j?^,  y"^ 
de  ces  limites  /  entfaleiit  dans  l'expression  de  U,  il 
ferait  nécessaire  de  les  y  feire  vatiël*,  aussi  bien  que  x 
et  y,  et  d'augmenter  pàrcobsétjnènt  J't/des  termes 

jfi'jf   +^</    +^Va:*   +^Vy 
+  jr,ài^jf+B'My+  jfMj^+  ^".dj/+etc. 

et  comme  les  variations  Sx\  iy,  fxf* ,  ^y" ,  sont  in- 
dépendantes des  coordonnées  indéterminées  x  et  y , 
elles  passeraient  hors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions A! ^  Jf  ^  etc.,  A\ ,  A'^x ,  etc.  y  resteraient  soumises  : 
il  faudrait  donc  introduire  dans  la  première  partie  de 
la  variation  ^t/,  les  termes . 

i^jffA  +    iy'flf  ^    i^j^fA^  +  fy'fB" 
+di^x'fA\+dfyfB\  +  di^jffA',+à^fB\+etc 
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en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmes 

limites  que  la  proposée. 

•   On  ne  voit  pas  tout  de  suite  ce  que  deviendraient 

les  termes  précédens  ,   si  Tune  des  limites   était  en 

mërne  temps  l'origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 

difficulté  y  en  faisant  d*abord 

et  en  concevant  que  l'origine  des  coordonnées  X^V, 
soit  fixe ,  mais  que  les  quantités  x'  et  y'  soient  variables  ; 
il  vient  alors 

Quant  aux  différentielles  àx ^  ày ,  etc.,  elles  ne  dé- 
pendent point  des  quantités  x'  et  y\  et  ne  prennent 
parconséquent  aucune  variation  \  l'expression  de  ^t/, 
devient  donc  seulement 

3/ (^X  -  ^o/)  +  A^MX  +  etc. 
+  7n(crr  — jy)4-  nSâr  + etc. 

n  est  permis  de  faire  ensuite  x' ,  y,  égaux  à  zéro , 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  ^x\  ^, 
qui  peuvent  ttre  considérées  comme  le  premier  degré 
de  grandeur  de  ces  quantités  ;  alors  X  et  F  redevien- 
nent X  et  j' ,  et  le  changement  de  l'expression  de  fJ'U 
se  réduit  aux  termes  —  è'x' [M —  ^y  fm ,  dont  il  faut 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

336.  Soit  proposé  de  déterminer  j'  en  x  ^  pour  que 

l'intégrale  f\^àx^-^ày^ ,  prise  entre  deux  limites  don- 
nées^ soit  un  minimum,  ce  qui  revient  à  tromper  la 
plus  courte  ligne  qu  on  puisse  mener  entre  deux  points  , 
sur  un  plan.  On  a 
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en  faisant  i/djc*-f-dy*  =  di  ,  et  en  transposant  la 
caractéristique  ^.  Itfégrant  ensuite  pfir-  .parties ,  on 
trouve 

«t  là  partie  affectée  duiéigne  /donne  (332) 

Ce  résultât ,  ainsi  ^qu'çn  devait  s'y.  attendre ,  désigné" 
la  ligne  droite  ;  çt  lésT  constantes  qu'il  renferme  ser^ 
viront  à  remplir  lès  coniditions  relatives  aux  points 
entre  lesquels  elle  doit  être  menée.  '  '" 

-La  partie  qui  est  délivrée  du  signe  /,  ou  ç (333)  ,  ne 
contenant  que  les  variations  des  coordonnées  des  points 
extrêmes  ,\s'évaqouit  quand  ils  sont  fixes  ;  et  les  cons- 
tarîtes  a  et  <C",  se'  déterminent  ^lors  enassujétissant 
lardroite  proposée  à  ^passer  par  ces  points.  Quand  iU 
ne  sont  pas  lixes  y  mais  qu'ils  doivent  seulement  86 
trouver  sur  desxçourbes^données  ,  il  faut  que  les  quan- 
tités 3tf  et  y' y  x"  et  y"  y  qui  sont  inconnues,  satisfassent, 
ainsi  que  leurs  vUfiations  ,  à  F  équation  9"— ç'=o 
qui  devient 

et au^  équations  des. courbes  données  ,  dont  je  repré-^ 
senterai  les  différentielles  par  v   : 

dy  =  mdr^     dy  =  7^da:; 

on  aura  donc  (334)  y^ 

V-  -    .vjy.w^^'i  '  iy" -^^Tf^i^x^y 

A  xause  de  FindépenJance.  des  v^ations  i^",  eihc^. 
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cette  éqnatioa  se  partage  dans  les  suivantea  : 

àx'  +  m'd/=o,   ou    5^=^ 7f 

-^  dx  in 

qui  expriment  oue  la  droite  proposée  d<$it  réaeontirep 
à  angle  droit ,  cnacune  des  courbes  données* 

STaprès  l'équation  y  •=.  Cx  -|-  C",  on  a  dy  =  Cèx 
pour  tous  les  points  de  la  droite ,  et  les  équations  pré- 
cédentes deyienneiit  eh  conséquence 

mais  là  constante  C  dépend  des  coordonnées  des  points 
extrêmes ,  puisque  Téquation  de  la  droite  menée  par 
ces  points  étant 

êi  substituant  cette  Vàleiir  dé  C' ,  il  en  résulte  les 
équations 

dont  la  combinaison  avec  celles  des  courbes  données, 
détermine  les  points  par  où  passe  la  plus  courte  distance 
de  ces  courbes,  et  complète  la  solution  du  problème 
proposé. 

On  arriverait  aux  mêméfe  équàtionè ,  en  supposant 
d'abord  que  les  points  èxtrêmêi  soient  fixes ,  circons- 
tance dans  laquelle  on  a,  entre ^  et  x  ^  Téquation 

.  En  effet,  par  cette  relation ,  l'intégrale /V/dx*  +  dy* 
devient,  entre  les  abscisses  x'  et  x". 
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et  là  seule  applicatios:  du  Calcul  différentiel  suffit  pour 
déterminer  le  mirUmum  dé  cette  e^^ression ,  en  ayant 
égard  à  la  dépendanCjiB  qu'établissent  entre  af  etj/,  x''- 
et  y\  les  équations  des  courbes  données. 

C'est  ainsi  qu'on  j^ouvait  acbevét  y  sans  le  secours  da 
réquation  p'' — ^'  =0  ,  que  les  méthodes  de  Bejbiôulli 
et  d'£uler  ne  donnaient  pas  la  solution  des  problèmes 
semblables  au  précédent  ^  toutes  les  fois  que  l'on 
sayart  obtenir  l'intégrale  proposée  ;  mais  en  considérant 
que  cette  intégrale  est  une  fonctioii  implicite  des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  seâ  limités^  .M.  Poisson,  au 
moyen  de  ladifrétéiitiéttion  sous  lé  signé /(lîofte,  p'.S^i); 
a  cherché  immédiatemèirt ,  i^àt  rapport  à  ces  ^an^ 
tités^  lès  dôiidifions  dk  ftihxirhum  Absolu  de  l'inté^ 
gralé  proposée  ^  et  ert  pàff eriù  à  l'é^âtidii  f^^'^±ol 
telle  qu'elle  résulté  de  la  âiéthôde  dès  vâriaâêflilé^ 

337.  Le  problême  du  n®  précédent  étant  transporté 
dans  l'espace ,  conduit  à  déterminer  zety  ^  en  fonctions 

de  X,  dans  l'expression /j/dx"*  +  dy* +d6*.  £n  f ai- 

5ant  v/dx*  +  djr»  4.  dz"  =  di ,  a  vient 

LapartiiB  affectée  du.  si^jè&y",  fournie  les  trois  équationf 
,dx  jfiy  -da 

donè  toutes  îëé  côâbi6âisbiô  à  à  ^  s'âcbôtâent  à  èoioA 

àz  àz  ,  . 

-J--  ==  const. ,  j-  i=:  const. 

^montrent  qné  la  lr|nè  eberchée  é*  droite. 
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•  Si  dettfr  droite  doit  être  menée  entre 'un  point  fixe'J 
et  une  surface  courbe  dont  l*équation  différentielle  soit 

dz=:pdx -j-qày, 

il  faudra  qu'à  la  dernière  limite  ^^a*=rpj'x''  +  ^^y^." 
La  première  étant  fixe  ,  rendra-  ^'  =  o ,  et  la  valeur 
de  i^z"  changera  ^"  =  o,  en 

(dx''+p"d2«)(^x"  +  (dy  +  7''d2")^/  =  o;^ 

égalant  à  zéro  les  coefficiens  des  variations  indépen-^ 
dantes,  il  viendra 

d'où  Ton  verra,  par  le  n®  i43,  que  la  droite  cherchée, 
est  normale  à  la  surface  donnée. 

.  Si  la  plus  courte  ligne  cherché^  doit  être  toute  en- 
tière sur  une  surface  courbe  donnée  ^  il  faudra  que  les 
variations  i'Xy  ^  ,  i"z  y  sous  le  signç  y*,  satisfassent  à 
l'équation  différentielle  de  cette  surface,  que  je  repré- 
senterai par  dzzrrpdjc  +  qfdy  ;  on  fera  donc 

dans  J^ï/,  qui  deviendra,  par  cette  substitution, 
/àx 

De  la  partie  affectée  du  signe  /,  on  tire  les  équàtioni 
,dx   ,     jdz  j4y   I     j*^ 

dont  une  seule  suffit,  conjointement  avec  celle  de  la 
surface  donnée  ,  pour  déterminer  la  nature  de  la  ligne 
la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  sur  cette  surface  , 
entre  deux  de  ses  points. 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
un  point  fixe  et  une  courbe  prise  sur  la  même  sur- 


'ë+^i)^-+(l+'^)^- 


DE     C  À  L  C  0  L     I  N  t  é  G  R  À  r.  5oj) 

face ,  on  aura  d'abord  ç' = o;  et  désignant  par  dy  rr  nd  jc^, 
Véquation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  a; ,  ^ ,  de  la  courbe  donnée ,  il  viendra  iy"  =  n"^x'^  ; 
puis  l'équation  q/'  ç=io,  se  changeant  en' 

exprimera  que  les  deux  courbes  dont  il  s*agit  se  cou- 
pent à  angle  droit 

338.  Je  yais  encore  chercher  la  relation  de  x  ky^ 

/V^da7*+  dy* 
~~  —  i 

dans  laquelle  je  considérerai  Y  comme  une  fonctioa 
des  coordonnées  x'  et  y,  od'  et  y"  y  relatives  aux  li- 
mites (*). . 

Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité^ 
il  faut  faire  varier  /*,  aussi  bien  que  j^  (335).  Soit 

V/2(y— y)=itt,       l/dx*+dy=:df, 
il  viendra 

On  tire  des  termes  affectés  du  signe/,  les  équations 
,  dx.    "        '       as      ■■    dy 
UQS  '  u^    '       uds  * 


■■'  p 


(*)  Ce  problème  est  celui  de  la  Bracfajstochïone,*  courbe  le  lon| 
Ae  laquelle  un  coips  ■d««cead  d»M»  Je  «oins  4s  temps  postibl«^ 
4'nn  poimt  à  an  sûtes. 
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)gL  première >  qui  est  la  pbis  amiple,  donne 

Ce  résultat  ii^dique  une  cycloï4e  (loa)  ;  car  si  on  fait 
jf— K=z,  on  déduira 

dzV'â^^.l/z  «Î2 

Qx  r*^  .  -  ns  ■■■■■!>    .  . 


»» 


Lorsque  ^K=  o  ^  la  quantité  ^  denne  ^  pour  les  U^ 
tnites,  les  équations 

dr^^x'^  +  d/y  p=o,      da:^i^a/4-dy^  =  o, 

d'après  lesquelles  on  reconnaîtra^  comme  danç  la 
n**  336^  que^  ^  )a  courbe  cherchée  est  menée  entre 
deux  autres,  elle  ^oit  les  rencontrer  à  angle  droit. 

Quand  ^F. n'est  pas  nul,  il  faut  calculer  la  valeur 

pas 

de    \  -^i  entre  les  limites  de  l'intégrale   proposée  ; 

or  l'équation 

U^     '         VAS 

fournie  p^  le  coefficient  de  iy  sous  le  signe  /,  donne 


/: 


as  dy    . 

-T  =  —  —4-  +  const. 

U^  UQS 


et  en  observant  quje  ^F,  ne  dépendant  point  des  va- 
riables indéterminées  x  et  ^ ,  ne  doit  pas  changer 
d'une  Umite  à  l'autre,  l'équation  ^" — ^'=o>  devient 

~  î?d?^^+  I?d?'  ^^  '^'u^"^y      ^  ^ 
dy   .  dj/       ^         4/  js  ' 

^     +I7d7^^"""i7d7^^  ~7d?^-y 

Si  on  prend  seulement  Y-=y\  d'où  il  suit  JFbajy, 
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jDn  aura,  en  réduisant  et  «éparant  les  variations  relar* 
tives  à.  chaque  limite, 

puis  faisant  ensuite,  comme  dans  le  n®  336 1 

et  se  ;rappe(laat  que  ^-^  =  C>  les  équations  ci-dessut 
prendront  la  forme 

d'après  laquelle  nl^^mf.  Ce  résultat  fait  voir  qu'aux 
points  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbes 
données ,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles. De  plus^  l'équation  relative  à  la  dernière  limite  , 
revenant  à 

dx''«rx'4.d/<!y''  =  o, 

montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper 
à  angle  droit ,  la  seconde  courbe  donnée. 

339.  Les  problêmes  précédens  se  rapportent  à  des 
maxima  ou  à  des  mimima  absolus  ;  mais  la  question 
de  trouver  parmi  toutes  les  relations  que  peuvent  avoir 
entr* elles  les  variables  x,  y,  et  qui  donnent  une  même 
valeur  à  l'intégrale  indéterminée  flJj ,  prise  depuis  x^=sf 
jusqu'à  X — x",  celle  qui  rend  la  formule  /TJ  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  dans  ^les  mêmes  circonstances  ^ 
appartient  aux  rnoopimiz  et  aux  mmf ma  relatifs.  Elle  se 
résout  en  égalant  à  zéro  la  variatipii  de  la  fonction 
fU-^-afUx^  u  étant  un  coefficient  constant  indéterminé. 
Cen'estpas  ici  le  lieu  de  démontrer  en  détail  cette  règle; 
on  conçoit  d'ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un 
macimum^  ou  un  minimum,  et  que  l'on  fasse  fUi=zjij^ 
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i'intégrâle  fU  aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  pourrait  prendre  dans  cett» 
hypothèse.  l.e  coefficient  indéterminé  à  sert  à  ceiiiplir 
la  condition  fUi  -=.  A, 

Si  par  exemple  on  demandait  la  courbe  qui  y  sous 
un  périmètre  donné ,  renferme  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  espace,  on  aurait  ^ 

fU+  afU,  =  f{<ydx  4-  a  v/doT^+dy)': 

en  faisant  V^da^^+dj^^^dj,  la  partie  de  la  varia- 
tion affectée  du  sijgne  f,  serait 

et  donnerait ,  pour  déterminer  la  courbe  cherchée  , 

â  .    .  .    ■  ■ 

réquation  ,.dx  —  ad  ^"^  =  o , 

-  dont  Tintégrale  qui  est 


X 


— a-f-  =  C,     ou    dy  =  —  , 


désigne  évidemment  un  cercle  dont  le  rayon  est  a. 

Ce  rayon  se  détermine  d'après  la  valeur  assignée  au 

périmètre/v/dx^+dj'*; la  constante  Cet  celle  qu'in- 
troduirait l'intégration  qui  reste  à  effectuer,  peuvent 
servir  à  faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  et 
données.  Il  est  doué  du  maximum  d'aire,  lorsqu'il  tourne 
sa  concavité  vers  l'axe  des  abscisses  et  du  minimum^  si  le 
contraire  a  lieu.  Tel  est  le  cas  le  plus  simple  du  problême 
des  isopérimètres ,  ainsi  nommé,  parceque  l'on  n'y  con- 
sidéra d'abord  que  des  coiurbes  de  même  périmètre. 
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TRAITE  ELEMENTAIRE 

DE 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Des  Différences  et  des  Séries* 

Du  calcul  direct  des  Différences. 

340.  xJan  s  le  calcul  différentiel,  on  n'a  fait  va- 
rier les  fonctions  que  pour  considérer  la  foritie  des 
termes  de  leur  développement ,  ou  les  liiçites  des  rap- 
ports de  leurs  accroissemens  à  ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent  ;  mais  sans  ayoir  aucun  égard  aux  va* 
leurs  de  ces  accroissemens.  Dans  le  calcul  des  différences 
au  contraire,  le  but  est  de  déterminer  les  accroissemens 
eux-mêmes ,  en  les  déduisant  non-seulemènt  de  l'ex- 
pression analytique  des  fonctions ,  mais  aussi  de  leurs 
vaheûrs  numériques  ou  particulières  ,-•  lorsque  l'expres- 
sion imalytique  manque.  Je  vais  d'abord  faire  con- 
naitté  les  signes,  qu'on  emploie  pour  distinguer  ces 
accroissemens  «  dea  différentielles. 

341*  Quand  lafonction  Uy  soit  en  vertu  des  variations 
qu^elle  éprouve  par  elhHnême^  soît  par  Teffet  de  ceUet 
Cale,  intégjf.  Kk* 


5l4  TRAITÉ     ÉLéMENTAlRE  ^ 

qui  arrivent  à  des  quantités  dont  elle  dépend,  reçoit 
une  suite  de  valeurs  diverses,  que  je  représenterai  par 
1*1,  Ma,  usy  ......  on  fait 

Ui— u     =3  Au 

Ua--Ui    Z^AUi 

U3— Ma     =A  Ma  \ (l)  , 


M»— I^n-i"=  A  U„^i 

en  se  servant  de  la  caractéristique  A  ,  pour  désigner 
la  différence  qui  existe  entre  les  deux  états  consécuti£| 
d'une  même  quantité  C^).  Lorsque  cette  quantité  varie 
par  des  degrés  égaux ,  les  différences  ùiu,A  Ui,  A  u^,  etc. 
sont  toutes  égales  :  c*est  ce  qui  arrive  entre  les  termes 
de  la  progression  par  différences  (on  arithmétique). 

Quand  cette  circonstance  u  a  pas  lieu,  on  fait,  par 

analogie, 

Aui^Au    =A.Au    =A*K 
A  Mft —  AUi    :=  A  .  A  Uf   =  A-^Ui;  . 

A  i/„—  A  W;u-i=  A  ,  A  Uju^i  =  A  •ii„_,' 
etc. 

Les  quantités  A^u,  A^m,  ,  etc.  étant  les  différences 
des  différences  Au,  Aui  ,  etc.  se  nomment  diffé- 
rences secondes ,  pour  les  distinguer  des  autres  qu*on 
appelle  différences  premières,- 

Si  les  différences  Secondes  ne  sont  pas  toutes  égales^ 
c'est-à-dire  ne  sont  pas  constantes  y  on  peut  passer 
à  des  différences  troisièmes / qui  s'expriment  ainsi: 


{*)  Les  chiffres  infërieurs,  déjà  cmploye's  dans  le  cours  dç  cet 
onvrage,  marquent  spécialement  dans  ce  cpai  suit  ^  le  rang  qu'IDC- 
cupent  les  diverses  Taleuri  d'une  même  fonction,  et  se  nomment 
indices. 


DE 


CALCUL 

=  A.  A^Vi 


INTÉGRAL. 

=  A3i* 
=  A3i/. 


5i5 


A  ^u,^  A  ^u^,^  4  .  A  ^«,.-.1=  A  ^u„^, 
etc. 


(3), 


En  poursuivant  de  cette  manière ,  on  tire  des  va- 
leurs u,  u^,u^,,.,Unf  une  suite  de  différéhces  dont 
le  nombre  des  ordres  est ,  au  plus ,  égal  à  celui  de  ces 
valeurs,  diminué  de  Tunité. 

Soient  pour  exemple  les  nombres  3,  7,  a3,  5/  ;  on 
en  tire  le  tableau  suivant  : 


dijf.  i'". 

diff.  2'"". 

dif.  3'°«. 

3 

4 

• 

7 
a3 

16 

la 
18     • 

6 

57 

54 

d(xnt  1^  premi^Fç  colonne  contient  4e8  nombres  pro- 
posés, 1^  ^ec<D)ide  leurs  différences ,  la  troisième  Iqi 
différences  de  eeUefi-ci,  on  (es  diSFérences  secondes^ 
la  quatrième  led  différences  des  différences  secondes, 
ou  les  différences  froisièn^es  \  eusqrte  qp^  ^i  m  ^é^igne 
par  tt  le  premier  des  nombres  proposés^  le  premier 
nombre  de  la  deuxième  colonne  sera  ax|^  osluide 
la  troisième  A*ii,  celui  de  la  qw^trièn^e  enfiji  a3«: 
et  parconséquent  QP^  aura  d^ns  c^%  e^^emple 

u  =  3,      Aw3?4,      A»u  =  i3,      A^i4==*ff.    ' 

On  trouverait  de  la  même  manière  toutes  les  diffé--' 
ir^nce^  d'une  suite  quelconque  de  nombres,  en  obserr- 
yant  que    lorsque   deux  différences  consécutives  du 

Kk2 
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même  ordre  sont  égales^  la  différence  de  l'ordre  sui- 
vant est  zéro,  et  que  quand  il  faut  ^  pourTobtenir,  chan- 
ger l'ordre  des  soustractions ,  on  doit  lui  donner  le 
signe  — .  Yoici  un  exemple  où  ces  circonstances  sont 
réunies  : 


dif.  i'«. 

diff.  fl^'. 

diff,5'^'. 

diff.  4'"'. 

diff.  5*»'. 

1 

3 

4 

^^^    o 

—  5 

8 

a 

^^    Se 

3 

—  6 

3 

1 

6 

5 

—  4 

—  6 

O 

9 

1 

i6 

7 

/ 

on  a  donc  ici 


u==i,  Au=3,  A*a=:— 5,  A^u=:8,  A^tt=— S,  A5«=o- 


342.  n  y  a  entre  les  quantités  Uy  Ui,  u^,  U3,  etc.^ 
et  leurs  différences  successives  des  divers  ordres ,  des  re- 
lations  telles  qu'on  en  peut  déduire  des  expressions 
de  u,  Ui,  Uft,  U3,  etc.,  qui  ne  dépendent  que"  de  la 
quantité  primordiale  u  et  de    ses  différences. 

On  tire  d'abord  des  équations  (1),  (a),   (3), 


Ui==u      -f>Au; 

U3=aa      +AMa 


AUl    =Am      +A*a 

Al/a      =AMi      +A*Wi 


A*M,    =A*M      +A'i^ 


W»-=I/n-ï  +Au„«x 


àUn^t  =àUn^f,  +A*M„_a  A*l/a_a=A*U;,_3-f-A^l^„_3 


puis   faisant    les    substitutions    nécessaires  ^    on    ob- 
tiendra 
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d*où  on  conclut  par  analogie 

,n^     ,n(n — 1)^,     .  w(n — 1)('^— 2)  .-     ,    ^ 

K„=zru+-AuH — ^- ^A*uH — îï ^ ^  A^M+etc. 

1  i.a  i.a.3 

puisque  les  coefGciens  numériques  des  expressions  pré- 
cédentes sont  les  niêmes  que  ceux  des  puissances  du  bi- 
nôme :  on  pourrait  d'ailleurs  facilement  vérifier  d'une 
manière  générale  cette  conclusion. 

343.  On  peut  également  exprimer  la  différence  d*uii 
ordre  quelconque^    A^u,   par  le  mojen    d£s  yaleurg 

consécutives  u,  Uj^u^ etc.  on  tire  d*abord  des 

équations  (1),  (a),  (3), 

A  U=M,—  u 

A  ^U=Us — ^3ua+3»i —  u 


et  Tanalogie  indique  Texpression  générale 

j,M         '      ^  ,  n(n— 1)  n(n — i)(n — 2) 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  appliquer  œs  formules 
aux  exemples  numériques  donnés  plus  haut;  je  ferai 
seulement  observer  que  Ton  peut  écrire  les  équations 

pourvu  que  l'on  se  rappelle  de  cbaoger  dans  le  déyelop- 
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pement  de  la  première,  les  exposans  des  puissances  de  A  u 
en  exposans  de  la  caractéristique  A  ,  et  dans  celui  de 
la  seconde,  les  exposans  de  u  en  indices. 

344-  Lorsqu'une  fonction  est  donnée,  rien  n'est  plus 
facile  que  d'en  obtenir  les  différences  successives;  je 
prendrai  pour  exemple  la  fonction  x^.  Faisant  u=a:"', 
et  supposant  que  x  augmente  de  la  quantité  h,  on  aura 
ùt-=z(x  ^  A)",  et  parconséquent 

i.a 

i.a.o  * 

.  Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A  *u,  A  ^a,  etc. 
il  faut  faire  varier  x  de  nouveau,  ce  qui  présente  détix 
hypothèses  ;  Tune  consiste  à  supposer  que  la  quantité  x 
prenne  toujours  des  accroissemens  égaux ,  et  Vautre  que 
ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  :  je  ne 
m'occuperai  ici  que  de  la  première.  En  substituant 
a:  -f-  A  au  lieu  de  x  dans    A  u ,  on  aura 

Au, = m^  (07+^)"»-' +  ^^^^^--^^  ^"^  (  ^  + '0""^  +  etc. 

Il  est  visible  que  si  on  développe  l'expression  de  AUj , 
et  que  l'on  en  retranche  celle  de  Au ,  le  résultat  or- 
donné par  •rapport  au  je  puissances  de  h  ,  sera  de  la 
forme 

A*w  =  m  (m— 1  )x'"-=A*+  J^sx^^-^P-^  M^x""'^M+  etc. 

Ms,  Mj^y  etc.  désignant  des  coefficiens  dépendans  de 
l'exposant  m. 
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Par  une  nouvelle  substitution  de  x-^h  dans  cette 
dernière  équation ,  on  parviendrait  à  A'i/i ,  et ,  en  ob- 
servant que  A^u  =  A*Wi  —  A^u  ,  on  obtiendrait 

A^ur=:m(m — i)  (m — à )a:"*~"^ -f  M'^o;"*""^ -f  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacuh  de  ces  déve- 
loppemens  est  évidente ,  et  Ton  voit  que  l'expression 
de  A^u  doit  commencer  par 

m(7n — i)  (m  —  2). .  .(m— n-f- 1  )^"*""A"- 

On  voit  aussi  que,  quand  l'exposant  m  est  entier  et 
positif,  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A"ii,  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  din[iinue 
de  l'unité ,  lorsque  n  augmente  de  cette  quantité  et 
que  quand  n=:m^  il  vient 


\ 


A"»tt=m(7ii— 1)(7»— fl) A"*. 


Cette   ditférence   étant  constante,   il  s'ensuit    que 

celles  des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

( 

On  parvient  facilement  au  tertne  général  de  A'*u 
en  formant  l'expression  de  cette  différence  par  le 
moyen  des  valeurs  de  i/, ,  1^^,1/3,  etc.  sans  passer 
par  celles  de  Au,  A*u,  A^w,  etc.  Il  est  évident  que 
dans  l'hypothèse  présente  lès  valeurs 

répondent  à 

et  l'on  a  parconséquent 

u,=:(a;  +  A)«,  Wa=(x  +  fiA)«, Un=ix+nk)''; 

on  tirera  de  là 

Kk  4 
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'  •  n  '         '     ' 

"""^ rt^ i[:x+(n-.3)A]"  +  etc. 

Si  Ton  désigne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  géné- 
ral du  développement  de  l'équation  ci-dessus,  l'expres- 
sion de  ce  terme  sera 

m{m — i)(m — 2) (m — ^  +  1) 


X    »  ^  m  %J  ••••••••' 


j^m^ijfli  y^ 


Ja'--  (/i-i)'+.J^-_J.  (Ti^ay—etc.j  ; 

mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement 
de  "u  ne  pouvait  contenir  des  puissances  de  h  dont 
Texposant  fût  moindre  que  71 ,  il  s'ensuit  que  la  fonc- 
tion 

ji' rn—'iyA — ^ ^(71— 2)»— etc. 

1  ■  '    •        1.2 

composée  de  71+1  termes,  est  nulle  tant  que  i<^n. 
D'un  autre  côté,  le  coefficient 

7n(jn  —  i)(m — 2).... (m — i-f-i) 

«'évanouissant  lorsque  f  =  m  +  1  >  il  en  résulte  que  la 
plus  haute  puissance  de  A,  dans  le  développement 
de  .a"w,  ne  peut  être  que  A'". 

D'après  la  propriété  du  monôme  a:"*,  toute  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x  a  toujours  des  différences 
constantes  ,  savoir ,  celles  dont  Tordre  est  marqué  par 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x,  qui  soit 
dans  la  fonction  proposée.  En  effet,  cette  fonction 
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étant  de  la  forme  jix  •+•  Bx  +  Cx^+  etc.  on  aura 
nécessairement 

A  »  (^a:*+ ^x  V  Cr^-f  etc.  )  = 

><A».x*+-ffA«.a;^+CA«.x^-f  etc.Ç*); 

et  si'  A  désigne  le  plus  haut  exposant  de  a; ,  il  viendra 
pour  le  cas  où  n =* , 

A  ,x  =1  .fi. . .  .eth  ,     A  .X  =0,     A  .x'=p,  etc. 

ensorte  que 

a\Ax*+Bx  -f  Cx^+etc.)  =  i.2.3... . --«t-^A*- 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  foi«  qu'on 
prend  la  différence  de  deux  fonctions ,  cette  opération 
peut  faire  disparaître  une  constante  ;  car  les  calculs 
jprécédens  ne  diffèrent  de  ceux  du  n°  7  ,  qu'en  ce  que 
Ton  considère  en  même  temps  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  la  différence ,  au  lieu  de  se  borner 
au  premier,  comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développerait  sans 
difficulté  les  différences  d'une  fonction  composée  de 
puissances  quelconques  de  x  ;  mais  avant  de  pousser 
plus  loin ,  il  convient  de  montrer  comnient  les  mêmes 
développemens ,  et  en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques^  peuvent  s'obtenir  par  le  moyen 
^  du  Calclil  différentiel, 

345.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences. 


(*)  Il  ne  faut  pas  confondre,  A".ar*avec  A  "a:*;  car  la  pre- 
mière de  ces  expressions  est  la  différence  de  l'ordre  n  de  la  fonc* 

lion  X*,  tandis  que  A'»a:*=:(A'»jr)*. 
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quoiqu*étant  bien  distincts ,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite  ;  ont  néanmoins  de  grands  rappoi^ts  entr'eux ,  et 
peuvent  s'appliquer  Tun  à  Taudre.  Lorsque  Ton  consi- 
dère le  premier  sous  lé  point  de  vue  où  Fa  présenté 
Leibnitz ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il  devient  un 
cas  particulier  du  second  ;  on  a  dû  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  ouvrage  ,  et  pour  le  confirmer 
encore^  je  déduirai  la  série  de  Taylor^  de  l'équation 

t  ^  .      ,  n(n — i)    .  ^ 

'     1  "^         1.2 

^  i.a.3  ' 

En  donnant  à  cette  équation  la  forme 
,    ,  TiA  Au   ,  nCn — i)**  A* a 

j.  !i(!iZliIC!L=£>f  ^  +  etc. 

^  i.a.3  *' 

et  supposant  que  et  soit  l'accroissement  que  reçoit  x 

lorsque  la  fonction  u  devient  u+  A  m  ,  la  valeur  u„  sera 

celle  que  prend  u ,  quand  x  se  change  en  x  +  n*-  Faisant 

h 
ensuite  tj*  =  A ,  on  aura  *  =  - ,  d'où  on  voit  que  a  di- 

minue  à  mesure  que  n  augmente  ;  et  en  observant  quft 

•   etc. 

on  trouvera  que  ces  expressions  ,  relativement  à  l'aug- 
mentation de  »,  ont  pour  limites. 
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jiV,    nV,  etc. 

tandis  que  les  rappports 

t  - 

AiZ       A»t*        A*ti 

ont  pour  limites^  dans  la  même  circonstance,  où  a  di- 
minue^ 

au     d*M      d?u 


dx'   àa^'   dr3> 


etc. 


«n  aura  donc 


,  dix ,   .  d^u    h"    .  d^M      A3      , 

ï*  +  j-«+3--^ h  j-i 5  + «te. 

^djî    ^doT*  1.2  ^d.tr' 1.2.3^ 

pour  le  dételoppfement  de  la  fonction  u ,  qiiàhd  x  est 
devenu  x  +  A.  C'est  à  peu  prèé  ainsi  que  Taylor  est 
arrivé  au  théorème  ci-dessus  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu'une  fois  on  est  parvenu  au  théorème  de 
Taylor  ,  la  théorie  analytique  du  Calcul  différentiel 
n'ofFr^  plus  aucune  difEcuité  ;  ainsi  ce  qui  précède 
suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du  Calcul  des 
différences  ("^). 


(^)  Cette  manière  de  présenter  le  Galcol  difierentiel  peut  avoir 
aes  avantages,  mais  elle  me  semble  moins  simple  que  ceDe  dont  j^ai 
fait  usage  aU  commencement  de  ce  traité 5  au  reste,  j'ai  lieu^de 
croire  que  tout  bon  esprit  qui  aura  rapproché  les  divers  points  de 
Tue  sous  lesqui^  on  présente  ce  Calcul,  reconnaîtra  que  pour 
le  fond  ce  sont  les  mêmes  idées ,  et  qu'en  leur  donnant  les  dé- 
Teloppcmens  nécessaires  on  parvient  toujours  à  àsB  conséquences 
également  évidentes.  Je  ferai  principalement  remarquer  que  de 
quelque  source  que  l'on  tire  le  Calcul  différentiel ,  sa  notation  ne 
doit  pas  changer,  et  qu'elle  réunit  tous  les  avantages  que  l'on  peut 
désirer  dans  les  signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qui 
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,346.  A  Taide  du  théorème  de  Taylor,  le  déreloppe- 
ment  des  différences  d'un  ordre  quelconque  pour  une 


%        .  .         . 
anront  bien  saisi  Torigine  de  cette  notation  dans  le  no  5 ,  puissent 

rëvoqner  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  que  Lagrange  em- 
ploie dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques;  elle  est  même  plus 
propre  que  toute  autre  à  en  rappeler  le  souvenir.  Quelles  que 
soient  les  notions  préliminaires,  le  coefficient  différentiel,  ou  la 
fonction  prime  (d'après  Lagrange),  sera  toujours  la  fonction  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  l'accroissement  dans  le  dévelop- 
pement de  la  différence  de  la  fonction  primitive  ^  en  prenant  le  pre- 
mier terme  seul  on  aura  une  différence  tronquée ,  ou  une  différent 
tielle ,  et  cela,  sans  rien  ftrononcersursa  grandeur  absolue ,  sanS' 
rappeler  en  aucune  manière  Pidée  d'infiniment  petit.  Le  change- 
ment de  métaphysique  ne  saurait  donc  conduire  à  un  changement  de 
notation, si,  conmie  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  la  notation  an- 
cienne a  des  avantages  marqués  sur  celles  qu'on  voudrait  lui  substi- 
tuer. U   faut  d'abord   observer   qu'elle   doit  être  débarrassée  des- 

parenthèses  qu'Euler  employait.  En  effet,  7"   ^^  T~  ^^^^   ^^'^^ 

clairs  que    f  y  J  >    C  !r  )  »   c^ir  le  sens  de  la  question  indique  tou- 
jours si  le»  variables  :r  et  y  sont  indépendantes  ou  non,  et  enipêche 

dz  .         ds  j 
j-  d j:  -+-  j-  dy- 
11,.       dz             ctr            rty* 
qu'on  ne  confonde  1  expression  -r-    avec  ^ — >■  >   qui  ne 

signifie  quelque  chose  qu'autant  qu'on  regarde  (au  moins  impli- 
citement) /  comme  une  fonction  de  x.  Voyez  d'ailleurs  le  n®  126. 

Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me 
paraissent  pas  offrir  \es  mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent 
servir  seuls,  que  lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  d'une  ou  de  deux  va- 
riables ,  en  affectant  les  accens  supérieurs  aux  variations  de  l'une 
et  les  accens  inférieurs  à  celles  de  l'autre.  Pour  aller  au-delà,  l'il- 
lustre Auteur  de  cet  ouvrage,  écrit  entre  parenthèses  la  quantité  ou 
les  quantités  qu'il  regarde  comme  variables ,  et  désigne  par 

('(x),     î'{y),     î-{z), 

f'W,  {"{y),  {"(z),  r(x,x),  (•'(x,z),  f"(/,2), 

les  cocfficiens  différentiels  dn  premier  et  du  second  ordre  pour  1» 
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fonction  quelconque  s'obtient  sans  difficulté  :  on  a  pre- 
mièrement 


fonction  f(x,/,  z)  (Théorie  des  fonctions,  page  192).  Il  a  mo- 
difié depais  sa  notation  dans  le  traite  qu'il  a  publié  sur  U  résoiutioa 
des  équations  numériques ,  où  il  représente  les  mêmes  coelBcie^s 
comme  il  suit  : 

(5),  çfy  (Ç), 

Z  étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  PEurope  le  respect  attacha  au  nom  et 
aux   travaux  de   Lagrange ,  j^oserai  néanmoins  n'être  pas  de  Tavis 
de  cet  homme  si  justement  célèbre,  sur  les  motifs  qui   paraissent 
le  porter  à  introduire  cette  nouvelle  manière  d'écrire  les  résultais 
dn  Calcul  différentiel;  car  je  crois  avoir  prouvé  dans  ce  qui  précè(!e 
que  l'ancienne  n'a  point  en  elle-même  Tinconvénient  de  rappeler 
continuellement  Pidée  fausse  des  infiniment  petits  :  et  je  demanr 
derai  si  la  multitude  de  parenthèses  très^resserrées,  qui  résulterait  des 
signes  qu'il  propose  ,  ne  rendrait  pas  les  formules  aussi  longnes  et 
aussi  chargées,  q'je  Pemploi  de  lacaractistique  d.  J'avouerai  même 
que  sa  seconde  notation  ne  comportant  pjoint  de  dénomînateu» 
qui ,  dans  l'impression ,  exigent  une  double  ligne ,  me  paraît  pré- 
férable à  sa  dernière,  semblable  à  celle  d'Ëuler  jet  de  W^ing,  dont 
elle  ne  difiP^re   que  par  IflS  accens  qui  tiennent  la  place  des  d , 
doxit  le  premier  se  servait  avec  tous  les  Géomètres  sortis  de  Fécole 
de  Leibnitz ,  et  des  points  dont  le  second  a   fait  usage ,  ainsi  que 
tous  les  Géomètres   anglais.    Voici  un    exemple  de    chacune  ds 
ces   notations  : 

J'observerai  que  la  dernière  priverait  souvent  Us  analystes  de  la 
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et  comme  À  u  est  ce  que  devient   A  Ui  ^  lorsque  x  se 
change  en  a:  -f-  A ,  il  s'ensuit 

,      ,  dAz/A  .  d*Aa  h*    .  d^Au     k^ 

Aw.=  Aii-f-— 3 r—j— a 1 — T-7 =+etc. 

'  *    dr   i  '     dr*    i.a  '^   dx^   1.2.3^ 


d'où 


faculttS  de  reprt'scnier  des  quantJt<^8  analogues  par  la  même  lettre 
accentuée  diversement,  ce  qui  serait  un  incônrénicnt  assez  grave. 

C'est,   je  pense,  un   principe  avoué   de   tout  le  monde,  qu^ii 
ne  faut  changer  les  signes  reçus  que  lorsqu'ils  sont  en  contradiction 
manifeste  avec  les  idées  qu'ils  doivent  représenter,  ou  lorsqu'on  peut 
les  abréger,  ou  enfin  lorsqu'en  les  modifiant ,  on  les  rend  propres 
h  développer  de  nouveaux  rapports  qu'on  n'aurait  pas  apperçus 
sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  difivirentiel  ne  sont  dans  aucun  de 
ces  cas  :  tout  ce  dont  Lagrange  a  enrichi  l'Analyse  dans  sa  Théorie 
des  Fonctions  ,  et  dans  son  Traité  de  la  résolution  des  équations 
numériques,  peut  être  exprimé  avec  autant  de  simplicité  que  d'élé- 
gance par   les  caractères*  usités,  comme  on  peut  le    voir  dans  le 
Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (in-40)  pour 
lequel  j'ai  profité  avec  empressement  de  plusieurs  remarques  im- 
portantes insérées  dans  les  excellens  écrits  que  je  viens  de  citer.  D  y 
a  plus ,  j'^ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  saurait  at- 
teindre à  rien  que  Je  grand    Gcomctre ,  qui  en  est  l'inventeur ,   ne 
puisse  déduire  du  Calcul  diffVfrenticl.   On  ne  saurait  d'ailleurs  con- 
tester que  le  passage  de  l'Algèbre    au  Calcu]  difl^'rentiel ,   ce  der- 
nier étant  présenté  comme  Ta  fait  Lagrange  dan.^  l^i  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin,  pour  l'année  1772,  ou,  comme  je  l'ai  fait 
d'après  lui,  dans  le  premibr  volume  de  mon  Traité  in-4'*,et  même 
par  les  limites  comme  dans  celui-<:i,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  l'Algèbre  au  Calcul  des    fonctions.  Enfin    je    crois    qu^avaut 
d'adopter  de  nouveaux  signes,  il  faut  penser  \  Tembarras  qu'éprou- 
veraient ceux  qui  étudient  les  mathématiques,  d'avoir  îk  rapprocher 
«ans  cesse  des  formules  et  des  opérations  analogues  rendue»  par  des 
caractères  diifcrensj  et  c'est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  difficultés,  qui  m'a  engagé  à  entrer  dans  des  détails  dont 
la   longueur  sera  justifiée    par  l'infiuencc  que  ne  peut  manquer 
d'exercer  l'homme  célèbre  qui  semble  projeter  une  révolûiion  k 
«et  égard» 
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dAuA   ,  d»Au  h'    .  d3A«_^ 

on  trouvera  de  même 

dr      1  dcr*     i.a 

dA%     A    , 

« 

etc. 

En  efTectu^Qt  les  déyelûppçmexis  succ^sifs  indiqués 
ci-dessus }  il  viendra 

d*u  h^   .  d^u  B  ,  d^a  ¥    . 
^"=  d^T  +  d:?T  +  d^^  +  ^*"- 

d^M,  4^      d<tt   ¥ 

.  d4u  A4    , 

H  serait  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes 
de  cette  expression ,  mais  on  y  parvient  d'une  manière 
plus  génirde  ,  9^  mohair  (Je  l'anéLogie  qui  existe  entvç 
la  di^érentiation  des  q(}dll|tit;é$  ç(.  Ui;f^  éli^y^^ion  aux 
Çmssançes  ,  ^,a^9gie  dpqt  1^  ^^  jq5  J;çl^^ï^^  i«^  pre-r 
mières  tr^es. 

347.  On  ^  vu  («4)  Î'W 


«t  il  suit  de  C9tte  formule  qu« 
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ai*         ,  d«  A  ,  du»  A»       du»     A'      . 

«      ='+T"7"rjrrr  —  +  3-7 =+etc. 

dx  1   '  dx»  i.a      djB*  i.a.3 

d^*       _daA  ,  du»  A»    .du»     A»      , 

*    ""'- di  r + À?  TTi +5^1:1:3 +•**'• 

Si  msrinteâant  on  transporte  les  exposans  des  puissances 
de  du  à  la  caractéristique  d,  le  second  membre  (le 
Féquation  précédente  deviendra 

duh      à'u   A*    ,  à^u     h^      , 
dxT  +  djc»  1. a  +  d^  1:1:3+ ®*^* 

et  sera  la  même  chose  que  Au;  on  aura  donc 

du , 
Au=e^^   —I, 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre 
on  transporte  à  la  caractéristique  d  les  exposans  des 
puissances  de  du. 

D'après  ce  résultat,  Lagrange  a  remarqué  le  premier 

qu'on  avait  en  général  A»u=  \e         —  i  /> 

en  observant  toujours  de  transporter  à  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  du;  et  voici 
comment  Laplace  a  démontré  cette  proposition  : 

Il  est  évident  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  précédent, 
que  ,  quelle  que  ^oit  l'expression  de  A  "u ,  on  doit 
avoir 

A»„=g  A-+^'  ^-^A-+^"^A-+etc. 
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^Jl^  Jl' i  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ns  dépendent 
que  de  n.  Cette  éqnatioù  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  u^  conviendra 
néces^^^ipMânt  au^  c^s  .ou  ia  ;=r:  r^  ;:  mais  «lora  « 

:'•  -'  rr.  ■   •       '■  f^  -'Z  *»■>  *  *'       •   ■  ■'     ■   <»    "•'^^  *•-  ^. 
£i  M=c*+*— 6*=:e*(e*— i),  A  *u=(€*— i)(e^*— e*)=:e*(e*— 0% 


Substituait  cette  yaléitr  'àk  'A'"»'»  daAs  lé-'^éï^er 
membre  de  l'équation  posée  plui- haut  ^  étoiles 'de 

d  u    d^u 

T—  »  ^-j,  etc.  .dans  le  seco^cjl  ^  il  y^en^^ 

ux    Qsr         ^  ,       iA  -    I  ^.  X  ^     -■    .  ^    ^^ 

V  ■■  r      r  • 


puisque 

Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune '£iEcldïé'i^4'égttrd 

des  cbefficiens. différentiels  de.z^ ^  qui  se  dédjuisent  tous 

les  exposans.     '^ 

•-''*Ea!mëmâ  re}^on  *  entre  tësT  puissances  et  ïe^'diiré-^ 
rences  se  retroOTe  dans  les  fonctions  d'un  nombre  quel-. 
cqi^qiit-Hift  ^adasles  ,  et  se  prouve  d'une  manîèf  e  ana- 
logue. ' 

348.  De  Attc=é^    .i4^aiontireè^^  Œi-fiA;ti>  ist 
«i  on  prend  les  logarithmes  de  p«rt  et  d'autre  ^.  il 

Cale,  intégr.  Ll 

1 


i  ■'■•••■         *         ■   ■ 

Lagraïqpi  «  «Mootie  reoMnè  qiie  ûefte  éqttft^rà 
rait  vraie ^  si  dans  le  dévelc^pement  del(i-f-^z<)y 
on  transportai  à  la  xaraoténsti||ue  A  ^  les  exposan» 
.des  puissances  de  Au;  on  aurait  par  ce  moyen 


/       < 


ir  à  â^nnu^Mr  eecosfMtsdidier., 

en  changeangt  Av^^  Aa*;'ïtÔ.  en  A^,C  Ar%,;etc.  Il 
est  visible  que  la  question  revient  à  déterminer  les  coef- 

^év$3Èéiat6eh  ^  ,'^». .  .«etc.  etfJFôâctiôhdesâîf-^ 

t'érencas  successives  de  u^.et  que  pour  cela  ooLa  des 
équatioas  d»  ]la  forme 

d""*"*!*  d""^*M 

■ .  •         -'.■■■.'.•''' 

dans  lesquelles  lés  coelEciens  différentiels  ne  montent 
qu'au  premier  degré  ;  on  peut  donc  faivè 
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On  obtiendrait  facilement  la  yalenr  des  coefEcieas  in- 
connus ff y  Sf ,  BTy  etc.  par  Télimination  successiye  4^ 

insds  puisque  Téquation  Ii3rpothétiqtie  doit  aVb^r  lieu , 
quel  que  soit  u ,  elle  «ubsistèrâ  eâeore  lorsqu'on  j 
iQX2i  u  =  e^y  ce  qui  donnera 

d<u 

2^  =  e*  «t  A*a  =  e*(c*— i)', 

quelque  valeur  qu*ait  le  nombre  entier  i  ;  et  on  trou- 
vera parconséquènt 

/»»  =  (c*— 1)« +^(c*— i)»^' +  j5^(«*— i)»^+ etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres 
de  cette  équaition ,  il  sul&t  d'observer  que  > 

parceque  le  développement  de  l(i-|-e^— ^i),  ordoBUé 
âuivant  les  puissances  de  e^— «i ,  et  qui  est 

e^— 1— K«*— 0*+  T  («*— 0*— i  («*— 0^  +  etc. 

étant  élevé  à  la  puissance  n,  deviendra  comparable  i 
la  série 
(g*  _  i)«  +  j5'  («k  —  i)«+i  +  ^^(g*-.!)»-^  +  etc. 

dont  les  coefficîens  numéricmes  B^,  B",  etc.  seront  par- 
conséquent  déterminés.  Si  i* on  écrit  A  zi^  à  la  place 

d"tt 
de  e^'-i,  et-r-;Â"  à  celle  de  A*^  <m  aura  l'équa- 

lion^^&*::s:.{l(i-f*A»)}*^  posétf  précédemmeiot. 

^la 


53d  TRAITE     ELEMENTAIRE 

En  faisant  pour  abréger  à^ —  i=:«,  et  déyelop^' 
pant  (« — \  «t*+  j  A^ — I  fit* + etcO'*>  suivant  les  puis- 
sances de  e&,  par  la  méthode  du  n^  ifi^  on  obtiendra 
les  valeurs  de  ff  ^  B",  etc. 

Application  du    Calcul  des  différences 
,  à  V interpolation  des  suites. 

34g.  L'un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences ^  a  pour  objet  Y  interpolation  des  suites , 
opération'  qui  consiste  à  insérer  entre  les  tenues  d'une 
suite  ^  de  nouveaux  termes  assujétis  à  la  même  loi  que 
les  premiers.  iPour  cela  on  regarde  les  diiFérens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors^ 
qu'on  assigne  également  des  valeurs  particulières  à  la 
variable  d'où  dépend  ce  terme ,  et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu'il  occupe  daïis  la  suite  proposée, 
i^uand  l'expression  de  ce  terme  est  donnée^  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu  on  veut  -,  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu'on'  ne  connaît  qu'un  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l'interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  l'expression  analytique  d'une 
fonction  ,  de  celle  d'un  nombre  limité  de  valeurs  nu- 
mériques ,  ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue;  car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
blème revient  à  former  l'équation  d'une  courbe  pas- 
sant par  les  points ,  dont  les  valeurs  de  la  variable  in- 
dépendante représentent  les  abscisses ,  et  celles  de  la 
fonction  le»  ordonnées ,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points ,  ils  ne  sauraient  particulariser  la 
courbe  ^  si  elle  n'est  pas  donnée  d'espèce.  Mais  conmia 
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on  ne  cherche  à  interpoler  une  suite  que  dans  des  es- 
paces très -resserrés,  on  conçoit  que  l'expression  de 
son  terme  général  est  développée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  sa  variable ,  et  qu*il  est  permis  de  se 
borner  à  un  petit  nombre  des  premières  puissances  de 
cette  variable  ;  par  ce  moyen,  la  forme  de  la  fonction, 
qui  est  alors  rationnelle ,  se  trouve  déterminée. 

Ainsi  sachant  qu'aux  valeurs 

oc ,  wt7| ,  Ou^y  ***3  i  erc» 

d'une  variable  quelconque,   répondent  les  valeurs 

u,   Ui ,  Uft,  U3,  etc. 

d'une  fonction  de  •cette    variable,  on  suppose  que 

l'on  ait  pour  toute  autre  valeur  x', 

* 

u'  =A  +i8x'  +  >a:'*+  ^x'3+  etc, 

et  on  détermine  les  coeiEciens  «e,  fi ,y,  etc.  parla 
condition  que  u'  devienne  successivement  u,  z^i>  u^,  etc. 
lorsqu'on  change  a/   en  x,  Xi,  x^,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  :  le  premier  ; 
dans  lequel  les  valeurs  x,  Xi,  i:a>  ^3>  etc.  sont  équi- 
différentes  y  se  résout  immédiatement  par  l'exprès* 
sion  de  u„  du'n^  34^. 

En  efiBet ,  quand  on  ai^rête  la  série 

a' ==  €e  + /fcc' -f. yx* -+•  etc- 

• 

à  l'un  de  ses  termes,  que  je  désignerai  par  jiai/'*,  et 
qu'on  prend  les  valeiir9  de  3[>  dans  la  progression 
X ,  x+A,  a>+-2fr,  etc.  la* fonction  ua ,  dans  l'ordre  m, 
des  diiTérèacee  constantes  ^  et  p^rconàéquent  à  b  va- 

Ll  3 
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kur  ;r-f*  nh  dt  la  Yariahk  x^  répond 

7*  .       ,  n(n — i)  ' 

ii,  =  tt+-  au -4 — ^^ ^  A*ii 

'    1  '        i.a 


1  .a. . .  .m 

Dans  cette  formule ,  les  quantités 

Uy    Au,    A*u,   etc.     (341) 

«ont  ^des  nombres  ;  si  on  y  fait  ùc-^  nh=  x\  d'où 

il  suit  7i=-^-T— ,  elle  se  transformera  en  une  fonction 

rationnelle  et  entière  de  x\  du  même  degré  que 
Texpression  de  vi  ;  et  puisqu'elle  se  change  ea  u  ^ 
Uxy  Ut,,  etc.  lorsqu'on  7  met  o^  1 ,  a^  etc.  pour  n^ 
elle  prendra  les  mêmes  valeurs  quand  af  deviendra 
Xf  X'\'k,  X'j'2h,  etc.  :  elle  sera  donc  la  fonction 
demandée. 

Oh  peut  la  simplifier  en  disant  x'  =  :c  -f"  A' ,  ce 

qui  donne 

A' 

7ï=-7-,      et       K„=u=: 
n 

Enfin  si  on  représente  u'— i*  par  A'ia,  il  viendra 

A       '      A.2A  h,'2n»oh 

35o.  La  formule  que  je  viens  de  présenter  se  dé- 
duit aussi  du  théorème  de  Tayior ,  au  moyen  du 
m^  347^  qui  fait  coas^i^e  le«  ooeiEciens-  difiTér&ntiek 
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par  les  différences.  En  effet  Téquatioa 

d^  «  •       ~   , .     .  .      ...  -'     — 

2^A*=  A  *tt+  ^  A  '+»u + ^^  A  ^i« + ^  A«+3a  ^  etc. 
donne 

9i  <»i  tarait  snccèssiveiir^nt  dfe  Cette  '^qnaticnr  ti^  va* 

,         j    dtr     d%     d*u  -  -    .     ' 

leurs  de  -r-,  t—j,  rr-^ ,    etc.    pour    les    substituer 

dans  la  série 

,  du  A'      d*u  A'»   .  d^tt    A'3    ^  _ 

qui  exprime  ce  que  devient  u  lormjoex  étiviMtX-f-fff 
»U  ai4»it  «a  réfultat  d»  laiectnet 

^,  5^^,  ^', ,  B^i  y  B'n  y  etc.  étant,  ainsi  que  jf^  -rf^efe. 
4es  coefRciehs  mun^ciufs  iiidépenâansl3e  X  ;  et  dés^ 
gnant  par  A'u  raecroissement  que  reçoit  la  fonction  x« 
dans  le  j^ssage  de  :;ip  à  X'^ht^  il  ipîeadwt ,/ 


w  A  -  »  ■ 


'  Cette  équation  devant  avoir  lieu.^  |[uel  qua  soit  u  f 
subsistera  encore  dans  1^  M^  ^-iiaaifè^^  ^mti&aÛÊr 
géra  alors  en 


/ 
/ 
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éguation  dont  oh  ramène ,  par  le  développement,  le 
premier  membre  à  la  même  forme  que  le  second ,  en 

A' 

h 
observant  cpie  e*'=fi4-(c*— 03     î  «*  comme  en  re- 
mettant dans  la  seconde  Au ,  A*a ,  etc.  à  k place  des 
quantités  e* — i ,  («*— i)*!  etc.  on  retombe  sur  le  dé- 
veloppement de  1  4"  A'u^  on  doit  en  conclure  que 

h' 

1-f  A'a=(i-f  Au)    , 

pourvu  qu'dn  se  rappelle  de  transporter  à  }a  carac-- 
téristique  A ,  dans  le  second  membre ,  les  exposans  des 
puissances  d^  Au. 

Ce  résultat,  aussi  'Mmplè  qu'élégant,  a  été  présenté 
par  Lagrange  conrnie  une  conséquei&ce  de  l'analogie 
que  les  différences  otit  avec  les  ptiissances.  En  effet, 

du  ' 

■  dwC 
il  suit  de  l'équation  e         =  i  +  Au     (  34^  )     q"© 

du  .f  h! 

•'djt?  h 

e         ==  (i  -f-  A  u)    ,    ce    qui    donne    sur-le-champ 

A'  du.. 

a"  dx 

i-|- A'u=(i  + Au)    ,  puisque  e        ==i  +  A'u. 

En  développant  le  second  membre  dç  cette  dernière 
équation  ,  ainsi  qu'il  a  été  prescrit ,  on  trouvera  ^ 
comme  dans  le  n**  précédent, 

-,     h\    ,wch'—h) ,    '  . 

hXh'—hXh'—ah)  ^ ,     , 
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35 1.  Je  passe  maintenant  à  des  applications.  Si  Ton 
tàésigne  par  u'  ce  que  devient  u ,  lorsque  x  se  changé 
en  X  +  h',  on  aurat  u'=i=u  +  A'u;  et  il  est  visible  que 
pour  tirer  parti  de  Texpression  de  A  'u^  U  faut^  ou  qu'elle 
se  termine,  ou  du, moins  qu'elle  forme  une  série  con- 
vergente. Le  premier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  la 
suite  des  différences  Au,  Â^^  A ^u,  etc.  se  termine 
elle-même ,  c'est-à-dire ,  lorsque  Ton  parvient  à  un 
ordre  dont  les  différences  sont  constantes ,  ce  qui 
rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d*abord  la  suite 

3,        7,         19,        3â,        67,    etc. 

correspondante  aux  indices 

o,        1,         a,         3,  4,    etc. 

on  a  pour  ce  caB, 

u=5,  oc=o,  A=i,   Am=4>   A*u==8,   A^a=:o; 

r  expression  de  A'u  se  réduit  à  ses  deux  premier» 
termes ,  et  Ton.  obtient  par  son  moyen  . , 

A'u=4A'-|-4A' (A'— 1)  =  4^^ 

ainsi  pour  l'indice  V,  il  viendra  m' =3 +4*'*'  En 
prenant  A'=f ,  par  exemple  ^  on  trouverait  que  le» 
terme  coitespondant  à  cet  indice  est  2ai£. 

Soit  encore  la  suite 

i/       4/  '    à,       3,        9,      iG,    etc. 

en  prenan^  les  la^^ts  pomme  i  ro;rdinaire  ^  savoir  : 


^ 


.•.c. .'t»  .  \ 


o,        1,        a,    ^    3,        4^       S^    etc. 
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d'où  on  tirera 

"^  1.3.3.4 

en  réduisant  cette  expression ,  et  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  de  k',  on  aura 

,      la+iiC-A'— iiiA'»+34A'3-3A'* 

la 

Il  est  important  de  remarquer  que  l'expression  de  u\ 
dans  cet  exemple  et  dans  le  précédent,  étant  rigou- 
reuse,  et  convenant  à  toutes  les  valeurs  de  hfy  offre 
le  terme  général  de  la  suite  proposée ,  puisqu'elle  en 
donne  tous  fes  termes  particuliers  en  y  faisant  suc* 
cessivement  A'=ro,  hf=ii ,  A'=a,  etc.;  et  quoique  Je 
n'aye  rapporté  que  les  premier»  termes  de  cette 
suite ,  on  peut  la  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra , 
suivant  la  loi  observée  dans  ces  termes.  II  en  sera  tou- 
jours de  même  quand  la  série  proposée  aura  des 
différences  constantes ,  parcequ'elle  ne  peut  résulter 
alors  que  des  valeurs  successives  d'une  fonction  algé- 
,   brique  rationnelle  et  entière. 

Les  cas  auxquels  on  applique  le  plus  fréquemment 
la  formule  '  '■ 

A  u-'T-Au^ — \- — ^A*I^^ — ^     ,     ^^^. i  A^tt+ctc. 

.      4 

sontceuxdanslesquelslesdifférences  Am,  A*^,  A^m,  etc. 
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nont  en  déeroiasant ,  parceqn'alors  elle  est  conyer*' 
gente.  En  voici  un  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmta. 
Je  suppose  qu'on  veuille  obtenir  le  logarithme  ordinaire 
de  3,1415906536,  par  le  moyen  d'une  table  contenant 
les  logarithmes  depuis  1  jusqu'à  1000 ,  avec  dix  déci« 
maies  \  on  regardera  alors  les  log^thmes  contenus  dans 
la  table  comme  des  valeurs  particulières  de  la  fonction  u , 
les  nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent  ce« 
valeurs  ;  et  on  formera  le  tableau  suivant  : 


u  =0,4969396481 
Ui-=:  0,4983 1  o5538 
14^3=0,4996870826 
U9^o,5oi  0590600 
1^1=0,500407 1 000 


i38ogo57 
13/65088 
13701796 
13678578 


-43769 
—4^5490 

—43018 


+V7 
+074 


—3 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 
3,14,    5,i5,    3,16,    3,17,    3,18, 

la  seconde  leurs  différences  premières ,  ta  troisième 
leurs  différences  secondes,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmifs  qui  se  réduisent  à  trois  unités  du  dernier 
ordre.  On  aura  par  ce  mojen 

A  M=4o,OQ  13809057,     A  *ii=2— 0,0000043769 , 


A  3  u=  ^  0,0000000077 , 

et  comme  iszo^oi, 

on  obtiendra 


,ooooooooo3 ; 
0,0015906536» 


h' 


h'— h      h' 


'jr  "=0, 1 5926536 ,     "^Tï"-  ^^  S  ""  *  ^=^  "*  o,4î^o3673o 
*'""''*-^-!=:-o.6i3578oi, 

-^-=^-f  :=:-.o,7ioi836o  : 


3? 
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•avec  ces  valeurs  il  sera  irès-facile  de  mettre  en  noàïbret 
la  formule 

^^'^ ^"'     h..h  ^^-^ OOT-^  ^  ** 

■^  Â72A.3A.4A  ^' 

qui  domierau'=  0,4971498735. 

n  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de 
chiffres,  mais  le  précédent  est  très  *- propre  à  servir 
d'exemple  pour  la  méthode  d'interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
d'autres  cas;  elle  est  surtout  d'un  très-grand  usage  dans 
les  calculs  astrononûques. 

3^2.  Lorsque  les  valeurs  Xy  Xi,  x^^  0:3,  etc.  ne 
sont  pas  équidifferentes ,  on  emploie  immédiatement  la 
formule 

u'  =  ct  +  fix'  +  7x'*  +  «^x'3  +  etc. 

dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières 
x,  Xi,  Xa,  X3,   etc.  fournit  les  équations 

u  =â6+i^x  -^yx^  -f-J^  -f-etc. 
Uir^A+^Xi+yx^i+i^i-j^etc. 

Ma=«6+i8Xa+>'X%-f"^J^a+etC. 
M3=:ct + fiX3  ^yx's+^h+etC. 

etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  coefficiens  in^ 
déterminés  et,  i3,  y^  etc.,  et  voici  comment  on  ob- 
tient l'expression  de  ces  coeiïiciens  : 

En  retranchant  successivement  la  première  équation 
de  la  seconde ,  celle  -  ci  de  la  troisième ,  etc.  on  par- 
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vient  4   âes  résultats    respectivement    divisibles  par 
a;,— X,   Xa, — Xi,  xr^Xii,  etc.  et  d'où  Ton  tire 

'~    =j64*3/(a?,4-x  )+S^(a^i+XiX+a^)+ett: 

*       -=/3-|-3/(a:a+a:,)+^(^a+^a^i+^0  +  '5tc. 


Xj^'^'^^X 

^3 M> 

3^3 —■"wCa 

etc. 


=18+7  (xs+Xft)  +^(a:*3+  ^aXa-f-  a^^  -f-  etc. 


t^osant  pour  abréger 

SLH^^ir,     iîîZlifl  =  17,.     iîîZ:f^=cr.,etc. 

Xi — X  XiT^Xi  '       Xj— OTa 

on  aura  les  équatio&s    . 

1/  =13-1-3/(07, 4-^  )-|-J'(a:*i+^ia:  +a:*)  +  etc. 

ï^i=/S  +  >(Xa+X,)  -f-J^C^^  +  XaXi  +  O*,)  +  etC, 

i/»=i8  +  y(x3+Xa)  -|-^(x*3  +  X3Xâ+a:*»)4-etc. 
etc. 

retranchant  encore  U  àe  Ui,  Ûi  de  C/s>  et  ainsi  dé 
Bulte,  et  déiignant  par  V\  V\,  etc.  les  quantités^ 

— ,    etc. 

Xi,  "■■  X         X^  ■■"  Xi 

on  trouvera 

l/^  =  j.  4-  ^(a?g  +  ofi  -f-  X  )  +  etc. 

ï/',=;  3/  -f  ^(0:3  +  XB  +  Xt)  +  etc. 
d'où  on  tirera 

t/'.— l/' =  J^  (X3— x)  +  etc. 
Maintenant  ai  Ton  fait 
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X3  —  Jî 


=  t^'. 


OA  aura  l/''=£i^4"  ®^c-  >  ^^  ^  pov^  fi^*ar  lai  idéc»«B  »• 
suppose  que  quatre  termes  à  l'expression  de  u.  Topé' 
ration  sera  terminée  à  l'équation  ci-dessus  ;  prenant 
^  la  valeur  qu'elle  donne  pour  i",  et  remontant  à  ccHet 

àey^  fi ,  A^  par  le  moyen  des  expressions  U\  Uetu, 
il  Tiendra 

fi:=zU—V'  {jC,  +  x)  +  L'C^aXi  +  X9.X + X^^ 

€e=  a  —  tTx  +  Vx^X"^  Vx^pc^x. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  11!^  on  aura 
ii'=tt+  U  {x'—x)+lJ'{x^—ix^'^x)x'^x^x']  I 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefiicicnsde  U,t^et  U*^, 

sont  décomposablks  en  facteurs  simples ,  et  que  l'oft 
peut  mettre  u  sous  cette  forme 

u'= »+  t/(a/— x)  +  £/'  (a:'  —a?)  (jT—  x.) 

+  U"  (x' — x)  (x'— xO  (a/—  xO . 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode ,  on  obtiendrait 
une  formule  analogue  à  la  précédente;  et  quel  que  fdt 
le  nombre  des  valeurs  or,  jCj  ,  a:»,. . .  de  l'abscisse  x\ 
on  aurait  en  général 

u'==^u^U(^x''—x)+U'iv'^xXx'^x,)+U\oc/—xXjtf—x^Xx^'-'X, 

+ t/^Cx'— a:)Car'— .x,)(x'— xO(a;'— X3)+  etc. 

an  faisant 
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x,—x  '  a;,— a?,         "  a?3  — a?3  a;4— arj 

i!i=iL=t/',î^-t£*=£7',,B=i^=i;'.,  etc. 
a:»— X  irs — a?,  a;^ — Xa 

0:4— X  ' 

efc.  -'   ^' 

Quand  I«8  iv:aI«EK(8  ^a  ^  1  ^ft^>  ^^  ^<^  ^>^^  équidif- 
férentes.  oa  a 

d*oû  il  snit  évidemment 
x,  =  ar+A,    ïCa=x  +  aJ;    «1:3^*4.86, ttc. 

^  =  T*     ^'^T"'  ^'=~F'      .»="à^'»*<=' 

U'^^-    £/'=s^^'     if-i^-   etc      .      " 

I  •  i  -         ■     *• 

«te. 

m 

faisant  a/si^iç+JiV'^^  ^^  réaukera 
^ — xsc^s^-^^/jetc.  ^ 


0t  Ton  vrà  taie^  ^ft  J'fxprâtttoa  précédeate  da  m^ 
qui  deyient  alors 
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rentre  dans  celle  da  a^  349  >  obtenue  paï*  une  voie 
bien  différente. 

353.  Lagrange  a  présenté  Texpressiôn  dé  u'  sbiis  imê. 
forme  nouyelle  ^  en  observant  que  puisque  les  équatioQa 

tt  =  ce 4»  jSx  4- >^   -f4?r  H-etc.    = 
u,=  <e  +  i3a:,  +  j'X»,  +  J'x^^^-etc» 

etc. 

-        ••       .  .  V 

•ont  du  premier  d^é  seulement  >.^par  rapport  à  cha- 
cune des  quantités  «,  j8,  3^,  etc.^  û/ui  ;  w» ,  etc.  et 
que  u'  doit  être/expriipé  ea^o^,  demanièce  qu'en  y 
faisant  siîccefeivemerit'a?  ri  a? ,  a/  =r  Xi ,  ^fr^z^ra:» ,  e<c. 
il  vienne  u'=:u,  u'=su,,  tt'=Uft,sOn  pei^t  écrire 

pourvu  que  X,  AT, ,  J¥i,  etc:  soient  des  fonctions -telles 

que  par  la  supposition  de  'a/  =  x  ^  on  ait  en  même 
temps  .::;  ,   .  .'    •; 

X=i,    Xi  =  o,    Xa=:o,  etc. 

que  par  celle  de  a/  =  Xi ,  on  ait 

X=  o y    X(  =  ^ >    X4  =Oj-etc. 

que  par  celle  dex'=x,  on  ait 

X=0,      Xi  =  0,'     Xa  =  l,«tfe. 

et  ainsi  de  suite ,  conditions  qui  seront  rempUés  si  Ton 
prend  • 


x  = 
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:^i 


X.=: 


(^X  X,)  (X   — O^a)  {X  —0:3) 

(x'  —  x)(a/  —  Xa)  (x'  —  Xz) .... 

(Xi  —  X  )  (X, — Xa)  (X,  —  X3) 

(x'  —  X  )  (x^ X,  )  (x'  — -  X3 )  .  .  .  . 


{  Xa  "~"~  X  J  l  Xa      " X\  j  t Xa    —  X3  )  •  •  •  • 


La  loi  qu'il  faut  obsMver  dans  la  formation  de  cei 
quantités  est  on  ne  peut  pas  plus  simple  ;  leur  numé- 
rateur contient ,  ainsi  que  leur  dénominateur  ^  autant  de 
facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  x,  x, ,  x^,  etc.  moins 
une  ;  et  si  l'on  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci- 
dessus,  non- seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satis- 
font à  la  question  proposée ,  mais  on;verra  de  plus  com- 
ment il  a  été  possible  de  prévoir  qu'elles  y  satisferaient  : 
on  a  donc  c^tte  nouvelle  formule  d'interpolation. 


u 


,  _  (X^ X,)   (X^ Xa)   (x:  X3)  .  . 


+ 


(x  — X^y    {x  — Xa)   (x  X3)  .  . 

(x' X  )   (x' Xa)   (x' — X3)  .  . 


(Xi X  )  (Xi ^Xa)   (x, Xj)  .  . 

(x'— X  )   (x'  — XQ  (X^^— X3)  .^. 
QXji,— X  )   Q*^ft"~"Xi)  ^Xft— X3^  •  . 


U 


U, 


Ua+  etc. 


très^ommode  dans  la  pratique,  parceqû'on  en  peut 
calculer  chaque  .terme  par  le  moyen  des  logarithnies. 
Il  ne  serait  pas  dilHcile  de  la  ramener  à  celle  du  n°  pré- 
cédent ,  et  même  à  celle  du  n**  649;  c'est  pourquoi  )• 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

I 

354.  Quoique  le  but  de  l'interpolation  soit  en  gé-* 
néral  de  déterminer  des  valeurs  intermédiaires  entre  det  " 
quantités  observées  ,  sans  connaître  la  loi  qui  lie  cqb  * 
quantités  à  leurs  indicés/  où  à  la  variable  dont  elle»' étt- 
Calc,  inicgn  ,      .  IM  m 
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pendent  ^  on  l'emploie  aussi  lorsque  cette  loi  est  connue 
et  exprimée  analytiquement^  mais  qne  les  calculs  né- 
cessaires pour  évaluer  en  nombres  les  fojrmules  qui  en 
résultent ,  sont  trè&-compliqués.  On  se  contente  alors  de 
déterminer  par  ces  formules^  de  distance  en  distance^  des 
résultats  rigoureux^  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les 
Taleurs  intermédiaires  qui  doivent  compléter  la  série  qu'on 
se  propose  de  former.  Dans  ce  ca^  on  ne  prend  point  les 
différences  successives  des  valeurs  calculées^  mais  on 
déduit  ces  différences  de  l'expression  analytique  de  la 
fonction  proposée ,  et  oU  en  pousse  la  suite  jusqu'à  ce 
qu'il  s'en  trouve  d'assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  né- 
gliger. On  calcule  p£u:  leur  moyen  lesvaleurs  successive^ 
de  la  fonction,  dans  l'intervalle  compris  entre  cellea 
qu'on  a  déterminées  d^abord.  Quoique  la  formation  de 
ces  valeurs  soit  facile  à  déduire  des  relations  obtenues 
dans  le  n®  342>  néanmoins,  pour  plus  de  clarté  j'en  rap- 
porterai ici  le  tableau ,  en  tenant  compte  des  différences 
troisièmes  que  je  supposerai  constantes^  ce  qui  donnera 


W3i=Wa+  A  Ua   A  U^i 

etc.  |etc. 


Au  +  A*" 

A  ï/^+  A  *Wjj 


A  »!/,:: 
A^: 

etc. 


:*Au-f  A'ri 


On  voit  par  ce  tableau  qu'il  faut  calculer  d'abord  su? 
chaque  ligne,  la  différence  placée  dans  la  colonne  la  plu» 
adroite.  Pour  obtenir  u^,  par  exemple,  onforme  A^i/a, 
en  ajoutant  à  la  valeur  de  A^i/,  celle  de  A^u,  qui  est  re- 
gardée comme  constante;  ajoutant  ensuite  A  *w»avec  A  u», 
qu'on  suppose  déjà  connue ,  on  parviendra  4  A  i;a3,  qWil 
faudra  joindre  avec  u$  pour  avoir  u^. 
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Pour  éclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  différences^ 
Je  vais  considérer  les  fouctions  logarithmiques  qui 
sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus  f^équem* 
ment. 

355.  Soit  » = Ijc  ;  on  aura ,  par  la  formule  cju  n**  33 , 

etc. 

On  poussera  ces  suites ,  selon  la  grandeur  du  nombre  x , 
jusqu'à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite 
pour  être  négligée  sans  erreur  sensible.  Si  Ton  avait , 
par  exemple ,  j?r=  10000 ,  et  A  =  i ,  on  trouverait  pour 
les  logarithmes  ordinaires^ 

Ait=  0^00004  3427»  7S863 
A*u=  —  0,00000  00043  4^077 
A^uzr:        0,00000     OOPOO     00867  ; 

et  il  est  évident  que  si  Ton  ae  voulait  avoir  les  derniers 
résultats  qu'avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait, 
sans  craindre  d'erreur  sensible ,  négliger  A^i^,  ou  regar- 
der A^tt  comme  constante. 

Cela  posé  ;  le  signe  de  A*^» ,  étant  contraire  à  celui 
de  A^i^ ,  la  différence  de  leurs  valeurs  donnera  cella 
de  A'i/i  ;  et  on  formera  chacune  des  différences  se-« 
condes  successives  A*u, ,  A*Ua,  A*U3,  etc.  en  retran- 
chant de  la  précédente  la  valeur  de  A^z^.  De  memd 
AUi  s'obtiendra  en  ôtant  la  valeur  cle  A^u  de  celle  de 
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Au;  et  chacune  des  différences  premières  successives 
^Ut ,  Aua ,  A1/3 ,  se  formera  en  ôtantde  la  précédente  ]â 
valeur  de  la  différence  seconde  qui  s'y  rapporte.  Enfin 
au  logarithme  de  1 0000  qui  est  4  00000  00000  00000 , 
on   ajoutera  A:^  pour  obtenir  le  logarithme  de  10001, 
à  celui-ci  Aui  pour  avoir  celui  de   10002  ,  à    celui- 
ci    Ar^a  pour  avoir  celui   de    iooo3  ,    etc.  On   peut 
former  ainsi,  par  de  simples  soustractions  et  addi- 
tions, les   logarithmes  de    tous  les   nombres  entier* 
consécutifs  à  10000 ,  tant  que  la  somme  des  différences 
qu'on  néglige  à  chaque  opération  n'est  pas  assez  con- 
sidérable pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  au- 
quel on  veut  borner  l'exactitude  de  la  table;  et  c'est  ce 
qu'on  reconnaît  au  moyen  de  quelques*  logarithme» 
calculés  rigoureusement  à  des  intervalles  éloignés;    car 
lorsque  par  la  suite  des  additions  successives,  on  par- 
vient à  ces  logarithmes  >  il  faut  que  la  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori, 
au  moins  dans  les  dix  premiers  chiffres,  si  c'est  à  ce 
nombre  que  l'on  veut  s'arrêter.   On  irait ,  par  ce  qui 
précède,  jusqu'à  10100,   sans  trouver  d'erreur  sur  Ja 
dixième  décimale  ;  parvenu  à  ce  but,  on  calculerait  de 
nouveau  à  priori  les  différences  Au,   A  ^u ,  A  ^u,  et  on 
se  servirait  de  ces  derniers  résultats  comme  des  pré— 
rédens,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers qui  suivent  101 00. 

• 

Du  Calcul  inverse  des  différences ,  par 
rapport  aux  fonctions  explicites  d*unc 
seule    variable. 

35 S.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est ,  à  l'égard 
du  Calcul  direct,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral,  par 
rapport  au  Calcul  différentiel  :  il  a  pour  objet  de 
remonter  des  difféi'ences  aux  fonctions  primitives.  Jw 
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m'occuperai  d'abord  du  cas  où  les  différences  sont  don- 
nées explicitement  par  la  variable  indépendante  ,  c'est- 
à-dire  ,  où  l'on  a ,  pour  déterminer  la  fonction  u ,  un© 
équation  de  cette  forme  A"i^i=f(x,A),  h  étant  U 
différence  de  la  variable  indépendante  x. 

Soit  premièrement  7î=:i,ou  Au  =  f(jc,/f).  Cette 
équation  ne  fait  connaître  que  le  changement  qu'éprouve 
la  fonction  u,  lorsque  x  devient  x^  /?,  et  ne  détermine 
pas  la  valeur  absolue  de  cette  fonction  ;  mais  si  l'on 
suppose  que  quand  j:  =  a_,  on  ait  u  =  ^,  il  sera  facile 
de  former ,  en  partant  de  ces  données ,  toutes  les  va- 
leurs de  u  ;  car  aux  indices 

a  y  a-\-}iy  ^  +  2ft,  a  +  3A,  etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  u  : 

i,     i  +  f(a,A>,     è  +  f(a,/0  +  f(«  +  A,A). 
i+f  (a,  A) -f-f  (a-f  A,  A) +  f  (a+2/1,  A),etc, 

•   ^ 

L'introduction  de  la  quantité  arbitraire  h  a  lieu  ici 
comme  dans  le  Calcul  intégral ,  pour  remplacer  la  cons- 
tante que  la  diffère ntiation  fait  disparaître  (  344)  >  ^^^^^ 
on  voit  que  la  signification  de  Téquation  A  u  =  f  (x ,  A) 
repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  assignée  à  Tac- 
croissement  h ,  et  qu'on  ne  tire  de  cette  équation  qu'une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdent  d'après 
une  loi  donnée.  ^ 

Si  l'on  avait  A*ii  =  f  (jc^A) ,  on  ne  pourrait  tirer 
parti  de  cette  équation,  qu'en  se  donnant  une.  pre- 
mière valeur  de  u  avec  celle  de  A  u  qui  lui  correspond , 
ou  deux  valeurs  consécutives  de  w.  En  effet ,  si  lors,r 
que  a' =  a  ,  on  posait  Lt=i,  et  Au  =  c^  on  aurait , 
par  le  tableau  du  n°  554,  po^^  ^^^  indices 

Mm3 
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cette  suite  de  valeurs 

b,  b+c,  6+ac+f(a,A),6+3c+sf(a,A)+f(a+A,É),  etc. 

Les  différences  de  Téqu^tion  A*u  =  f  (x,A)  don- 
nant successivement  A^a,  A'^u,  etc.  on  peut  aussi 
s* élever  immédiatement  à  u^,  par  la  formule 

.  n(n — i)  ,  .     .  n(n — i")fn— -a")     „ 
*  i.a  1.2.0  '         ' 

dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers 
termes  u  et  tiAi^  demeurent  arbitraires.  Il  est  facile 
maintenant  d'étendre  ces  considérations  à  tel  ordre 
qu*on  voudra. 

Ceci  ne  mène  encore  qu'à  une  suite  de  valeurs  dis- 
continues ,  dont  il  faudrait  trouver  le  terme  général  • 
pour  obtenir  ime  expression  analytique  de  la  fonction 
primitive  cherchée. 

3^57.  On  donne  aussi  à  la  fonction  primitive  le  nom 
ê! intégrale  :  u  est  l'intégrale  de  A  u. 

Pour  désigner  une  intégrale  quelconque  de  ce  genre , 
on  se  sert  de  la  caractéristique  S  :  l'intégrale  de  f  (  x,  A  ) 
£erait  indiquée  par  2f  (x,  A)  ;  et  on  doit  bien  se  rap- 
peler que  cette  intégrale  est  la  fonction  qui  s'accroît  de 
la  quantité  f  (a:,  A)  ,  lorsque  x  se  change  en  x-^-h, 
<Juand  il  faut  distinguer  ces  intégrales  de  celles  des 
différentielles,  on  emploie  la  dénomination  dï/ifegra/* 
aux  différences. 

358.  Les  règles  pour  l'intégration  des  différences  sont 
en  très-petit  nombre ,  et  malheureusement  les  cas  où 
Ton  peut  s'en  servir  avec  succès  sont  très-bornés.  U 
suit  de  la  formation  des  différences,  \^.  que 
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■A(X+r— 2)=  AA^-f  A^  — Ai?; 

«t  en  rehiontAnt  auk  foxrctious  primitives ,  On  a 

2(  A  X+  A  y-  AZ)=:X+r-Z=:S  A  Jt+S  A  JK-S  A  ^, 

t*e  ïjni  ramène  Tîntégrâtiott  des  différences  poîynbmès 
à  celle  des  monômes  : 

fi°.  Que  A  .  aJï:= a  A  j^",  d'où  S .  a  A  X=taXr= c2  A  X, 
ce  qui  prouve  qu'on  peut  à  volonté  faire  sortir  du  signe  S» 
ou  introduire  dous  ce  signe  un  facteur  constant. 

S*.  Lorsque  «=33Ç^"*"'  et  que  m  est  un  nombre  entier, 
il  vient 

1  1.2   '  i.îi.3 

*^  l.a.3.4 

Èh  intégrant  ternie  à  terme  chaque  mètnbrè  de  cette 
équation ,  remettant  dans  le  premier  a:'""*'*,  àù  lieu  été  u, 
et  passant  bors  dii  sîgrié  2  lès  facteurs  constàns ,  on 
obtiendra 

1  i.a 

1.3,0  ' 

Cette  équation  ferait  éèittiîutre  l'inté^alè  Sa:** ,  si  Ton 
avait  2x^-"* ,  'Ex'^"^, 2ac'',  puis^tt'dn  en  tirerait 

*        ^(^  +  l)ft 

l i.î»  ï.fl.o  '  m4-i  ■' 

Mm4 
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Si  Ton  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m-—  i  ; 
m — 2  ,  m — 3 ,  etc.  pour  m ,  on  formera  des  expression» 
de  Sx*"-*,  yx^~*,  Sx"'-^,  etc.  qui  ne  dépendront  que 
des  intégrales  des  puissances  de  x  qui  leur  sont  res- 
pectivement inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs en  remontant  ;  et  si  Ton  prjend  d*abord  m  =  o  ^  il 

oc 
vient  Sx°=-T->  parceque  la  formule  générale  ne  doit 

"renfermer  qu'un  nombre  ni  de  termes  affectés  du  signe  S. 
Cette  conclusion  se  vérifie  d'ailleurs  à  priori ,  soit  en  ob- 
servant que  de  u=:j7,  il  résulte  Ax=:h.x^,x=h^x% 

I  X 

et  parçon8équentSx*'=-T-,  soit  en  prenant  la  diffé- 

rence  de  la  fonction  primitive  -?-  >  pour  laquelle  on 
trouve 

37+  A         X  

~h  -jf-  — I— ^. 

.  Faisant  ensuite  m=i ,  m=a,  7n  =  3,  etc.  çt  sub- 
stituant successivement  pour  2a;°,  2x',  Sx*,  etc.  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra,  on  formera  cette 
table  : 

1  X*           1 
2x^=--r X 

1  X^  1  1 

2x*iz=--r- x*  +  — =xA 

5  h       z  2.0 

^:^  =  ^^«.ia73  +  — x^A 

5/12  o  D.b 


?  A  2         "*    2. s  2.6 

fctC. 


?^-^=*?ï-7^  +  A*'*A--^a-A» 
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Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction ,    on 
peut  supposer  en  général 

2:0:^"  =  Ax""^'  +  Bx"^  +■  Cx«-»  +  Dx"^-^  +  ete. 

en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre, 
on  trouvera 

-A- A  ^    ^  ^    x'^^h'+A  - —  \ x^-*h^+  etc. 

i.a  1.2.0 

B —       x'"->A  4-      B  '-^ ^      x'^'^h^+  etc. 

1  '  1.2 

1 

+  etc. 

et  comparant  entr'eux  lès  termes  affectés  d'une  même 
puissance  de  x ,  on  obtiendra  entre  les  coefficiens 
A ,  B ,  CjD  j  etc,  les  relations  suivantes 

'A=—^— 

B=-A^'^'^^=^i"    / 
2  ....... 

C= — ^^ — ! — i--^- i^^'B -^ 

2,5'      ■ 2 


m  <  . 


2.3..4    .  2*3  2 

etc. 

avec  lesquelles  on  dédiiirà  facilement  les  uns  des  autres 
les  coefficiens  de  l'expression  de  ^x^ ,  quel  que  soit 
l'exposant  Trt.   Eii  calcufeit  itnmédiatement  ki  douze 


,  ^m— II 
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premiers  termes ,  on  trouvera 

*  flfl.3  6  fl.3.4.5 

+        1        mCm— 1)  (m — 2)  (m — 3)  (m  — ^ P    ^^ 
6  2.3  4,5.6.7 

3  m(m— i) (m  — G)A^ 

10  â.o o,t^ 

,         5  m(m — 1) Cm  —  S)h^ 

b  a. 3 10. 11 

691  m  (m —  1) (m  —  10)  S" 

""     sio  a. 3 12. i3 

-       35  ^(^— O (m— 11^)^-3  , 

^       a  2.3 14.15 

_   3G17    m(m-^i). , .  .(m—  i4)  h^^  ^^ 

3o  ^.3 16.17 

438S7  m(7n-0....(m~i6);^'^        ^^,^ 

4^^      "  2-3 18.19 

139.0277  m  (m—  1) (yn~-i8)A'9       ^_„ 

110  2.3 20.21 

etc.  +  const, 

formule  dans  laquelle  les  coefficient  é3q)rîliùés  en  nom- 
bres méritent  attention ,  parcequ'ils  reviennent  souvent 
dans  la  Tliéorie  des  suites. 

Je  ferai  observer ,  avant  de  finir  cet  article  ,  que  si 
Ton  multiplie  '2x^  par  /r,  et  qu*on  passe  cet  accrois- 
sement sous  le  âigne  2 ,  on  aura  cet<^e  équation 

771+1         2  22.3  ' 
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dont  lé  second  membre  a  pour  limite  — ; f-  const, 

lorsque  h   s* évanouit ,    cas  auquel  Ix^k    se  change 
en/x^dr,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  211. 

■ 

359.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer 
toutes  les  fonctions  algébriques ,  rationnelles  et  en- 
tières ,  dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  reçoit 
un  accroissement  constant.  Je  prends  pour  exemple  la 
fonction 

uix^  +  Bjc^  +  Cx  +  D; 

«t  comme 

en  mettant  pour  Sx^,  tx^,  XX  et  Sot*»,  leurs  valeurs, 
on  trouvera 

XCAx^  +  Bx^'^Cx  +  D)^ 

4A^  Gzr"^"'  4h  ^ 

,  Bh^-^SCh+SD      , 
+  »,  X  +  const, 

i6b,  li  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qi^i 
s'intègrent  avec  la  pltis  grande  facilité  :  ce  sont  les  pro- 
duits de  la  forme 

En  effet ,  si  on  en  prend  la  différence ,  on  obtiendra 

»  "  "  -  - 

Au=(x+A)(x+2A)(a:4'3A). . .  .(x-^mh) 

— xÇx-\-h)  (x+aA) (x-f-(m^— 1)  A  ) 

3t=  (x+fi)  (x+âh). ..'.....,  .(jc+(ifi— i)A);n& 

Au       l,Au         u 
et  comme  S  --7-  =  — j—  as  — - .  on  aura 


'  »    _       ' 
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mh 

Si  Ton  écrit  maintenant  x  —  h  au  lieu  de  a: ,  et 
m  +  iau  lieu  de  m,  il  viendra 

(x — /r)x(x  +  /0(-^-f  s'O*  •  •C-'^  +  C''* — i)^) 

(/n-|-  i)/i 

On  voit  ici  que  dans  Tintégrale  le  nombre  des  facteur* 
surpasse  de  Tunité  celui  des  facteurs  de  la  différence,  et 
que  le  diviseur  est  m  -f- 1 ,  ce  qui  est  bien  analogue  à 

la  formule  /r"'dx  = 


^m-4-i 


771 -f"l 

On  intègre  aussi  la  fraction 

•  * 

1 


u 


■x(x  +  A)(x+2A) (x  +  Ctm — i)/z)' 

parcequ  en  la  différentiant  on  trouve 


Au 


(a;  +  /2)(x  +  2/0(x  +  3/0 (x+m/z) 

1 
k  V.       jL(x-|-/f)  (x-f- 2^) (x-f(m l)/l) 

77lA 

»  -  * 

X(X+^)  (x4-2/2)....(x-f-  '«^)  ' 

repassant  aux  intégrales ,  il  vient  en  mettant  pour  u 
Si  valeur 

—  1  u 


x(x -f- ^)  (x+ û/ï)...  .  .(x -f- ^^0       ^^ 
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et  si  on  écrit  m —  i  au  lieu  de  m  pour  ramener  à  m 
le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur  de  la  quantité 
affectée  du  signe  2,  on  obtiendra 

1 

(m — i)hx{x+h)(^x+iih) (^x-i-Qm — û)^)' 

56 1.  Les  formules  ci -dessus  peuvent  servir  aussi  à 
rintégration  des  fonctions  de  la  forme 

j4x^  +  Bx^  +  Cx^''  +  etc. , 

parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produit» 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes.  Pour 
le  faire  voir,  je  choisis  cet  exemple  très-simple  :  o?^, 
et  je  fais 

en  supposant  que  h  désigne  Taccroissement  de  x.  Si 
Ton  développe,  et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissance» 
de  07,  on  aura 

x3  =x3  +  GAx*  +  1 1  A"x  +  6A* 
+.  ^x*  +  ZAhx  4-  nAh* 
+  Bx     -i-Bh 

et  comparant  entr*eux  les  termes  aifFectés  de  la  même 
puissance  de  a;,  on  formera  les  équations 

6h  +    ji  =  o, 
'  iik'  +  ZAh  +B  =  o, 
'   Qh^+iiAh^  +  Bh  +  C  =  o, 


/ 
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desijuelles  oa  tirera 

^  =  — GA,    Bz=zjh\     C  =  —  h\ 
et 

x^  =  ix+h)  (x+ah)  (x+SA)  —  6A(x+A)  (x+sA) 
ce  qui  donnera  ^  en  vertu  du  n"*  précédent , 

4/1 
— ax(x+A)  (x+aA)  +  ^  hx(^x+h)—h^x+const. 

S6fi.  A  l'égard  de  l'intégration  des  fonctions  trans- 
cendantes, ]e  me  bornerai  aux  fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires.  On  a  pour  les  premières 

A.a*  =  c'(a'^  — 1), 

d*où  il  résulte 

rt^  =  5Ea'(a'^— 1) 
et 

2a^  = 


a* 


a'* — 1 


3G3.  Pour  les  fonctions  circulaires,  on  a  1°.  Téqua- 
tion 

cos  A  —  coSj5  =  —  asini(^  —  B)  sini(^+-^), 
qui  donne 
A  cosx= cos(x-f-Zf) —  cosx = — 2  sin  j  h  sin  (x  -f-  î  A) , 
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d'où  on  tire 
.  ,     .  «iLN  Acosa:        .  A  co8(x  — i//) 

en  écrivant  x — ^h,  au  lieu  de  x  ;  prenant  ensuite  l'in- 
tégrale da  chaque  men^bre  de  la  dernièrd  équati(Hi , 
on  obtient 

cosfj? — {h)   . 
asm|A 

a*.  L' équation 

sin^— 8itt5=îWinK-4— ^)cos^(^+^), 
donne 

Asinx=sin(a;+A)  — 8ina7=sflsin  ;  Acos  (ap  +  jA),* 

d'où  il  «uif 

/-       I  1  LN        A  sinx                        Asin(jc  —  JA)  , 
cos  (x  H-t«)  =  — :— rr  i    cosx  = ■  .    ,  i.  ■  - j 

_  sinf^ — -A)    . 

2co8x=  — ^-r — .  ;       +  const. 
a»niA       * 

3**.  La  conversion  des  puissances  de  sinus  ^  de  cosî- 
9Ud  et  de  leurs  produits  y  en  fonction  de  ^inus  et  à% 
cosinus  d*arcs  multiples^  ramènera  aux  deux  formules 
précédentes  ,  l'intégration  de  la  fonction  générale 
linx"  co8:;c">  lorsque  les  expQj^4ii&  m  et  n  seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

En  effet  y  cette  fonction  sera  ckangée  en  une  suite 
de  termes  de  la  fonne  Jl$inqx,  ou  ^  cos  9:2: ,  dont; 
les  intégrales  se  déduiront  de  celles  de  Asiax  et^co&c 
en  écrivant  ifx  etcfh,  amiieu  de  j?  et  de  A  ;  et  il  e»t  facile 
de  voir  que  l'on  dur<i  en  général 
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.  r     .       N  cos  (p+qx — iqh)   , 

XcosCp+qx)  =      vr-r^         av^   ,    ^^^^^ 

3G4.  L'utilité  dont  est  rexpression  de  2a  ,  pour  la 
sommation  des  séries,  a  porté  les  Analystes  à  s'en 
occuper  beaucoup ,  et  ils  sont  parvenus  à  lui  donner 
plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fit  dépendre  des 
coefEciens  différentiels  et  de  l'intégrale  fudx.  On  arrive 
à   ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

âz  h   .  d«z   7/=^    .  A'z     h^      . 
dxi   '^djr*i.2  *  dx^i.2.3^ 

qui  donne 

^=T^d^+7:ï^aE^+7ir3^d:?+^'^- 

dz 
Si  on  fait  -r-=  a ,  il  viendra  z  =  /udx   et 

/wdor  =  hXu  +  «//»>;  ^  +  /3^32  ^  +  etc. 

en  représentant  par   a,,    ^,    ^,    etc.    les    coefiiciens 
numériques  ;  on  tirera  de  là 

1  /.    1           1  ^àu       ^.  _,  d*w 
2:iz  =  T  fudx—Ah:>,  -j /3/i*  >;  ---  —  etc. 

Si  maintenant  on  prend  les  coefiiciens  différentiels  de 
chaque  membre ,  en  observant  que  -^ —  =  2  -r-  ,     ce 

qu'il  est  fort  aisé  de  vérifier,  on  obtiendra  cette  suite 

d'équations  ; 
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^à'u       1  du         i^rf'w       /,i,^d^i*     ■':'■'     ' 


-  -  -  ;n  ,' 


etc. 

on  se  servira  décès  dernière^  pour  éliminjer  j^iiëcessi-^ 
yement  de  la  valeur  de  Szz,  les  fonctions 

''  .  .4 .      j  _ ,.  :  'i 

au  d*u  d^B 

.s^'    ^d?'     ^dP'  ***"•--■•  :.-     > 

et  il  est  aisé   de  voir  que  le  résultat  sera  nécessaire-r- 
ment  de  la  forme  '   .  ' 

Su  =x/udx  +,Ju  +  Bh^  +  Ch^ ~  +  etc.  - 

La  détermination  des  coel&çiens  A ,  B,jOy  etc.  sjopère 
ici  comme  dans  le  n''S47,   P^^  ^^  considération  dé 

la  fonction  particulière  e*,  pour  laquelle  on  trouve 

.^  -■        .       ._ 

€*  d"*  e*  ' 

«OU  U.  ^Ut   •  *'  ..■..\.j  r.  yi.z  .     z 

ce  qui  montre  que  les  coeJii^iéns  A,  £,  C,  etc.  ne  sont 

autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  [Puissances  de  h 

.[  ■    » 

dans  le  développement  de  la  fonction  -^     ^  ^/réduite  en 

rie  ascend^^t^  ç.    ar  rapport  à  cette  lettre. 

Cale,  intégr.        '  Wn 
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365.  On  obtiendra  de  la  même  manière  ^  et  sans  plus 
de  difficulté,  les  intégrales  SSzi,  onS'u,  ^^*u,  ou  S^u  , 
en  général  ^'"u;  car  la  formule 

conduit  à 

d"a 
faisant  ensuite  ^—^=u,  on  aura  2=/*"ud2;"*,  et  par- 
conséquent 

S"»!*  =  Xp'udjcr  —  Ahir  T^—  j8A«2«  ^  —  etc. 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre 
de  cette  dernière  équation  y  on  formera  les  suivantes  : 

J«4^==i./'«-»udx"»-'— A^S*»^— ^A^S"»—  —  etc. 
dx     /ï"*"'  dx*  djr^ 

^'"^zrr-A- r"-*udx«-*— ^/rS'"^— i6A^2»^  —  etc. 
dx*     A'"-'  àxi^  dx^ 

etc. 

à  laide  desquelles    on   chassera  ^"*  j"  >  ^"^  j^ >  «^c- 

de  Texpression  de  1"^u.  L'équation  finale  poyrra  être  re- 
présentée par 

,+  •p=-./"-''««i^'"~*-  •  •  •  +  aV"*^ 

,  du       _,  d"u 
^A^«  +  PAg^+Ç^gp  +  etc. 
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•t  lorsqu'on  feraut^tf',  elle  deyiendra 

1        _  1         A           B  M 

(e*—!)»»  ""  A"*  ^  hr--'  ^  S^»^ "*"  A 

+  iV  +  PA  +  QA*  +  etc. 

les  coefficiens  A^  B , M,  N,   etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h  dans 

le  déyelôppement  de  j^ r-;  et  de  là  résulte,  entre 

les  intégrales  et  les  puissances  négatives ,  une  analo^e 
qui  n'est  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences 
ont  avec  les  puissances  positives  :  ensorte  que  l'on  doit 
regarder  les  intégrales  comme  les  différences  d'un  ordre 
dont  l'exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en  effet,  qae 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  peut  écrire 


2;«u  = 


C-'-O 


m* 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis- 

dv^        dFït 
sances  positives  T--  ^n  ^-rj,     et   les   puis$^C€^    né- 

du""' 
S4tives  T— Tj?  en  pucLx^  ;  et  puisque  Ton  a  (347)  , 


"»a=  \e       — 1/  , 


r 

il  est  évident  que  Vexpresuon  de  i^u  est  comprise  dans 
celle  de  A  '"u ,  dont  elle  se  déduit  en  affectant  l'expo- 
sant m  du  signe  — . 

3C6.  L'intégration  pair  piurtiea  $m  pratique  sur  les 

Nna 
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différences  aussi  bien  que  sur  les  dilFérentielles.  Soient  P 
et  Q  deux  fonctions  quelconques  de  x  :  on  ftra 

i.pQ=  qip+z, 

z  étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable  ; 
et  prenant  la  différence  de  chaque  membre  de  cette 
équation,  on  aura 

PQ  =  (Q+  AÇ)2;(P+ AJP)— ÇSJP+Aa; 

développant  et  réduisant,  en  observant  ÇS  AP==PÇ, 
il  viendra 


o^=Ql(JP+^P)+^z,  ou  azœ— aÇ2(P+aP), 

et  parconséquent 

z=— 2:aÇ2:(p+aP), 

puis 

2;PQ=  QSP  — SAl^rCP  +  AP) (^, 

formule  qui  devient 

SP  Ç  =  ÇSP  —  SA  QSP.  (i  ) 

lorsqu'on  écrit  Px  pour  P  +  AP. 

Si  dans  la  formule  {A)  on  change  Q  en  AQ  , 
P  en  2Pi ,  et  qu'on  observe  que 

2P,+  A2:P,  =  2:(P,+  APJ=2P^, 

on  en  déduira 

SA  ÇSPi  =  A  ÇS^P,  —  2  A  »  ÇS^P,  ; 

et  la  formule  (i)  deviendra 

2P  Q  =  qiP  —  A  ÇS^P.  -f  S  A  »  Ç2»Pa.      (fl) 
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Changeant  ensuite  dans  Téquation  (^A)  Q  en  A*Ç , 
SPi  en  S^Pa,  et  remarquant  que 

on  trouvera 

2  A  *  ÇS^P»  ==  A  «  qî?p^  —  s A^  ÇS'Pg , 
«t  la  formule  (a)  deviendra 
2PÇ=Ç2:P—  a  Ç2*P,+  a  ^ÇS'^Pa— s  A.'ÇS'Pa , 

qui  montre  la  loi  de  cette  expression  élégante ,  donnée 
pour  la  première  fois  par  Taylor,  dans  les  Transactions 
philosophiques  : 

SPC  =  qXP  —  A  Ç2*Pi  +  A  *ÇS?Ps 

—  A3Ç2:4p3-f.  A4Ç25P4— etc. 

Si  Ton  y  met  pour  Pi,P^,Ps,  etc.  leurs  valeurs  e» 
P,  et  qu*on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent 
possibles^  elle  se  change  en 

2PÇr=Ç2P—  A  Ç(2:*P+2:P)+ A^ÇCS^P+sS^P+SP) 
—  A^QÇE,^P+5l^P+5X^P+^P)+etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Ta  présentée 
dans  son  Essai  sur  l'appliccdion  de  V  Ançlyse-à  la  pro^ 
babiUté  des  décisions^  p.  i63. 

'  Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène 
à  des  différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque  ; 
et  si  la  fonction  P  est  susceptible  d'un  nombre  suflisant 
d'intégrations  successives,  on  parvient  à  l'intégrale  exacte 
de  la  fonction  PC. 


Nn5 
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Application  du  calcul  des  différences 
à  la  sommation  des  suites. 

367.  Dans  une  suite  quelcon<jue 

le  terme  général  u.  peut  être  regardé  comme  la  diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termea 
qui  le  précèdent;  ensorte  que  si  on  fait 

on  aura 

I 

A5„-,  =  u»    et    5„«,  =  Su„  (357). 

Il  suit  de  là  que  la  somme  entière ,  en  y  compre- 
nant le  terme  général  >  sera 

On  voit  aussi  que  Sn  résultant  de  5n^,  parle  change- 
ment de  71  en  71  +  1 ,  l'expression  de  Sn  peut  se  dé- 
duire de  la  même  manière  de  celle  de  2i/||. 

Si  donc  î(jx  ,}i)  désigne  le  terme  général  d*une 
série  quelconque,  dans  laquelle  la  différence  de  la 
variable  indépendante  soit  A,  la  somme  de  cette  sé- 
rie, que  je  représenterai  par  Si  (x,h),  sera 

5f  (x,  h)  =  Sf  (x,  h)  +f  (x,  A)/ 

ou  bien  s'obtiendra  en  mettant  x-^-h  bxl  lieu  de  a:, 
dans  2f(a:,A). 

On  trouvera,  d*après  cela,  Sx"^,en  mettant  x+/i 
au  lieu  de  xdans  Texpression   de  2x"*(358). 
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SI  l'on  développe  en  particulier  Soc^,  et  qu'on  fasse 
A  =  1  ^  il  viendra  après  les  réductions , 

Par  le  même  procédé ,  on  déduira  des  formules  dq 
n*»  36 1 , 

Sx (x  +  h)  (x  +  ah)... (a7+(7n— i)A)  = 
x(x+h)lx'j^2K) . . . .  (x+mA) 


m+1 
1 


-f-  const. , 


x(x'-^K)(jv-{'Qh) . . . .  (x+(m— i)A) 

-j-  const. 


{m+i)A(x+A)(a;+2A) (x+{m — i)A) 

En  faisant  successivement  mr=:  1,  m=za^  etc.,  et 
prenant  A  =  1  dans  le  premier  de  ces  deux  résultats , 
on  formera  les  sommes  des  séries  de  nombres  jftgu^ 
rés  ÇComp,  des  Elém,  d'Alg.') ,  savoir , 

Sx  =îÇ£±i)  4.  const. 
a 

i>  — ^ — ! — ^=:  -^ — ! — ^ — ! — ^  +  const. 
2  a. 3 

^(^+0(3g+Q)      xix+iXx+Q)(x+'S)  , ^ 

S  a. 3  û.3.4  ^ 

etc. 

On  conclura  des  niunéros  36a,  363,  que 

Sa'  =       -t +  const. 

c^: co8(A?+i*)   ,    ^ 

o  »m  X  z=  •*-  — ' — : — j-T —  -f-  consu 

a  sin  ^  h 

iS cos a:  =       — ^  .  VT  ■  +  const. 

dsm^A 

Nn4 


<  i 
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*  « 

Enfin  r^xpression  générale-  de  lu  du  n*  564,  donne 
une  formule  générale  pour  Su, 

Les  constantes  ajoutées  dans  les  intégrales  aux  difFé< 

rences  et  dans  les  sommes ,  se  déterminent  comme  celles 

des  intégrales  relatives  aux  différentielles  ;'  mais  il    est 

plus  commode  de  prendre  ces  intégrales  ou  ces  sonimes  > 

L  entre  des  limites  données  ^  comme  dans  le  n*'  20^. 

En  faisant  cpmmencer  les  séries  des  nombres  figurés  à 
rindice  jc=o,  on  trouvera  que  leurs  sommes  respectives 
sont  les  expressions  rapportées  ci-dessus  ^  débarrassées 
de  la  constante. 

Pour  obtenir^  par  exemple  ,  la  somme  de  la  série 
'  '  '  sin  û,       sin  (a-f-A) . . . . sin  (a^nK) , 

il  faudra  prendre  Sainx,  depuis  a?=^a  —  h,   jusqu'à 
xz=:a+nhy  et  il  viendra 

cos(a — Ih) — cos(rt+7j/i+îA) sm{a-^'lnh)s\n^(n+î)h 

2  sin  ^  A  sin  {h 

De  r intégration  des  équations  aux  diffë* 
rences  ,    à  deuoc  "variables^ 

368,  Jusqu'ici  j*ai  supposé  que  la  différence  de  la 
fonction  cherchée  était  donnée  explicitement  parla  va- 
riable indépendante;  je  vais  maintenant  m  occuper  des 
cas  où  l'on  a  seulement  une  équation  contenant  la  fonc- 
tion cherchée,  ses  différences  ,  la  variable  indépendante 
et  ses  accroissemens.  Si  la  fonction  cherchée  j'  dépend 
de  la  variable  x ,  dont  Taccroissement ,  considéré  comme 
eonstant)  est  désigné  à  Tordinaire  par  A,  Téquation  pro- 
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posée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F(x,  h,  y,  Aj,    A»j,  etcO=o. 

Il  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en  faire  dispa- 
raître les  différences  à,y,  A  ^,  etc. ,  en  les  remplaçant 
par  les  ydeurs  consécutives  de  y  ,  puisqu'on  a 

ù.y  =y,  —y ,      A  ^j^  z=zy^  —  oy,  +  y,  etc.  (342); 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

F(.^,  *i  yyyi>y^>  etc.)=o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  cher- 
chée, par  le  moyen  d'un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si l'équatidn ' était  du  premier  ordre,  par  exemple^- 
on  aurait  y^ ,  par  le  moyen  de  j^  3  si  elle  était  du 
second,  on  en  tirerait  j'»,  exprimé  par^i  et  par  j' , 
et  ainsi  de  suiter 

Il  est  facile  de  s'appercevoir  qu'une  équation  quel- 
conque aux  différences,  équivaut  à  une  série,  dam 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  dç 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  l'in- 
dice qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet ,  lors- 
qu'on a,  par  exemple^  ^a=s:f(a:,  hjy,  Vi) ,  on  eh 
déduit 

^3=f (x+  h,h,y,,y^),  y^={(x^ aA ,  A , y^^ y^) ,  etc. 

et  Ton  forme  ainsi  la  série 

y'y'>y»'y3,yi,  etc. 

au  moyen  de,  ses  deux  pre^^er?  .termes. 
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Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  dans  la 
série  résultante  d*une  équation  quelconque  aux  difflé" 
rences ,  il  y  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'il  y  a  d'unités  dans  V exposant  de  l'ordre  de  cette 
équation. 

369.  On  peut  chailger  toute  équation  axOL  dijOTérencef 
en  une  équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini^  en 
.  substituant  y  au  lieu  de  Aj^,  ^^y>  c^c.  leurs  dévelop- 
pemens  d'après  le  n^  347  >  ^^  "^  riest  pas  moins  évident 
que  Ton  convertirait  aiïssi  toute  équation  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  indé&ii , 
en  remplaçant  les  coeffidens  différentiels^  par  leurs 
développeinens  tirés  de  la  formule  du  n^  Ç4S. 

» 

Il  ne  paraît  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  Fin- 
convénientd'introduire  un  nombre  infini  de  termes, puis- 
sent être ,  en  général ,  fort  utiles  pour  l'intégration  des 
équations  ;  mais  elles  sont  très-propres  à  faire  sentir 
la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  différentiel  et  le 
Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que,  par  la  nature 
de  ce  dernier ,  les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  avoir  nécessairement  une  valeur  déter- 
minée ;  car  si  Ton  avait  une  équation  entre 

X}  y>  ^^y  ^y*  ^y.y  «te. 

dans  laquelle  A  x  demeurât  indéterminé  ,  qu'on  la  dé- 
veloppât suivant  les  puissances  de  A  a; ,  A^ ,  A  *j^ ,  etc. 
ce  qui  lui  donnerait  la  forme 

4-  CAx^+DAxA^+jEA^+FA^^  \  —o, 
4-  etc.  ^ 

on  y  pourrait  substituer ,  au  lieu  de  A  y,  A  *^,  etc.  leurs 
développemens ,  et  comme  A  jc  y  resterait  encore  in- 
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déterminé ,  il  faudrait  qne  les  coeificiens  des  diyerses 
puissances  de  cet  accroissement  s'évanouissent  d'eux- 
mêmes.  On  obtiendrait  ainsi ,  entre  les  yariables  x  ,y, 
et  leurs  différentielles^  un  nombre  inBni  d'équations 
qui  devraient  s'accorder  entr'elles  pour  que  la  pro^ 
posée  signifiât  quelque  chose  ;  et  dans  ce  cas  elle  ne 
serait  équivalente  qu'à  la  première  de  ces  équations , 
dont  les  autres  deviendraient  les  différentielles  suc- 
cessives. 

En  ne  supposant  l'équation  aux  différences  que  du 
premier  ordre,  ce  qui  la  réduit  à 

A  âkX+B  Ay+C  Aaf+D  AxAy+E  Ay*+etc.  =  o  , 

et  prenant 

il  vient 


B-f-  à  Ax  +  E^    lAa^  +  etc. 
dxf  '       dx*    I 


=  0, 


i.ado:* 


d'où  l'on  tire 


et  si  cette  suite  d'équations  ne  pemt  avoir  lieu ,  la 
proposée  ne  pourra  se  vérifier  qu'en  assignant  k  Ax 
une  valçur  particulière. 
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,  370.  Ces  préliminaires  posés,  j'entre  en  matière 
par  Fintégration  de  l'équation  générale  du  premier  de" 
gré  et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  différence 
de  la  variable  Xy  ou  Ax^  étant  i ,  on  ait  réquatioa 
^y  +  ^y  ^^  Q  >  analogue  à  l'équation  différentielle 
traitée  dans  le  n*.257;  un  procédé  semblable  à  celui 
du  n®  cité  conduit  à  Tintégrale  de  la  première. 

Si  on  fait  ^  =  imj  ,  il  viendra 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

uA2;  +  aAù+  AwA2i  +  Puz=0; 

et  posant  séparément 

zùku  ^  PUfL  =  o ,     ou     A u  +  Pu  =  o , 
il  restera  wAa+  AaAa  =  Q^  d'où  Ton  tirera 

Az=     .\         et     z=^    ^.      : 
^4-  A  u  u+  A  u 

la  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation 

Am  -j-  Pu  =  o  , 
dans    laquelle   on  peut  séparer  les   variables,  en  lui 

donnant  la  forme =  —  P,  puisque  P  est  supposé 

ne  contenir  que  x.  Soit  u=ze\  il  en  résultera 

,,   A.^       ^         Au  ait  „ 

Au=:e^(e      — ij  et  =  c      — 1=5— f, 

u 

d'où  on  tirera 

c^^=z:i— P,    Afcl(i— P)  et  te2:l(i— P). 
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Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  1— iP, 
répondant  au  produit  continuel  des  valeurs  successives 
que  reçoit  1 — P  entre  les  limites  de  l'intégrale,  c'est- 
à-dire  à  ^ 

(1-^,-0  {i—Px^)  (i—Ps^) ....  (i— ^o)  , 

X 

il  on  désigne  ce  produit  par  [1 — Par— 1],  l'exposant  a; - 
marquant  le  nombre  des  facteurs,   on  aura 

d'où  on  conclura 

M  =  e'==[i— P,_J; 
et  si  l'on  fait  attention  que  tt+  A  u=:m,  ,  on  obtiendra 

u  +  Au=ri— PJ  etz=S ^^— r-  » 

ce  qui  donnera  enfin 


_y  =  [i  — P,_.]2 


la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  Tintégrale 
indiquée. 

C'est  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange ,  qui  le  premier 
fit  voir  l'analogie  que  les  équations  aux  différences  du 
premier  degré,  ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré ,  a  intégré,  en  1761 ,  l'équation  traitée 
ci-dessus  ;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  l'équf- 
tionjr,  =  /2y+Ç  ,  qui  revient  à^-f-  Aj^ï=:/îy-(--Ç.  En 
comparant  cette  dernière  avec  Aj^-f-Py  z=  Q,  il  vient 


y 
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Pmai'-^R,  1— P=/î,  et  Ton  a  parconséquent 


y=[«*-x]2 


Quoique  le  développement  du  produit  C*'^-'^*— iD» 
senJ^le  supposer  que  la  différence  de  x  soit  égale  à 
Tunité ,  on  peut  néanmoins  conserver  l'expression  pré- 
cédente^ lorsque  jix = A  ^  en  concevant  qu'elle  répond  à 

(  1  — P*-A  )  (  1  — P*-.ik  )  (  1  —Px^h)  etc. 

r 

OU  bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre , 
en  faisant  xz=zha/,  ce  qui  donperait  Axz=hAaf 
et  A  a/  ==  1 . 

Lorsque  le  coefficient  R  est  constant  j,^  on  a 

et  s'il  en  est  de  même  de  Ç,  l'intégration  indiquée  s'ef- 
fectue facilement  :  on  obtient  dans  ce  cas 


f— »—» 


X  ^=  QXR-'-  =^r^  =  ^.^f-^  (36.) , 

En  général  on  obtiendra  la  valeur  de  j',  délivrée  du 
signe  d'intégration  toutes  les  fois  que  Q  sera  ime  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x. 

371.  Dans  les  recherches  citées  n"*  précédent.  La- 
grange  applique  aux  équations  du  premier  degré  et 
d'un  ordre  quelconque  aux  différences ,  la  méthode 
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que  d'Alembert  a  donnée  pour  les  équations  différen-i 
ren^elles  du  premier  degré  et  dont  }*ai  fait  connaître 
l'esprit ,  n*  3oG  ;  mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet  en  1775, 
par  une  méthode  encore  plus  simple  ,  que  je  vais  ex- 
poser. . 

Soit 

yz^+Pxyx-^M^i+  Qayx.^n^* . .  :+  Vsyx=Vx    (-^)< 

une  équation  d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction jr^:  ;  on  prouve,  comme  dans 
le  n°  1284  >  ^^^  ^^^  intégration  se  ramène  à  celle  de 

et  que  l'on  obtient  la  valeur  complète  de  z'x ,  lorsqu'on 
e^  c'bnnaît  un  nombre  n  de  valeurs  particulières. 

La  dernière  de  ces  propositions  est  presqu'évidente 
par  elle-même  ;  car  il  est  clair  que  si 

-»'  ^"  -r** 

**  X  f         **  X  i        **    X  >*  '  ' 

sont  des^  fonctions  ie  x ,  qui  satisfassent  à  l'équa-* 
tion  (-5) ,  l'expression 

z  ==  Czf,  ^  CzT^  -|-  Ç*ar«  +  etc. 

y  satisfera  pareillement ,  sans  détermination  des  oons^ 
tantes  O ,  C ,C,  etc.;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes  suppQsés  absolument  irréductibJea  entr'eux  sera 
n ,  elle  sera  l'intégrale  complète  de  cette  équation  j 
{ttdsqu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires. 

Cela  posé ,  si  l'on  regarde  ces  eonst^es  comme  des 
fonctioas  de  x  ^  et  que  dans  cette  hypothèse  on 
change  Sjr  ^^yxp  ou  que  l'on  fasse 

y^zzzCrz'x  +  C"^%\  +  Csxr^  +  etc.' 


»  »   _      ' 
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on  en  déduira  d'abord 

yxjf.x  =  a xj^\^  «-+-I  +  C^jr-4.1*  «-4-1  +  o  *-j-i5  x-è-i  +  etc, 
résultat  qui  se  transforme  en 

y*-Hi  =  ^xZWi      H-^'^tZ"*^,      -^Cx^x^x      "fetc. 

+a',H.i  A  C,+zV.  A  C",+a V,  A  C^+  etc. 
en  mettant  pour  C x^x  >  ^ar+i ,  etc.  leurs  yaleur» 

C:,  +  A C,  CTx  +  A C,  etc. 
et  se  réduit  à 

lorsqu'on  fait 

zx^x  A  C,+a  V,  A  C^, +z  V.  A  C,  +  etc.  =  ô  (1) , 

de  même  que  3i  les  quantités  C x ,  C* »  Cfx  f  etc. 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x,  on  obtiendra 

=  Cf X  2»  X4-2       +  ^'x       z'^x-f.a  -f"  ^'*'x      ^'^'x^a  +  CtC. 

+  a'x+a  A  Cx+  z"x^  A  C"x  +  ^Va  A  Cx+  etc. 

résultat  que  l'on  réduit  à 

J'x-H»  =  C  x^  x^%  +  C"x^'x^fi  +  C*xZ^x^îi  +  etc. 
par  la  supposition  de 

Z'x-na  A  C^  +S"x+a  A  C'x  +  2i  Va  ^  C*a:+  CtC.  =  0  (fi) . 

Faisant  varier  x  une  troisième  fois,  on  parvient  à 

yx^~C"xz'x^+  Cxz"x^  +  C^xZ^x^  +  etc. 

en 
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en  posant 

et  Ton  continue  ainsi  jusqu^aux  équations 

/x^-.,  A  C:ç+z\^^,  A  Cl+z\^n-.^  A  ^,+etc.=0(/i- 

Maintenant  ;  si  dans  la  valeur  de  yx-^^n—i  on  change  x 
en  x-^  1 ,  on  trouvera 

y^-^-u^^^^  ^  xZ  x-pt       "T"  ^  ar^  x-fji       "F  ^  ar^  x-f-n      "pCtC. 
+  2i'«-Ht  ^  ^'«  +  ^"x^  A  C'a:  +  z'^a:^  A  C%  -f-  etC. 

mettant  dans  Téquation  (A)  Les  valeurs  de 

en  observant  que,  par  l'hypothèse  et  d'après  l'équa-^ 
tiôn  (^), 

Z  X-J-»  "T"  -^xZ  x-H» — i  r  X '^  *•+•" — *  •  .  .  «  "f-  c/x2»  x  ^^^  O 
Z  x-H»  I  •*  x^  ar-f-n — t  "f"  \;f x^  x-j-n— a ....  -f-  C/x^  x  "^^^^  O 
2i  x-Hi~f"  *  «^   x-Hu-i  "T"  x'^    x-f-n— ft»  •  •  •  "T"  ^«^  «  -—^  O  « 

etc. 

il  restera 

a'xH^  AlCx+A4^AC"^+fcV„AC"x+etc -^x  (n)r 

On  conçoit  facilement  qu'avec  le  secours  deà  équa- 
tions (1),  (2),.^.  (/t —  1) ,  (/i  )  ,  on  déterminera  en 
fonctions  de  x,  les  différences  A  C  x ,  A  C^:,  A  Cx ,  etc. 
ce  qui  réduira  la  recherche  des  quantités  C,  C\  C,  etc. 
à  l'intégration  des  fonction»  d'une  seule  variable. 

Cale,  inté^r.  O  o 
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37a.  On  ne  sait  pas  intégrer  en  général  Féqnatioii 


mais  lorsque  ses  coefEciens ,  au  lieu  d'être  des  fonc- 
tions de  X ,  sont  des  constantes ,  ou  que  Ton  a  seule- 
ment 

•n  j  satisfait  en  faisant  Zx'=ni* ,  d'où  il  résulte 

»,^.  =  m*^',         a»+«=m*^, 2*+.  =  /n***  ; 

car  elle  deyient 

m*+Pm*-'+  QmT^+Rmr-^ +L^=o (Z>), 

et  se  vérifie  si  l'on  prend  pour  l'indéterminée  771 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  on  désigne 
par  m',  m" ,  m* ,  etc.  ces  diverses  racines^  on  aura 
(  n*  précéd.  ) 

z,  =  Cm^  +  Cm"'  +  Cni"  + 

Cette  expression  présente  par  rapport  aux  quantités 
771',  771",  771**,  etc.  les  mêmes  circonstances  que  l'inté- 
grale de  réquation  différentielle 

d^a+Z'dxd^-'z  t  Qdjfd'^-^z +Lzdx"=o(285). 

Il  peut  arriver  que  les  racines  de  l'équation  (D)  soient 
toutes  inégales,  ou  qu'il  s'en  trouve  d'égales  entr' elles; 
dans  le  premier  cas  la  valeur  de  z  est  complète  ;  mais 
elle  cesse  de  l'être  dans  le  second.  Il  faut  alors  re- 
courir à  des  artifices  d'analyse ,  semblables  à  ceux 
qui  ont  été  employés  pour  l'équation  différentielle  ; 
Hiais  je  ne  saurais  m'engager  ici  dans  ces  détails,  non 
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pluâ  que  dans  ceux  qui  tegardent  les  racines  imagi- 
naires. 


373.  L'équation  (C) ,  qui  peut  être  considérée  comme 
exprimant  la  nature  â*une  série  doAt  un  t^rme  quel-  . 
conque  représenté  par  z^.^ ,  dépend  des  n  termes  qui 
le  précèdent ,  se  rapporte  aux  séries  récurrentes  (jCompL 
des  Êlem»  d'jélg.)  dont  le  t^rme  général  est  Zx  et  dont 
Téchelle  de  relation  est 

—  P,        —Q, -U: 

Tintégration  de  cette  équation  répond  donc  à  la  re-  ; 
cherche  du  terme  général  de  la  suite  proposée  ;  mais 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formation ,  ses  n  pre- 
miers termes  sont  nécessairement  arbitraires  >  et  si  on  . 
les  suppose  donnés  à  priori  >  en  les  désignant  par 

on  pourra  former  les  équations 
*  • 

z,  i=C  +C'  +  C-  4.  etc. 

zi  s=:  Cm'  4-  C^m"  4-  Cni'  +  etc. 

z^  =  Cm'^  +  Cinr^  +  Cm!^  -^  etc. 

Z3  =Cm'^  +C'm''^  +CTnr^  .+ ctc, 

a^.=  Cm''-'  +  C"/»'"-'  +  C*7n*»-'^+  etc. 

au  moyen  desquelles  on  "aéterthinera  Ifes  constaîntes  . 

C,  C,  C^, dont  le  nombre  est  aussi  égal  à  zr. 

La  résolution  de. ces  équations,  qui  ne  soût  d'âiHetïrs 
que  du  premier  degré  ,  peut  être  simplifiée  par  dés  ' 
artifices  dont  l'exposition  ne  saurait  entrét*  dans. un' 
Traité  élémentaire  :  on  les  trouye  dans  le  Traité  com- 

Ooa 
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plet,déjà  cité  plusieurs  fois;  je  me  bornerai  à  faire 
observer  ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des 
lois  des  phénomènes  d'après  les, observations!. 

'De  la  nature  des  arbitraires  introduites 
par  ï intégration  aux  différences  ,  et 
'de  la  construction  de  ces  quantités, 

374.  Les  quantités  arbitraires  introduites  par  l'in- 
tégration des  équations  aux  différences  à  deux  varia- 
bles, ne  sont  pas  nécessairement  constantes  comme 
celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles ;  mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  gé- 
néralité dont  ils  sont  susceptibles ,  on  doit  regarder  ces 
arbitraires  comme  variables.  £b  effet,  l'équation  ù^y = o 
n'exprime  pas  absolument  que  la  fonction  j'  soit  cons- 
tante ;  mais  seulement  qu'elle  ne  change  point  de  va-* 
leur  lorsque  x  devient  x  -(-  ^  ^* 

Si,  par  exemple,  A  x  est  égala  \ ,  on  pourra  prendre 
pour  j^  toutes  les  fonctions  de'  x ,  qui  conservent  la  même 
valeur  quand  on  y  met  a;-J-i  ,  au  lieu  de  x.  Or  il  est 
facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires ,  il  sea 
trouve  un  nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  : 
telles  sont  les  fonctions  de  sin  a^x ,  lorsque  w  désigne 
la  demi-circonférence  ;  car  sin qt  (x  -f-  1  )  =  sin  stj:. 
D'un  autre  côté  ,  puisque  sin  2  =  sin  (  cr  —  z  )  ,  si  oa 
prenait  j^  =  sin  2crx ,  on  aurait  encore  Ay  =  o ,  lorsque 
X  se  change  en  }  —  x  ,  mais  cela  n'arrive  pas  qu  and 
y  =  cos  H'TTX.  Si  donc  on  veut  former  une  fonction  qui 
ne  donne  Ay  =  o  que  quand  x  devient  x  -|-  1 ,  il  faut 
la  composer  de  manière  que  sa  valeur  dépende  du  signe 
du  cosinus ,  aussi  bien  que  de  celui  du  sinus  ;  c'est  là 
ce  qu  QU  entend  par 

j(r=ç(sinaîrx,  cosaTap) 
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pour  l'intégrale  de  A^  =  o ,  au  lieu  de  j'  =  const,  en 
considérant  d'ailleurs  la  fonction  f  comme  entièrement 
arbitraire. 

Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l'inté- 
pale  de  l'équation  Ay  =  0,  prise  dans  l'hypothèse  de 
A  a;  =  1  ,  compléterait  aussi  celle  de  toute  autre  équa- 
tion  au^c^difFérences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
même  hypothèse  ;  il  faut  donc  dans  l'intégrale  de  l'équa- 
tion générale  du  premier  ordre ,  donnée  n°  370,  substi- 
tuer au  lieu  de  C,  la  quantité  ç  (  sinaTx,  cos  2^0:)^ 

Quand/Ar  =  « ,  on  ecnt  çism  — r—  >  cos  - >-  >, 

375.  La  détermination  des  fonctions  aihitraires  qui 
complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences  |. 
ne  peut  s'opérer  en  assujétissant  ces  intégrales  à  satis* 
faire  à  un  nombre  limité  de  valeurs  données  ,  car  il 
est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  im- 
plicitement un  nombre  inlîni  de  valeurs  arbitraires.  Soit 
pour  exemple  l'équation 

yx^=Xç(^sinQ7rx,  cosaTx), 
de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeur» 

yo  =  a,     yrt=a\    y^-z^na" ^  etc. 
Si  ces  valeurs  répondent  à 


o 


> 


a:=  t ,         a:  =  3,  etc. 


on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu'à  la  premier^  de» 
conditions  imposées;  car  dès  qu'on  aura  assigné  pour 
^(sinsTx,  cos  2  crx),  une  première  valeur  détermi- 
née ,  de  laquelle  il  résulte  jo  ^=  a ,  cette  valeur  devant 
se  retrouver  la  même  pour  les  indices  a:=  1 ,  x  =  2^  etCr 

Oo  3 
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'  il  s'ensuit  que  les  valeurs  dey^ ,  relatiyes  à  ces  indices^ 
:  sont  aussi  déterminées  :  il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a,  a",  etc.  correspondent  à  des  indices  inter* 
.  médiaires. 

Si,  au  lieu  d'assigner  un  nombre  limité  de  yaleurs 
isolées^  indépendantes  les  unes  des  autres^  on  suppose 
que  dans  l'intervalle  compris  entre  x=o.y«t  a;=  i , 
l'expression  y^^  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu'une 
équation  donnée  ^;e  =  f  (x*)  ,  la  question  sera  déter- 
minée. En  effet,  s'il  s'agissait  de  trouver  la  valeur  de^ 
qui  correspond  à  un  indice  égal  à  im  nombre  entier 
quelconque  m ,  plus  une  fraction  n ,  soit  commensu- 
!  rable  ,  soit  incommensurable,  on  calculerait  la  valeur 
.  àt  yn  ,  d'après  l'équation  j^x  =  f  (a:)  :  comparant  le 
•  résultat  avec  celui  que  donne  alors  l'équation 

yu  =  X„^  (  sin  2Tn ,  cos  hth  ) , 

on  aurait,  pour  ce  cas ,  la  valeur  de 

^(  sin  2^71,    C0S2CT7l)  , 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de 

(p  (  sin  27r  (  771  -f-  71  ) ,  cos  2cr  (  771  -f-  72  ))  ; 
et  l'équation 

y^  :=  X<Ç  (  sin  ^TX  y    cos  tlTX  )  , 

devenant  par  là 

y^^  =  X,„^„(p  (  sin  2^n ,  cos  acTTi  ), 

serait  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujétie  l'équa- 
tion j^x  =  f  (x) ,  c'est  qu'on  en  tire  pour  yo  et  pour^^ 


DE     CALCUL     INTÉGRAL.  583 

les  mêmes  valeurs  que  de  Téquation 

37S.  Les  remarques  précédentes  s'offrent  d'elle»- 
mêmes  ,  par  les  considérations  géométriques.  Si  l'on 
construit  sur  ]a  droite  u4R,  fig.  5G,  menée  à  une  dis-"<^-  ^' 
tance  quelconque  de  l'axe  des  abscisses  OX ,  parallèle- 
ment à  cet  axe,  et  divisée  enparties^^',^^'-^'',  A"  JT  y^\.C. 
égales  à  A  X ,  des  courbes  telles  que 

ABA'ffA"B"Â'S,  ACACA'CÂ'T,  ADA'UA^jyA'll^^Xs:: 

passant  par  les  points  -^,  A\  A"^A''y  etc.  et  composées, 
«ntre  ces  points  de  parties  égales  et  semblables ,  ces 
courbes  satisferont  à  l'équation  Aj^  =  o.  Cela  est 
d'abord  évident  pour  les  points  A  y  A! ^  A" y  Jfy  etc.  et 
l'on  voit  ensuite  que ,  prenant  AP=^x ,  AP'^zx  -f-  A  x, 
*  les  arcs 

AL  et  A'L\  AM  et  A'M\  AN  et  A'N\  etc. 

étant  égaux  et  semblables ,  les  ordonnées 

LP  et  L'P\  MP  et  M'P\  NP  et  N'P",  etc. 

seront  aussi  respectivement  égales  ;  et  l'on  aura  par- 
conséquent  pour  chaque  courbe  Ay  t=:  o. 

La  condition  A^  =  o ,  n'entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats ,  les  courbes  AS,  AT,  AU,  etc. 
ne  seront  point  assujéties  à  cette  Ipi.  Le  polygone 

EFE' F' E' F" E' V,  composé  de  parties  semblables 

EFE' ,  E!F*E",  etc.  donne  également  ù^y  =  o,  aux 
intervalles  marqués  par  A^  ;  il  en  serait  de  même  d'une 
suite  d'arcs  égaux  et  semblables  d'une  courbe  quel- 
.  conque,  assemblés  d'une  manière  discontinue^  comme  le 
sont  les  arcs  GH,  GW,  G" H" ^  etc. 

Oo  4 
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Il  est  visible  que  1  équation  j^=^f  sm ,  cos 1 

donne  lieu  à  des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions 
ci-dessus* 

377.  La  construction  des  équations  aux  différence! 
s'accorde  parfaitement  aA^ec  ce  qui  a  été  dit  (375) 
sur  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires. 
Soit  Ayz=F  (^JC  ,y) ,  une  équation  de  ce  genre  et  du 
premier  ordre  -,  ayant  choisi  arbitrairement ,  ou  déter- 
miné,' suivant  les  conditions  de  la  question ,  le  premier 
»iG.  57.  point  B  ,fig,  57 ,  de  la  courbé  cherchée ,  comme  l'équa- 
tion proposée  n'apprend  rien  sur  tous  les  points  corres- 
pondans  à  la  portion  d'abscisses  j4j4^  =  Ax,  et  qu'elle 
donne  seulement  l'ordonnée  A' B''=iy^^  on  pourra  faire 
passer  par  les  points  B  eX.  ff  y  une  portion  d'une  courbe 
quelconque.  Cela  fait ,  pour  obtenir  la  portion  corres- 
pondante à  l'abscisse  A'  A" ,  on  prendra  en  arrière  d'un 
point  quelconque  P  de  cette  abscisse,  une  distance 
PP'=zAA'=iâiXy  et  élevant  l'ordonnée  PM  ^  on  mènera 
MD'  parallèle  à  PP' \  tirant  ensuite  de  l'équation. . . 
Ay  zzizY  {x  ,y)  ,  la  valeur  de  Ay  pour  l'abscifese  JP  , 
cette  valeur  donnera  la  droite  D'M\  qui,  jointe  à 
P'D' r=:.PM ,  fera  connaître  le  point  M' .  On  trouvera 
de  même  tous  les  points  de  l'arc  B' B"  \  cet  arc  employé 
à  son  tour  comme  l'arc  BB\  donnera  ceux  du  troisième 
arc  B"B^  ^  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  l'on  pourrait ,  par  le  même  pro- 
•  cédé ,  continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  A  ,  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à  l'équation  pro- 
posée, puisque  les  différences  Ay==.jyM'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  :  je  laisse  au  lec- 
teur à  faire  l'application  de  ce  procédé  aux  équations 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 
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On  n'a  considéré  ici  que  les  éqnations  aux  diffé- 
rences relatives  à  Thypo thèse  de  A  x=  consL ,  les  autres 
'  se  ramènent  à  celles-ci  par  un  procédé  fort  simple  dû  à 
Laplace ,  et  inséré  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel 
et  du  Calcul  intégral. 

'Application    du  Calcul  intégral  à  la 
Théorie  des  suites. 

378. .  L'intégration  des  différentielles  à  une  seule 
variable  ayant  conduit  a  des  séries  ^  on  en  a  conclu 
qu'on  pouvait  représenter  une  «érie  par  une  intégrale  ; 
et  comme  oh  a  des  méthodes  pour  calculer ,  au  moins 
.  par  approximation ,  la  valeur  d'une  intégrale  entre  des 
limites  données  (ai3)  on  a  cherché  à  remonter  d'une 
série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
C'est  par  ces  considérations  qu'Euler  a  créé,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherche  de  kur  terme 
général ,  des  méthodes  très-ingénieuses  dont  voici  quel- 
ques exemples  : 

Soit  d'abord 
«6+^       ,   ^^  +  ^^  ,  ngfc  +  g    „ 

la  ^érié  proposée  ;  on  multipUera  par  po^  les  deux 
membres  de  l'équation 

s  i—         ,     ?   ^  "t"  ,      I  JC^ ....  ■+-  .      r  OC    , 

a-j-6       '   2a-t-^  ^na+b      ' 

et  passant  ensuite  aux  différentielles  ,  on  aura 

pdisxr)z^EiJdil}Al±il£^ 

a  -f-^ 


,p(n  +  r)  (net  +  0)  x""-^'"' dx 

na  -f-  6 
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Le  facteur  na-^b  disparaîtrait  du  dénominateur  du 
terme  général ,  et  parconséquent  de  tous  les  autres ,  si 
Ton  avait  p(/i+r)  =na-|-ii  on  fera  donc  np=na,rp=b, 

d'où  P=ût,     •r=-. 


a 


ee  qui  donnera  cett«  équation 


»'. 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateur. De  nouvelles  opérations  ,  semblables  à  la 
précédente  ,  feraient  disparaître  les  facteurs  qui  reste- 
raient ,  si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d*un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  pafàx  ,  et  pre- 
nant ensuite  llntégrale  de   chaque  terme  ^  il  viendra 

le  facteur  nct-f-  ^  du  numérateur  disparaîtra  si  Von  fait 

npuA  zz=  na  ,     P>pa  =  i  -J-  ra , 
d'où  il  suit 

^  ~^«t*  et        fl' 

n    h       h       [i  a  0  ^ 

-/x*      «d(5X^)=a:*       +0:*        +x* 

=  0;*       {i+x  +  x» +  ^""*}, 
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et  parconséqaent 

fi     h         h         fi 

On  tire  de  là 

^ ï • 

379.  Dans  la  série  que  j'ai  considérée  ci  -  dessus  ; 
le  nombre  des  facteurs ,  soit  du  numérateur ,  soit  du 
dénominateur^  étaitlemême  pour  chaque  terme;  mais 
il  est  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sous  le  nom 
d*hypergéométriques ,  dans  laquelle  ce  nombre  aug- 
mente d'un  terme  à  Tautre  :  la  série 

a-J-6  (a-J-&)  (aa  +  ô) 

(^+/g) jnct+fi  ) 

^(a  +  fr). ..(/la  +  A) 

est  de  cette  classe.  On  ya  voir  que  leur  sommation  se 
ramène  à  Imtégration  d'une  équation; différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  ci- 
dessus  parpx^^  et  prenant  leurs  différentielles,  on  ob- 
tiendra 

pd(5a:0__/>(i-fr)(g  +  /g)^, 

dx  (a-f-A)  '''■'"■' 
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On  fera  disparaître  le  facteur  na  -|-  &  du  dénomi- 
nateur y  en  posant 

d'où 

jip  '^na  f      rp^==.b  y 

b 

p=a,     r=-, 
or         \     >     '  (a_j_6) 


En  multipliant  ce  résultat  par  paf ,  et  prenant  l'inté- 
grale de  chacun  des  membres  ^  on  trouvera  réc[ua- 
tion 

'•^       ^  a  +  b  +  ra 

,  paÇ^  +  jg) (/i^  +  g)  /'^l"^''' 

et  le  facteur  /zat  +  jS   disparaîtra  du  numérateur  ,  si 

npact  -j-  poiS  =:  na  -f-  i  -f-  m , 

»u  SI  p  z=z- ,      r  = . 

'^       et  a      a 

Mettant  ensuite  à  part ,  dans  le  second  membre  ,  le 

fi 
facteur  commun  x'*'       ,  il  viendra 
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y8   j       ft       n 


(*+/3)x 


La  série .  comprise  entre  les  accolades  du  second 
membre  de  ce  résultat ,  n'est  autre  chose  que  la  pro- 
posée dont  on  a  ôté  le  dernier  terme ,  et  à  laquelle  on 
a  ajouté  l'unité  ;  on  conclura  donc  de  ce  qui  précède  ^ 


fi     b  b  a. 


0^ 


En  differentîant  deux  fois  de  suite  cette  équation ,  on 
la  délivrera  de  l'intégration  et  de  la  diiFérentiation  qui 
y  sont  indiquées  ,  et  l'on  obtiendra  l'équation  d'où 
dépend  la  sonmie  cherchée. 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur  d'au- 
tres cas  plus  compliqués  y  de  la  classe  des  séries  dont 
il  fait  partie ,  en  observant  que  chaque  intégration  offre 
le  moyen  de  faire  disparaître  un  facteur  du  numéra- 
teur ,  et  chaque  diif érentiation  un  facteur  du  dénomi- 
nateur. 

38o.  Si  on  faisait  abstraction  du  dernier  terme ,  on 
aurait ,  au  lieu  de  la  somme  particulière  ,  la  limite  de 
la  série  considérée  à  l'inSni;  ou  la  fonction  généra-- 
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trice  de  cette  série ,  car  il  est  visible  que  les  procédés 
ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter 
mine  les  séries  qui  satisfont  à  des  équations  différen- 
tielles données. 

S*il  s'agissait ,  par  exemple ,  de  trouver  la  Umite 
de  la  série 

#=  ix^i.2jî^-f.  1. a. Sx' ^  etc. 

on  pourrait  appliquer  à  cette  recherche  la  première 
transformation  du  n^  précédent^  en  faisant 

«t==i,  /3  =  oya  =  o,  6=1; 

mais  on  j  parviendra  directement  en  multipliant  par  x 
les  deux  membres  de  l'équation  posée  plus  haut,  et 
en  les  différentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

5X=ia:*  —  i.ax^+  i.a.Sx*  — etc. 

■   ,    ^  =  i.2x — i.2.3x*+  1.2.3.4^  —  etc. 
dx 

et  multipliant  la  dernière  équation  par  x ,  il  viendra 
Téquation 

X  — T — ^=  1 .2x* —  1 .2.3x^  +  1  .a.3.4x*  —  etc. 

dx 

dont  le  second  membre  est  évidemment  égal  à  x  —  s; 
ainsi  on  aura 

xd  (sx) 

X  —  s  =  — j ' 

dx 


OU 

X 


DE      CALCUL      INTÉGRAL.  Sqi 

L*intégrale  de  cette  dernière  équation  est 

e*     -- 
sz=:—fe  'dx(a57). 

Pour  que  Texpressiov  ci-dessus  réponde  à  la  séri^ 
proposée,  il  faut  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque 
j[;  =  o  ;  et  si  on  la  prend  jusqu'à  a:  ^  i ,  on  aura  la 
quantités  correspondante  à  la  série  divergente 

1  — i.îj4"^-^-3 —  i.a.3.4+  etc. 

38 1.  C'est  de  cette  manière  que  les  intégrales  dé- 
finies servent  à  évaluer  des  quantités  qu'on  obtiendrait 
difficilement  par  d'autres  moyens  ;  elles  prennent  sou- 
vent des  valeurs  remarquables. 

On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

/'  jj'^'^'djc? 
•j  rapportés  dans  le  n**  lyS,  que 
y  i  — ar* 

ces  expressions  se  réduisent  à  un  seul  terme  lorsqu'on 

les  prend  entre  les  limites  x  =90  et  x  =  1  :  Tare  A 

devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence  ^  on  a  ce« 

deux  suites 

/'     dx T  /•  xdx      

\/T—x^~  û  '  J  \/i  —  ^~    ' 

/'   oc^àx     i.T  p   o[?Ax     _^a  . 

/'  x^àx     _  i.5t  r   x^Ax  a. 4 

/'  j:^dx     _  i.5.5t  r  x'^Ax     _a.4.6 

V/r^;ï^""û-4-^-a'     y  j/i"Zr^'~3.5.7' 

r  ^^^-^^^  1.3.5.7^      /^  x9dx     _fl.4.6.8 
J  |/7Zr^      a.4-fi-8.a  V  y/7iri?^5.5.7.â' 
etc. 
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et  d'après  ce  tableau  ^  on  a  en  général 

/'  x^^àx     i  .5.5 (ar— i)  t 
y^'i  — x»      a.4.t) ara' 


/^ 


x*'-+"«dx 


^___  a . 4 •  o . . .  .y. a r 


^1 x*      3.5.7 ..Çar-f-i) 

d*oii  il  suit 

En  divisant ,  au  contraire ,  la  seconde  formule  par 
la  première,  on  trouve 


f: 


x^'-^'dx 


V/i — x^      a  a. a. 4-4 ...ar.ar 


/ac^'àx         T  i.3.3.5.5....(ar — i)(2r — i)(ar-f-i)' 
V/1— X* 

Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre  lors- 
qu'on pousse  le  nombre  de  facteurs  du  second  jusqu'à 
Tinfîni  ,  ou  lorsqu'on  fait  /*  infini ,  je  prends  x^^  ^=  z  ; 
les  limites  dé  z  sont  les  mêmes  que  celles  de  x  ;  mais 
on  a 

a:  =  2,^''>     dx:= — 2,^'-     ds 

a 

I 
r   oc^^dx     1     /^    -'"dz 
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1 

Le  rapport  des  différentielles  étant  a*^  approche  d'au- 
tant plus  de  a®  ou  de  i ,  que  le  nombre  r  augmente  ; 
et  en  passant  à  la  limite ,  on  peut  regarder  ce  rapport 
conune  égal  à  i  ;  il  en  sera  alors  de  même  de  celui  des 
intégrales ,  puisqu'elles  commencent  et  finissent  en 
même  temps  :  on  concluria  donc  de  là 

a    2.2.4«4*6*6-8-8.io. lo.etc. 
?r' 1.3.3.5.5.7.7.9.  g. 11. etc.* 

et  parconséquent 

T      2.2.4-4-6.6.8.8.io.io.iQ.etc.' 
a       1.3.4.5.5.7.7.9.  9.ii.n.etc. 

382.  Cette  expression  de  la  circonférence  du  cercle 
est  due  à  Wallis  ;  elle  entre  dans  une  formule  donnée 
par  Stirling  ^  pour  calculer  la  somme  d'une  suite  de 
logarithmes  appartenans  à  des  nombres  en  progression 
par  différences  ^  et  à  laquelle  on  peut  parvenir  comme 
il  suit  : 

Par  le  n*»  367,  on  a  51x  =  2îx  +  \x  ;  mettant  dani 
cette  équation  pour  Six  ce  que  devient  l'expression 
de  "^u  du  n®  363,  lorsqu'on  fait  1/==  Ijc  eth=^  1 ,  et  en 
observant  que  fdxlx  =  x\x  —  x  (  1 32  ) ,  on  obtiendra 

Six  =  xlx  —  jc-j-  (1  +  A)lx- 

.  ^       C  ,  qD        ^       ■ 
-i — -tH -< 6tc*  +  consL 


puis  caictilant  le  développement  de  la  fonction  -^ — ^  ^ 
suivant  les  puissances  de  A ,  on  trouvera 


e^ — 1 


2  12  '  720' 

Celle,  intégr,  P  p 


.     ,Ss4  TKAtTé  ,£LiM[E)ff'rA|Rl 

'  On  nesanrait  déterminer  la  constante  enfidsantiâ::!^ 

parceqne  la  stiite  des  coeffirîens  .ûtf ,  B^  etc.  finit  pftf 
être  divergente  :  on  a  recours  à  l'expression  de  ?r  da 
n®  précédent.  En  passant  aux  logarithmes ,  et  8*arrêtant . 
mn  nombre  pairor  dans  le  nnmérateiir^  on  obtient 

l-_l  — /  ab+al4+fll6+al8+alio,..'4-fll(3ap--a)4.l3a: 

et  m  prenant  les  .limites,  dans.^la  suppoâtion  de  x 
infini ,  on  trouvera ,  par  le  moyen  de  l'ezpre^on  pré- 
cédente de  Six  j 

li+la+15+U-  •  •  -+1*  —«>«**.+(. x+1)  la?— a? 

li-f-b+13414 +lajR=cojM^+(aa:4-i)lfla?— flx 

iM+hf^lS..  ;+laj::i:5ix+alfl=coiwt4<x+ab:+db-»-:r. 

■  ■  ■  ■  I  I  ■ 

_  ■     "s 

Hetrancbant  la  troisième  sérier  de  la  seconde .  il  vient 

Ii+]3+15+l7. . .  .+lCa»-ii)i=i:dLr+(a?+  })Iii— or, 

d'où  Ton  conclut 

ala+aI4+aI6. .  .  +  al(2a: — 2)  +  lflx  V 

—ah  -^al3— al5. . .— al(ax— 3)  — al(3a?— i)J 

_  fad'p7i^^  +  a<x-if-^)lj:+axla— ax— kx 
'  4"        l     — axlx— a(x  +  i)l2  +  ax; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
égal  à  1t— •  la,  on  obtient ,  après  la  réduction  du  se- 
cond , . 

1t —.  la  =  a  con^^  —  ala , 
doù      «o/w^:t=:i(l^+la)=ila^=l^/aT; 
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résultat  bien  remarquable^  et.d*après  lequel  on  a 


1  1 


Ou  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quel- 
conque de  logarithmes,  en  multipliant  par  le  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  logarithmes. 

383.  Euler ,  en  s'occupant  de  la  formule  ci-dessus,  s'en 
est  servi  pour  trouver  la  somme  des  logarithmes  des 
1000  premiers   nombres  des  Tables^   c'est-à-dire  I4 . 
yaleur  dé 

Il  4-  lal-f-U. . . .  +I1000. 

La  caractéristique  1  désignant  ici  des  logarithmes 
ordinaires,  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté 
par  M',  et  comme  a:  =  iooo,  il  viendra 

xlx        =        3ooO|poooooooooooo 
-j-  ^Ix        =  i^Soooooooooooo 

+  ^l2T         =  01^3990899341790 

—  Mx      =  —    434p29448 190325 18 
-) =  +        c^oooo3Si9i2oG8 


M 
36oar* 


=  —        0^000000000001  a , 


résultat 2567,6046442221328  ; 

* 

mais ,  suivant  la  notation  du  n®  370 , 


ut 


li+la+13 -|-liooo=li  .2.3. .. .  iooo=:lCiooo]  : 

Ppa* 


5gS  TRAITE     ÉLEMEffTÀ-IRfi 

on  aura  donc 


1000 


1  [looo]  =  25S7,6o4G4422ai3a8. 

On  apprend  par  là  que  le' nombre  []iooo],  dont  le 
calcul  est  presque  impraticable ,  doit  avoir  a5G8 
chiffres,  et  que  les  sept  premiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  402387a  ,  ensorte  qu'il  est  compris  entre  let 
nombres  qui  résultent  de  /^oqSS'JQ  et  de  4'^q3Sj3, 
suivis  chacun  de  256 1  zéros.  Cette  connaissance  suffit 
dans  beaucoup  de  recherches  où  Ton  ne  demande 
que  les  rapports  des  produits  des  grands  nombres  ;  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 
vient précieuse  par  Timpôssibilité  où  Ton  est  d'effec- 
tuer les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente  alors  un 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  diilieulté  d'ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a  beaucoup  étendu  cette  recherche,  dont 
les  applications  sont  très-fréquentes  dans  le  cdcul  des 
probabilités. 

384.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le 
moyen  de  représenter  des  portions  de  la  série 

au  h    .   d*a    h*      . 

"  +  j r  x"^ r  etc. 

dx'  1        Qx^  1.2 

en  partant  d'un  terme  quelconque.  Voici  comment 
d'Alembert  y  pat  vient,  et  démontre  en  même  temps  le 
théorème  de  l'aylor  (  Recherches  sur  difftrens  points 
importans  du  àysttme  du  monde,  tome  1,  pae;e  5o): 
Soit  u  ce  que  devient  la  fonction  w,  lorsqu'on  y 
change  a:  en  x-j-h  ;  en  posant 
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u'  =  U-\'P  , 

et  différentiant  par  rapport  à  A,  qain«atrep«i<kMU, 
il  vient  » 

dÂ=d?ï'     ^«"    ^=y  dÂ^*'- 
Soit     , 

«n  dilTéreatiant  de  AotiVeau  par  rapport  à  A  ,  on  a 

dV      dÇ        ,.  ,  -r»       /M*"'  Ji 
.    -3^.=-^,     dm    Ç=y^dA, 

du'        du    ,    rà'u' „        /du'ji.      du  A   ,    CC^*^  A%'. 


,        ,  duA  ,  rrà^u'  „^ 


Faisant  encore 

■f!i'— ^j.» 

«A  ÏTOute 


=ir'  d'où  R^f%àh, 


^      àR 

dA3 

d'u'  __  d"u        rd^u'   , 
dA»  —  d^  +y  ÎP  '^^ 

du  A  ■;  d'u"  A*   .   •/»/'/*av 


,  duA    ,d'u   A*    ,    y/TaV,,, 


En  continuant  ainsi^  on  aiTiyeïait  i 
'  dri  ^Qjfi.a 


^     "*"d?7i.a..:o*-oTy    ^^' 

les  intégrales  étant  ppiKs  de    manière  à  s*évanomr 
lorsque  A  =  o. 

d*i/ 
385.  Soit^  pour  abréger,  -:Ti:r=^>  ^'^  ^^^  i^^^ji 


fHàh*=i 
4-^"-^\^"7°^*'^/iPMA~  etc.}; 


et  il  est  £acilede  teir qu*on^nrn  sqbstitaer  &  laséiw 

ci-dessus^  rexpression 


1.2. . .  (n — i) 


fHÇt^h)^'dh, 


prise  depuis  A  =  o  ,  pourvu  qu'on  change  après  Tînté- 
gration  t  en  h\  car  si  on  développe  cette  expression, 
f  qu'on  pa^se  hors  du  signe  /  les  puissances  de  t  qui 
multiplient  les  difFérens  termes ,  et  qu'on  fasse  ensuite 
t:=:h ,  on  retombera  sur  la  série  ci-dessus. 

n  suit  de  là  que  . 
,  ,  di^A  .  d*tt   A* 


àx  1       dj:*  i .  a 
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pourvu  qu'on  prenne  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  lorsque  A  =  o  ^  et  qu'on  change  ensuite 
t  en  h. 

On  peut ,  dans  cette  formule  ,    changer  -jy^     en 

T-^  (ai)  ;  et  si  on  fait,  sous  le  signe  intégral,  f— A=zl , 
ou  Â  =  t(i — z),  on  aura 


Les  limites  de  l'intégrale  seront  alors  z=i,  z-=o; 
on  la  rendra  positive,  en  renversant  Tordre  de  ce» 
limites ,  c'est-à-dire  ,  en  la  prenant  depuis  zzrzo 
jusqu'à  z  =  1  :  enfin  sortant  f"  du  signe  /,  et  écri- 
yant  h  au  lieu  de  ( ,  le  dernier  terme  de  la  formule 
ci-dessus  deviendra 

7 ^  /  T-a  ^i^-'dz. 

^  1.2. . .  (n — i)J  dx" 

C'est  Lagrange  qui  a  donné  ce  dernier  théorème ,  maîa 
d'une  autre  manière ,  dans  la  Théorie  des  Fonctions 
analytiques  y  n**'  /^j  et  suivans. 

Il  s'en  sert  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  rendre 
la  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor  , 
à  partir  d'un  terme  donné,  plus  petite  que  Je  précé- 
dent. Si  M  et  771  désignent  la  plus  grande  et  la  plu»  . 

d"a' 
petite  des  valeurs  que  prend    ,   ^  dans  l'intervalle  de  x 

à  X'i'h,  on  s'assurera  facilement  que 

/d"a' 
-g— -s'»->d;5</M&»-»dz  et  ^  fmz'^'^àz, , 


r  ■-.. 


fi  le  coefficient  dijf étentiel  -jn^  n»  dwigie  poin^.  dt 

ngae  ou  ne  devient  point  infiai  dans  cet-intenraUe  (ftli^f. 
Ehftns  les  limites   données  ^  ces  deux  dernières  inté- 


itf      'III 
(râles  sont  -^  et  •—  ;  et  ed  prenant  h  d'une  petitesse 


'conVenaElê,  on  rendra  k  qoantité 


fr 


MfjKosti  pe- 


tite qa*oii  Toudra»  Tis-i-tis  de  -r-^^ — ^        y 


t     ■ 


*  !  • 


F I  it^.  * 


V 


If 


ilp 


m 


y 


Calcul  4&j/^irenàêl^.  JPl,  l^" 


^      \ 


/ 


N 

N 


î 

\ 

"1 


i 


1 


. 


l. 


s 


Gtlail  t^nnàtiM.  E. 


A 


.k 


:  1 


l,J....J-«J| 


20 


-kT 


IN 


0 


Il  '1 


ï;;;  ■ 


^i^v//.^^.^^;/^/.   M- 


3i . 


*r-t, 


l 


w 


t  ■ 


Î7. 


ût/c(dZz^r/^?y,  J^l'  2^ 


^   /Z 


..î 


t.  I 


y 


^ 


i 
î 

I  ■ 
I . 


:i 


« 

%  ■ 


f'-- 


K- 


1 


I.   /' 


Où 


c^zj^u^ruiy'i.  II. 


-  ■  r  : 


i  I 


i    ! 


.1  ^       T     T^     P 


B 


-A      :?  "p^ 


•  » 


•■■;•■» 

■    • . 


£o% 


ERRATA. 

Piige  4  >  ligne  "6 ,  w^u'  y  lisez  u'-^u, 

'  :•         ■  dif      ,.        du 

^    «^     i3,     —    10,  — ,   lisez  — . 

*--'H'r  .19,     —     4»  5(c*— x•)^  lisez  ^(c^--x»fK 
;  j-^H>>   i^iJ.   ^^   t4»  aussi,  /»ez,   ainsi. 

■-     ^3,     -   i4,  û^i-^^,    /we*  JQ^^y^ 

—  37 ,     —  ^  8,  (  a  —  3  )'  ,  /wca  (  tf  —  I  )'. 
:' -   *—     ibid»  —   lo,  -4-  etc.,  /ûçz  —  etc. 

••    >^-|  3î^,     —   10,  au  dénom,  3.3*,  lisez  5.3*. 
^.37,     — *     t,  sans  cela  à,  lisez  sans  cela. 

—  38,     —    la,  d.cos,  lisez  d.cos^. 

f'.  r—     4'»     "•     6,  aiiKi  -h  u»,  lisez  auV^i — «*. 
.    —     45»     •"     ^7*™ — /   a  \a>  l^^^~^ 


7.(a39)«'""'-       .7-(a39)' 

;•!    ,_.     i^(^.  ^^  ^y  mettez  laparenthèse  après  le  premier  signe  "-^ 

;'  '—     65,  —  18,  ont,  lisez   a»  -      .      .     -. 

*'  •  o 

—  î'^i,'  •—  25,  ■",  /wc«  —  '      • 

•    •.      '  o  o  -•     .      . 

:.'     *—     73,  —  8,   (a4»  a5),  /mc«  (37)^ 

-     •^     77  >  *^  I ,  «M  dénominateur,  f ,  ZwcA  }* 

—  79*  —  9>   (^4)»  ^w««  (27;. 

—  85,  —  i3,  PM%  Visez  P'M^, 


—  86,  —    II,  i»fÇ,  /wc«  i»/'Ç. 

*—  88,  --^      4»  asbcisses,  lisez   abscisses. 

—  loi ,  —  35,  /  =/'  H- . . . ,  lisez  y=X  4- . .  • 
^—  ^5 ,  • —  '     4  '  ^^  >  lise»  deux. 

.'  ~^  £^ùf.  —  dernière  f  nomher  f  lisez  nombre. 

••    '—  107,  —    30,  effacez  3o.  . 

y-rf,  -  .4,^,wg• 
.,'  *—  194»     ***     7»  <le  tons  les  cevàks ,  lisez  de  tons  Ie«  centres  d«a 
.  ■••         '.....  cercles. 

^.  •  —    ibid.^  —  39,  fày^  lisez   yàyi 

Calcul  différenu  ^p* 


•*■■;  ■  -  •  ' 

le,     •"  ' 

•     ''  •*;  •. 


t 


•os 

—  196,  —  »,  GitÉt,  Um  VâÊin  Usé:  9éf, 

Dit.  ,-     .  ,    _ 

•—  139,    —    3,  mu  mmiéfmima'9,eàmwgt9  twpoêmmt  3  ai  f 

—  i39,  \-^  i9,«eoaqfti9i^>|I^M£odGaial.: 

—  148,    w.  iS/s;  |bfte-llA     .'  \      .  :•    -7     . 
— .  iS»,     —    7,9dWkSiw«t«M«-  r-     ._       . 

—  160,    -  i3,  ^,««1^.  V.:  V         - 


f 


—  170,  —    I,  port,  lu«i  nqmn« 

-  ,,8,  -  »,*Pb^  ***â53E-fe' 

-    I85,  -.     i,    .^,tù»    ^  .„..,.     _      .;•        y 

—  186,  -    i5,  ^,  l«e»gp.. 

^-  ao6,  —      a|-  »7*  ctu^  /ûeis  v'^  àt^        '  , 

—  ao7,  —      7,  t*  — ^*'), /w««  («V— ^')"«    ^  ^ 

— «    aoè,  —      >],  ajoutez  dps  points  k  là  MUiiè  iié^nùmiiHUeur* 

—  aog,  —    16,  ]y,]Y\lt^,  tiséz  itdx  ,•  Î^T'^à:,  Wdk.       '    - 

—  ai5,  —     4>  '»  '"^*  ^r  '-, 

--    îAm/.  —    10,  peut,  lUez   ^uipeiit.  \  '       '     ': 

—  ibid,  —   i5,  efacezL^.  ''     ' 

^    aig,  —  19,  x-+-«, /«*«»  *t+-û==ô.       '      *     "     ^  •  ^ 

—  aaS,  —    5,    — g«— -*-/--^  /«ez  y^f   ^^—4,.., 

—  aa8,  — ï5,  ûttdc/i.  jr-»«i  ,y7t^«i»  »r<f- ir  ,.  '    -- 
—.,  aa9a  —  i5,  x=?i, /«c*  ar£=o.  . 

•—    aSo,  —    a,M=b,/Mei  û''==o.  '      ^ 

,^    a33,  —  ao,  au  deh.  Je  âx^(z»  -f- 1  ),  /wcz  (««-4-  !)•• 


*:■.*•         '• 


6oi 

Page.a4a,  ligne  8,  après  \f    *r^9  écrwez^sin, 

—  a4^,    —    7,  a;>r^s  — i ,  mettez  : , 

—  a44>    *~*  ^^>  ^^  ''^'  ^»  ^'^^^  '*' 

....  -      ..  {am-4-i)9r     ,.  (am-4-i)«* 

-•—    i6k/.    *^  dernière ,  —       ■      ■  '    ,  li^cz/— arcos  ^    '      '  ■   > 

—  a46 ,  —    6 ,  ce  ^  pourra ,  efacez  p» 

—  a47a  —     6,jr»,/wc*^«». 

—  a5a,  — '   10^  au  numér.  changez  V exposant  p-^i  en  p-¥i* 

—  a53 ,  —  i5,  m  Cl  /i ,  /wcz  m  et  /?.  , 

—  l'&ûf.  -^   i6,  for    liles,  lisez  formules. 

—  a55,    —    li^—^x^y  lisez  -rr — x*. 

3.7  5.7 

—  •  'a57,    —     3,  au  dernier  tsrme  *'""*,  Usez  «wi""*r 
'-^     a58,    —     I, — H,  Usez  ^l, 

—  a68,    —   10,  Px  ,  lisez  Pàx. 

— î     369,    —     5,  x^àx{\x),  lisez   jc'"(la:  (Lr)". 
-  I  ,.  i.a 


'  (m-f-i)«  '  •    (iH-+-i)* 

*-*     371,    —  i3,  (71— ri»-h  i),  A*5e4  (/i— m). 

•1.-J  1?     /l— I       ,.  TO-+-1 

—  ibia*   —   10, .lisez  — ^.   . 

mH-i  .    /i — 1 

""•     fiy^j    T"   16,  au  numér,  Ir,  /wc«  b. 

—  '   373,    — •      i,  e^ ^  lisez  e^ au. 


n      „  n 


!•-*■■ 


*—     375,    *-    a, — T-^,  lisez  — Y- j,, 

la  \a 

—  376,    —   ao,  (a5),  lisez  (37). 

—  377,    —   i^,l\x,  lisez  Uz. 

—  279»    —   i()y  fz"Xdz,  lisez  fz'^JCdx..  . 

—  a83,    -—     8,  cosx  — ,  lisez  cosx -4". 

—  ibi^     —   10  f  cosx -^f  lisez  cosx — . 

—  ibid. .  —   i4>  cosx,  lisez  qosx". 

^  3  i.a 

—  a85,    — .     6,  5  p» , /wca  î  t'\ 

—  a86^    —   i4»  correspond  >wj ,  /ûe^  correspond  on. 

—  391,    —  II  et  13,  chacun. .Cpr,  ponctuez   chacun:  car. 

—  ibid,    —  16,  négatif,  à  la  \ér{ïé ,  ponctuez  négaCtf.  A  ta  vérit^r 

—  39a,    —     7,  —  5sin3x, /i]s02;  — .5siii3x.  ^ 


n— I  n— I 


—  393,  —  i3j  ;^«da(i— «?)»  '  ,Usp^  /»'^(i-^«!)  r  • 

—     394,    ''^    4»  in^i"c>  ^wc«  mêmes. 
*—    ibidn    —  .  8,  d.cosz,  liêuz  —  d*Ç9SiS« 


*•   .i^.   —  i5,  d.eot«,  fiita  -*•  ;â.éoÉ«.      - 
—    agjBji    — •   9»  générale ,  mim  ■  gioMI. 

*-*    9û9b   — *   99  bMmiMy  llfM  U'm6itîé:d«k'BoaiaM» .  > 


I    1 


-^  3i5,  ~>  5.e».lî«oi«   «v' 

— .  S97,  —    5,  «  ,  iu9»  a».         -       -  .  .  .  ^  .. 

—  5aB,  -   iS,  *ACi Use»  iAa^,  ^         .. 
^  iMI.  —  ao»  APIf,  iiêeM  6t  AJfP.- 

*  a.  4  âh^     w        4»S^  ^ 

—  343,  -   i^,  AMPQ,  lisez  AnrPQ. 

—  344,  —  ai,  Pp'y  tuez  Pp^i  Qq\  lisez  Qq. 

—  347,  -    l6,î|jr,/«e»   îljr. 

—  35o,  —     a,  r«y, /m«»  r». 

-«(  35 1,  — *     flf'^intr^rni^re,  rapport  â» ,  supprimez  âz» 

—  353,  —    3,  yi-hp*-*-g*,  lisez  r=s  l/i-+-^»-h^«. 

—  358,  —'  10,  peut  simplifier,  lisez    peut   se  simplifier.\    • 
»•  i^M^v  —  atfant'-derkièref  I  (  i  —  «  ) ,  /Û02  1  (  i  —  <}•. 

•^^  •    ^  .        m-+-4   ,.  m-f-a 

—  365,  —  16,  en  exposant^^  ^Ifll  »«*gg'    „,^y 

—  }&iVf.  — •   17,  dar,  /wc«  dr . 
-  -     df     ,.        dp 

—  371,  —    4>3jV«««»^-  -    :    —    -     . 
•*  37a,  — »     8  «ti4Vï^«'»g'^*#  /westanf.  s*""!-' 

—  373  ^    8,-3j^>/«#e    ^. 


eo5 


\  / 


î^«g- 374»  lîgne  7, 1 \x y  lisez  \x.  -' 

—  388,    —     5,  j/^i  -+•  c*,  /mc«    nV^i  -4-  c«. 

—  395,    —     Sy  fÇàq ,  lisez  fQdq  ^  a 

—  416,    —  dernière  y  Tdt,  lisez  TAt. 

—  4a!i,    -^    10,  multipliez  le  second  membre  par  àu 

—  ibid,    —    i5,  H- etc. /wc«  —  etc. 

— •  4^3,    —  i3,  è-hM    bi,  lisez   b-^ursbtp 

—  4^5 ,   —   a3,  a ,  /wci  /i  -+-  2. 

—  437,   —    ig,  3f' M' Q,  lisez  M" M' Q". 

—  4^^ ,    —     3,  «/»rès  /c  mot  suite  ,  ajoutez  puis  faisant  x  =z  «• 

—  iWJ.    —  I9,af7rè«  osculatrice,  ajoutez  Aï' JY'» 

—  lôid.    —  20,  a;?rés  troisième,  ajoutez  M"N''» 
•—  435,    *-^  14»  ^à*fu,  lisez  2ttd"j^. 

•— «  4^>     ""    ^9  ^*y^t  lisez  2ud*jr. 

—  43/8,    —  dernière  y  hàF'y  lisez  hàV^. 

«—  îfcîJ.    —     5,'  «u  dénom,  n«  — ar ,  /we«  n»  —  ar» ,  eï  multi^ 

pliez  le  radical  par  n. 

—  447»    —   aiyounumér.  mAx'^^^ylisez  m«uc''""*. 

—  453,     -     4,jj-  =  4r,    lisez  ^=zq, 

—  455,    --II,  d^,  /mm   d«^. 

—  4^»    ""   lov  d'avoit,  lisez   d'avoir. 
^  465,     -     g,y{U) y  lisez  9^(31). 

—  ibieL     —   i5,  supprimez  le  d  {fui  est  det^ant  la  parenthèse  .' 
•—  4^>     —  26,  Xy  lisez  «. 

—  4^9    —   16,  mettez  avant  V accolade  la  lettre  f. 

'  d x  djf  dj^  dx  djr  ôf 

—  47^  >    — 4>  mettez  Xy  'a  la  place  de  y. 

^-  4?^»    —  ^8>  Pëqaation  de  (A) y  effacez  de. 

—  486,    —  18,  MRy  lisez    ATR, 

—  488,-4,  /«ez<rdy=:<r/-«ry'«^(/)-flr(7'}. 
^—  49^»    "~"  2^»  <*"  numér.f  — dj^dx,  /i«c«  — 'd^^x.* 

—  5o8,    —  19,  S'il  y  lisez  fi^U, 

—  5l5,     —    4*  ^ '"a  lisez   A  *un» 

—  519,     —    4,   (m— 2)x'«"3-+.iW4;i:'""^,    /wc« 

(  m — 2  )  x'^^S^'  H-  iR/'4x"»""*^«. 

—  526,    —     I,  Au  est  ce  que  devient  A w, , /wt«  Aux  tft  ca 

que  devient  Au,     . 


6oC 

Pag.  541,  l»g«  i>  ^«*»  ^"«*   ^  ^***  , 

»-     543,  —  17)  ptuc  «tctrc  V,  /cttft  pftfl  mettre  u'» 

—  543,  —    I ,  au  dén{>m,  de  k  3^  êi|iu«. ,  X3— X3,  Usez 
^^     5^^  -«    ^j  u  =  « -^ /Sx -^  >x -4- ^x -4- etc.  » /mas  ^.••.••^« 

tf  :=  «i -4- ^x -f->x*-h^'H- etc. 

—  i^mZ.  — a3,.  x'=x,  lis€z  .z'^=six^, 

—  '  545,  -—         après  la  ti^oUième  ligne,  mettez  etc. 
*—     54(>»  —  3a,  y  colonne,  .*^Uf^^ef^  A*u. 

I  X*  l  x^ 

•—     55a,  -r  auant-demiere ,  g  -7-  ,  /Ï4b«    g  -v- 

—  554,  —  dernière,  tx'^,  lueà   Sx"»*. 

»—     5f>6,  — .dfTRiire',  ou  «uimer.,  — i,  Uê€z   i. 

—  557,  —  18,   6h»  ,  lisfiz  6Aï. 

*—     56 f,  ^^  dernière,  rie,.  lise*»éne* 

—  564,  —  10,    0Z\i39£(iP-hAj^),i«><»  OwsAÇsC^-^-A^)* 

—  567,  —    5^  b»  36i,  lije»  3^ 

^«   i&iJ.  —    g,  aunum.,i,lise*  '^naudèH',m'i-iylis.   m — !• 

—  ibid.  ■-  ,6,   ^'^^f^npL'l,  lisez  Jî(î±I>i£±2^. 

--     569,  —    6,  (34a;,  7i5«*   (343). 

—  575,  —    3,  n»   3o6,  /i^ea  4»  4A7.    . 

—  ï^iJ.  —  19,   19,  z,.. lisez  e,.  ;.'      ~ 

—  576,  —    (^,  effacez  le  crocket^nifisfau^butdecetêe lignes- 
•—    ihid,  —  \L  C"       «'        ,  lisez  H-  C"       «"• 

— .    ibid,  —  dernière,  C" ^z  ^_^^y   lisez     C ^z ^_^. 

-   5::,  -  9,^'x^„A^"x»  ^'^^^   ^x^^^V  ' 

—  5b3,  —  a6,   Ay-,   /t*ea  Ax. 

—  587,  —  18,  p{\-^r}{a'hfi)  ,  lisez  /?(i-+-r)(fl!L.T+-y8). 

—  588,  —    '] j  {et-h ^')x ',  liiez    (*-hi6}x'»r 

—  ibid,  — r    c^,  pz^  ,  u^.$^«  /?x'*(lr. 

^-       589,  —       1  ,    -     /  X  ,      /l5«2     -      /x  • 

*  /É 

—  ibid.  — i    7,  X  ,    mez    x 

—  593,  —  18,   D»  363  )  lisez  n°  3^î4*  ^ 

—  ibid,  —  19,    (i3u),   lisez    (182). 

—  595  ,  —  10,  lai -H  la  ,  lisez  la  -+-  13. 

^    598,  -  </er/»ére ,  ^— 7c ,     /t>e«    j^;p=,* 


^ 


Il 


} 


